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Problema 1
e (ut)’
4!

Sea N,,= Numero de personas que se suben al m-esimo bus. Sea z,,= tiempo entre llagada del bus

1.
m-1 y el m-esimo.
P(Ny, = jlam =t) =

2.
P(Nm :J) =

Tenemos que descondicionar el resultado de la parte anterior:
donde f, (t) es la densidad del tiempo entre el bus m-1 y el m-esimo. Sin embargo sabemos que

/0 T PNy = jlam = 1) - fu (00

fa,, (t) — exp(N). Entonces:
o0 o=t (1 #)I
P(N,, = j) = / U ey

0 J:
I+ o= ()t e

. A\ C AN+
P(Ny, = j) = - / ( ) '
A+ )t Jo J:
Dado que lo que queda dentro de la integral es la densidad de probabilidad de una Gamma(j+1, A+ )

se tiene que:
A
PN, =j)= —F—
(N =3) = 5

Si un bus llega a las 10:30 y no llegan buses entre 10:30 y 11:00 el ntiimero de pasajeros que se subira

3.
al proximo bus serd Ny + N, donde:
= N;= Numero de personas que se sube entre 10:00 y 11:00.

= No= Numero de personas que se sube a partir de las 11:00.

Entonces: .
P(Ny=n)=)» P(N1=jAN;=n-—j)
§=0
P(Ny=n) =Y _ P(Ny=j)-P(Ny =n—j)
7=0
P(Np=n) = >4 i“ik(i“ )k
" A+ = A4



El niimero de pasajeros esperando en cualguier instante si el proceso comenzd hace “mucho tiempo”

4.
= independiente del instante, la distribucion de probabilidad de la gente esperando sigue la misma
distribucién de probahilidad de la parte 2.
o )‘l il L
P(N.=k)= .
( ) (,\+,u) (/\-l-,r.aJ
5. Sean:
s N;= Niimero de personas que esta esperando a las 2:30
= No= Numero de personas que llegan entre las 2:30 v el signiente bus.
= N= Nimero de pasajeros que suben al siguiente bus después de las 2.30.
Entonces: § 3
i
P(N,—j)=—2#
(N1 =3) O aph
_ Ap
PNo=3j)=—+——1
=) =
De esta forma se tiene que:
_ = M* Aptt
P(Np,=n = -—
( ) :.Zz:-:l (A+p)k (Atp)n*
i N 5 ’\'Elt'!n
PI\:T\-m =n) = Irr.l, =+ ljm
6. Basta con evaluar la expresidn anterior en (n — 1), dado que se asegura que llegd un pasajero a las 2:30.
: . /\\Qlun—l
Pl:_?\‘?n = '”..J = (T?}W
Problema 2

a)

(1,0 ptos) Sean {N,(t) : t > 0}, {Ny(t) : t > 0} y {Nr(t) : ¢ > 0} los procesos de conteo asociados
al numero de autos que cruzan la calle a, la calle b y ambas, respectivamente. El diagrama de
autos que cruzan la interseccién (por una calle en particular) es la que se muestra en la figura a

continuacion:

Nt J = AL




Entonces la dindmica del total de autos que cruza por alguna de las calles es la siguiente:

Mit)
e R
I
A [ CLA ?:: t

Para calcular la distribucién de los autos que cruzan la interseccién en un ciclo hay que notar que,
dada la definicién del ciclo, cruzaran todos los autos que llegan por la calle a durante un tiempo
C y todos los que llegan por la calle b en el mismo tiempo. Entonces N, (C)sigue un proceso de
poisson de tasa A\,, y Np(C) sigue un proceso de Poisson de tasa A,. Por suma de procesos de
Poisson es directo que Nz (C) sigue un proceso de Poisson de tasa (A + Ap). Es importante notar
que solo para intervalos de largo C se cumple esta propiedad (dado que solo en esos instantes han
cruzado todos los autos que han llegado al cruce).

(1,0 ptos) Cada uno de los autos que cruzé el ciclo (dada la respuesta a la pregunta (a)) tiene
una probabilidad )\a’}f)\b de haber cruzado por la calle a. Para ver esto sélo basta pensar en que la
llegada de autos por la calle a viene de la divisién del proceso de Poisson Nr(C) (de tasa A\ + Ap)
con probabilidad )\a’\b\b (si multiplican la tasa y la prob. recuperan el proceso original). Entonces,
dado que llegaron n tendre que:

PINAC) = N2(C) =l = (1) (2" G

Aa )
Aat+Ap /"

(1,0 ptos) Veamos esto como un proceso de Poisson filtrado. Si un auto llega (por a) en el instante
s (medido desde el comienzo del ciclo) tiene la siguiente probabilidad de haber esperado para
cruzar:

Es decir una distribucién binomial de pardmetros n y (

0 si 0<s< A
P[S]_{l si A<s<C

Entonces independiente del instante de llegada, cada uno de estos N autos tiene una probabilidad
p de haber tenido que esperar, donde:

C A C
Pls] 0 1 A
p /0 c v /O o™t c® C

Donde se utilizo la distribucién uniforme [0,C] de las llegadas condicionadas de un proceso de
Poisson. Sea N(t)g, el niimero de autos que ha cruzado hasta t pero que ha debido esperar la luz
verde. Entonces tendremos que:

P[N(C)ga = kIN,(C) =n] = (Z)pk(l -



Es decir una distribucién binomial de parametros n y p.

(1,0 ptos) Sea Nyg(t) el nimero de autos que ha cruzado hasta t y que no espera luz verde para
cruzar. Nuevamente veamos el cuento como un proceso de Poisson filtrado (en particular serd muy
parecido a lo que hicimos en la clase auxiliar).

Siun auto llega en el instante s (medido desde el comienzo del ciclo) tiene la siguiente probabilidad
de cruzar inmediatamente.

A . -
Pls| = Tt)\b sz. 0<s<A (la probabqlfiad de llegar por a)
S si A<s<C (laprobabilidad de llegar por b)

Noten que estamos filtrando N (C').
Entonces tendremos que la prob. descondicionada del instante de llegada sera:

C A c B
p:/ Plel,o_ [Tl A d3+/ 1N o DAt A (C-4)
0 C 0 C dat+ N A C Mat X C-dg+ N

Entonces tendremos que:

PIN(C)nE = kINp(C) = n) = @m R

Es decir una distribuciéon binomial de parametros n y p.

(2,0 ptos) Es facil ver que el costo total tiene sélo 2 componentes, una asociada a los autos que
vienen por a y esperan, y la otra asociada a los autos que vienen por b y esperan.

Entonces (dado que en un ciclo la distribucién de los autos que vienen por a y esperan es Poisson
de tasa A\, - B y que de la misma forma, la distribucién de los autos que vienen por b y esperan
es Poisson de tasa Ap - A) tendremos que:

E[Costo ciclo] = FE[Autos por a] + E[Autos por b]

= ZE[AutOS por a|Ny(B) = n| - P[N,(B) = n|

n=0

+ Z E[Autos por b|Ny(A) = n] - P[Ny(A) = n]

n=0

Ahora, si un auto que llega por a, lo hace a s unidades de tiempo desde que se comenzé la luz
roja, incurrird en un costo igual a M - (B — s). Sin embargo dada la distribucién uniforme de los
tiempos de llegada de un Poisson uniforme, tendremos que este costo C seré:

B M. (B-5s) M- B
C_/o 5 ds = 5

Es facil ver que:

M- B
E[Autos por a|N,(B) =n]=n- —5

La misma légica entrega el siguiente resultado para la calle b:

M - A2

E[Autos por a|N,(B) =n]=n- 3

Entonces:



E[Costo ciclo] = Z E[Autos por a|N,(B) = n] - P[N,(B) = n]

n=0
+> " E[Autos por b|Ny(A) = n] - P[Ny(A) = n]
n=0
oo o0 M . A2
= Y PING(B) = n] + 3 ln- ML) PIN(4) =
n=0 n=0
XM Ao+ M - A3
2 3
Problema 3
Empezamos con un par de definiciones:
N(T)= incendios ocurridos hasta el instante t, independiente de su tipo.  (Poisson(\))
Np(T) = incendios pequenios ocurridos hasta el instante t.  (Poisson(Ap))
N¢g(T) = incendios grandes ocurridos hasta el instante t. (Poisson(A(1 — p)))

a) Simplemente debemos calcular la probabilidad de que ocurran més de n —m incendios en lo que
queda del ano. Esto es:
ko _
e

1 o0
P[N(§)>nfm]: Z e

o[>
(S

b) Sin usar el cldsico truco de la binomial el desarrollo es el siguiente (k € {1,...,15}):

P[N&(1) = kA N(1) = 15]
PIN(1) = 15]
P[Ng(1) = k] - P[Np(1) = 15 — K]

A5.c—A
15!

A(1=p)*-e 2P (p)15—k .~ OP)
Kl (15—k)!

P[Ng(1) = k|N(1) = 15] =

Ne.e— X
15!

(f) (1—p)-p°*

¢) La probabilidad de que el cuerpo de bomberos no sea requerido por un incendio grande es:

1

= =0)] = e P35

P[No requierido] = P[Ng(—

Por lo tanto la probabilidad de ser requerido por uno o més incendios grandes es 1 — e A1-P)53

d) Notamos que los danos anuales son la suma de los danos producidos por incendios grandes e
incendios pequenos. Dado que tanto los procesos como las variables aleatorias asociadas a los
danos son independientes podemos calcular el dano esperado de la siguiente forma:



e)

E[Dafios] = F[Danos incendios grandes] + F[Dafios incendios pequefios]
e A1 — p))ke—A1-p)
= ZE[DaﬁOS incendios grandes|Np(1) = k] - (A( p)}il €
k=0 !
A k_,—Ap
+ Z E[Danos incendios perquenos|Np(1) = k] - %
k=0 :
Pero
k
E[Dafos incendios perquenios|Ng(1) = k| = Z Wi=k-pu
=0
y
k
E[Dafios incendios grandes|Np(1) = k] = Z Yi=k- vy
i=0
Entonces:
~ 0 ))kef)\(lfp) 0 ()\p)kef/\p
E[Dafos] = Zk - 5 Jer./i.T

k=0 ’ k=0
v - E[Poisson(A(1 — p)] + p - E[Poisson(\p]
VAL =p)+ - Ap

Utilizaremos la siguiente identidad valida para cualquier proceso de conteo:

Donde (en este caso) Sy, es el tiempo en que ocurre el n-ésimo incendio al cual acude el cuerpo de

Rt)y>ne S, <t

bomberos. Entonces:

PIR(t) > n] = P[S, < 1]

Sin embargo S, = 7, X; + Y7~ B

Donde las variables X; representan variables aleatorias i.i.d exponenciales de pardmetro A (dado
que se refieren al tiempo entre el termino del trabajo sobre el i-1-ésimo incendio atendido y la
ocurrencia del i-ésimo atendido) y las variables b; son variables aleatorias i.i.d exponenciales de
pa’rametro 8 ( dado que se refieren al tiempo de trabajo sobre el i-ésimo incendio sofocado.

notando que a = >}, X; — v(n,\) y que b = Zz;ll B; — v(n — 1, 8) tendremos que:

PIR(t)>n] = P[S, <{]
= Pla+b<t{]
= Pla<t-1)
= /OO Pla <t—s] ﬁn_(lnsi_;;_ﬂs ds
= /t Pla <t — s ﬁn(;si;)e'ﬁs ds

-dh - ds

t t—s )\nhn—le—)\h Bn—lsn—Ze—ﬁs
/0 0 n—10  (n-—2)
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