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Procesos de Poisson

Problema 1

1. Para que esto ocurra el tiempo entre cada uno de los 6 tltimos 6 goles debe ser superior a B (notar
que la probabilidad de ver el primer gol es 1). Sean x; = tiempo entre el gol (i-1)-ésimo y el i-ésimo.
Entonces:

P(verlosTprimerosgoles) = P(xq > B,x3 > B, ...,x6 > B,x7 > B) = (e *B)6 = ¢70AB

2. SeaY; el tiempo trascurrido entre el fin de la celebracién del (i-1)-ésimo gol observado y el momento
en que se produce el i-ésimo gol observado. De esta manera tenemos que:

» V7 — exp(N)
n Y, — exp(\) Vi # 1

Entonces sea Sy el tiempo en que vemos el N-ésimo gol.
N
Spn=>_Yi+ (N —-1)B= Sy — (N —1)B — Gamma(N, \)
i=1

De lo anterior, y sabiendo que P(Sy < t) = P(R(T) > N)! se concluye que:

t—(n—1)B AN L N-1 ef)\tat

PR > N) = [

0 (n—l)!

Problema 2

Divisiéon de procesos de Poisson:

N(t) = Numero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢

N4(t) = Numero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢ y votan por candidato A
Np(t) = Ndmero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢ y votan por candidato B
p = Probabilidad que un votante elija al candidato A

11dentidad valida para cualquier proceso de conteo
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Distribucién condicional de los tiempos de llegada:

X, = Tiempo en que se produce la primera llegada, condicional a que de [0, ¢] hay una llegada

PX1<s/N@t)=1) = 1;[N(t):1] 0<s<t
e M hseMEms) g
e~ M\t ot

Luego, condicional a que hay una llegada en el intervalo [0, t] el tiempo en que esta ocurre sigue una
distribucién U|0, ¢].
1. Alternativa 1:

P[N4(10) =n A N(10) = 1000]
P[N(10) = 1000]

P[NA(10) = n/ N(10) = 1000] =

P[NA(10) = n] - P[N5(10) = 1000 — n]
P[N(10) = 1000]

e a0y ,.10)" ' e=AB10() 5.10)1000—n
n! (1000—n)!
e—>10(X.10)1000
1000!

B 1000! >\7A n )\73 1000—n
(1000 — n)in! A A

1000! 1'% 0
(1000 — n)!n! (2) "=

Pensar directamente en una binomial. Si la probabilidad que c¢/u de los 1000 que llegaron, independiente
de los demads, vote por el candidato A es p, tenemos que:

Alternativa 2:

B B ~1000! N 1000 1000! 1)1



2. Llamemos N} al ntimero de votantes del candidato A que llegan en las primeras 4 horas de votacién.
Alternativa 1:
P[Na(4) =n A N(6)+ Np(4) = 1000 — n]
P[N(10) = 1000]

P[N4 =n/N(10) = 1000] =

P[NA(4) = n] - P[N*(6) = 1000 — n]
P[N(10) = 1000]

4
Donde N* ~s Poisson de tasa g)\
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Notar que si se consideran 2 procesos independientes Ni(t) ~ Poisson()) y Na(t) ~ Poisson(g) se
tendrd que P[Ni(t) = k] = P[Na(qt) = k], por lo que es posible ajustar “el reloj” del proceso Np(4)
para sumarlo con N(6).

Alternativa 2:

La probabilidad que una persona llegue en las primeras 4 horas y vote por el candidato A, dado que

lleg6 en las primeras 10 serd p = 1% . % = % Con esto se tiene que
1000! 1" /4\'" "
P[N4 =n/N(t)=1000] = ———o——— (=] (=
[Na=n/N() )= G000 = nyimi (5) (5)

3. Los votantes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A, por lo que si T es el tiempo en que
llega el primer votante se tendra:

P[T >t]=P[N(t) =0l = e Por lo que T ~ exp(\)

De la misma manera, el tiempo T4 hasta que llega el primer votante tipo A sigue una exponencial de
pardmetro %

4. Llamaremos P[N}] a la probabilidad que lleguen n votantes para el candidato B antes del primero
para A y T4 al instante en que llega el primer votante para el candidado A.
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Alternativa 1:

Alternativa 2:
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[ee] n,—Apt
_ ()‘Bt) € . )\Ae—k;\tdt
0 n!
o no_a
— (%t) € =t . ée—%tdt
) n! 2

B (%)n-‘rl oo tn,)\7l+1e—)\tdt_ 1 n+1
D n! - \2



Problema 3

Dado que el proceso es poissoniano = Tiempo entre llegadas — exp(\).
Por lo tanto:

[
F,lcaminar) = [ Ae Mt = g
(L)
2. Hay que distinguir dos casos:

m 51 el bus pasa en t, con ¢ < 5. me demoro t+R en llegar a casa.

m 51el bus pasa en t, con ¢ > 5, me demoro s+W en llegar a casa.

3. Para calcular esta esperanza condicionaremos sobre t, el instante de llegada del bus
E(T) = f E(T|t) - Ae= ot
a
E(T) = f (t+ R)- Ae 8t + [ (S+W)-Ae Mot
1] LU ]

Desarrollando deberian llegar a la signiente expresion:

1
ET)=R+~+e (W _-R—

_:'h :I

| =

4. Claramente si:

s W—-R-— ﬂl/\- = [, entonces E(T) se minimiza en s= oc
s W - R —% < [, entonces E{T) se minimiza en s=0

s W —-R-— % = (0, entonces la expresién no depende de s,

[}

Dada la pérdida de memoria de la exponencial, s1 esperc un >0 y cada vez gque pasa ese tiempo

reevalilo mi desicidn estaré siempre frente al mismo problema original por lo que mi s serd el mismo
= =1 s>0, entonces s=cc.
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