01 de Abril de 2005
Pauta Auxiliar Extra

Problema 1

Sea el problema:
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1. Resuelva graficamente el problema. Verifique el cumplimiento de las condiciones de Khun-
Tucker en el éptimo.

2. Verifique si para los puntos (x;=0; x,=1) y (x;=0; x,=0) se cumplen las condiciones de
Khun-Tucker. ¢Existen direcciones factibles para estos 2 puntos en los cuales se mejore el
valor de la funcién objetivo?. Explique brevemente.

Solucion

1. Al resolver graficamente, dibujando las curvas de nivel, podemos ver que los dptimos del
problema vienen dados por a=(1,1) y b=(-1,1).

Graficamente:
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De las condiciones de KKT notamos 2 cosas:
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a) Las condiciones estan escritas para la forma estandar del problema, es decir, el problema

es de minimizacidn y las restricciones estan escritas de la forma g,(x) <0.

b) Claramente, antes de plantear las ecuaciones necesitamos conocer los gradientes de la
funcién objetivo (Vf ) y de las restricciones (Vg,;)

Entonces:

Escribimos el problema en forma estandar.



min f = —a? _ g2

5.a g T -1 < 0
gz: —I1 -1 =0
ga ! 2 =1 =< 0
ge: —a, <0

Calculamos los gradientes:

Ahora podemos imponer las ecuaciones sobre los 2 puntos 6ptimos encontrados: a y b.

o A(1,1)

o py- (2§ —1)=0. Como 2§ =1 = (z]) = 0 y por tanto la condicién se
cumple Yoy € A v no podemos decir nada mas.

o piz- (—2§—1) = 0. Como z§ = 1 = (z) = 2 # 0 y por tanto la condicién
solo se cumple s1 py = 0.

o paz- (x5 — 1) = 0. Andlogamente al primer caso, pz € R.

o pig - (—x8) = 0 Andlogamente al segundo caso, puy = 0.

La otra condicion:

(52)+m(o) w5 )rm(V)+m(5)-(5)

Reemplazando los valores:

(%)) +e(V)=(5)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
=2 pz =0
pa =2 g =0

Como:
L,y g, ta, by = 0 = se cumple la condicion de KKT



s (2= 1) = 0=y =0
,uz-[—s:'!{—l‘zﬂz: pz = H
py- (b —1)=0=p;c R

o pg- (—28)=0= py =0

La otra condicion:

(S )+ (5) #m() o (V) +m(5) - (5)

Reemplazando los valores:

(5)+m( 0 )+m(1)=(7)

Resolviendo el sistema:
w =10 g =2
pa =2 py =10

Como:

L,y g, ta, by = 0 = se cumple la condicion de KKT

2. Para verificar las condiciones de KKT, el sistema a resolver es el mismo anterior, pero
evaluando en otros puntos.

* (0,1)

o i1 (0—-1)=0=pu =10
o ly-(—0—-1)=0= pu, =0
® Uz3-(1—1)=0=pus € R
o g (—1)=0=p, =0

La otra condicién (evaluada inmediatamente):

(5)+n(7)=(5)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
pta = 2 Como g, tiz, pta, tty = 0 = se cumple la condicién de KKT para el punto

(0,0

o iy (0—1)=0=p; =0
o fo (—0—-1)=0= p=0
e bz (0—1)=0= pu; =10
oy (—0)=0=peR

La otra condicién (evaluada inmediatamente):

(0)+n(5)=(5)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:



e =0 Como gy, pig, i3, gty = 0= se cumple la condicién de KKT para el punto (0,1).

Con respecto a las direcciones factibles, debemos decir que una direccién factible es aquella
direccidon (vector) que al movernos un poco (diferencial) sobre ella no nos saldremos del
conjunto factible. Asi, las direcciones factibles que mejoren el valor de la funcién objetivo las
podemos hallar graficamente:

* (0,1)

Este punto no es 6ptimo local porque existen direcciones factibles que mejoran la funcién
objetivo, siendo estas las direcciones (1,0) y (-1,0) como lo indica el dibujo.
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* (0,0
Este punto tampoco es éptimo local porque también existen direcciones factibles que
mejoran la funcion objetivo, siendo estas todas las direcciones factibles como lo indica el
dibujo (el punto es un minimo).

Problema 2

Considere el siguiente problema de optimizacion:

N
max f(b) =) x,
s.a. 5 !

N x

> —<b
i=1 a;
Ademds considere que a; > 0, Vi=1,....,.N .

a) Entregue una interpretacion geométrica para el problema.
b) Establezca las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del problema.

c) Encuentre un punto que satisfaga las condiciones de KKT. Es este punto un 6ptimo
local o global?

d) Encuentre una expresion para f(b).
Solucién

a) El espacio de soluciones son los puntos contenidos en un elipsoide. El problema
consiste en encontrar un hiperplano tangente con vector normal 1.

b) Las condiciones de KKT son las siguientes:
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c) De inmediato vemos que:

i
T = — TFE ]_.....;1"{r
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es una solucién que cumple con la primera condiciéon de KKT. Vemos que Y es distinto de 0
(directo de las ecuaciones anteriores).

d) Arreglamos los términos, multiplicamos la i-ésima ecuacion por a; y luego sumamos.
T

> " a; = 2uf(b)

Arreglamos los términos y luego multiplicamos por x;, tenemos:

N N .2
=) =2 L=
Dowi=fb)=2u) —=2ub
i=1 i=1 ;
Entonces,
1 .'II Eh_l L
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Luego, finalmente

Problema 3

El proximo fin de semana se disputara el clasico futbolistico entre el equipo de los cruzados y
el de los albos. Ante este magno evento, el alcalde de la ciudad Joaquin Castro, se ha dado
cuenta que es una gran oportunidad para ganar adeptos a su proxima candidatura
presidencial por lo que ha decidido ofrecer transporte gratuito a los hinchas de ambos
equipos. Para ello, se dispuso de una linea 800 a la que los hinchas pueden llamar para
inscribirse en el servicio indicando en cual de los N paraderos posibles querian ser recogidos.

Las inscripciones ya han sido cerradas, entregando un balance de Hj hinchas del equipo k
que desean ser recogidos en el paradero i. El problema al que se enfrenta ahora el alcalde es
disefiar el sistema de transporte que permita hacer el traslado desde los paraderos al
estadio.

Se cuenta con M maquinas para realizar el transporte. Todas ellas deben participar en el
traslado de los hinchas y cada maquina puede realizar solo un viaje (una vez que llega al



estadio no puede volver a recoger pasajeros). Las maquinas corresponden a alguna de las T
distintas tecnologias de transporte (buses grandes, buses pequenos, furgones, etc). Una
maquina de tecnologia t tiene una velocidad promedio de v, [ km/hr ], una tasa de
contaminacion de s; [ contaminantes/km ]y una capacidad de Q; [ pax/maquina ]. Considere
que se conocen los parametros a,,: que vale 1 si la maquina m es de tecnologia ty 0 en otro
caso.

La distancia desde la garita donde se guarda la maquina m hasta el paradero i es B;,, [km],
la distancia entre el paradero i y el paradero j es C; [km] y la distancia entre el paradero / y
el estadio es de D; [km].

Las maquinas solo cobran por cantidad recorrida a razén de K, [ $ / km].

Para poder disefiar el sistema de transporte existen una serie de restricciones técnicas que
deben ser respetadas:

Ningln pasajero transportado al estadio puede demorar mas de T, [horas] desde que es
recogido hasta que llega al estadio.

Para realizar el transporte el alcalde no puede gastar mas de P [$] que es lo que el consejo
municipal aprobd, siendo la Unica fuente de ingresos a la que se puede recurrir.

En el tramo final desde un paradero hasta el estadio, debe existir una suerte de equilibrio
entre la cantidad de hinchas de cada equipo. Si en alguna maquina hay @ hinchas mas de
los albos que de los cruzados, con seguridad los primeros asaltaran a los segundos y esto no
puede permitirse que ocurra por ningun motivo. Del mismo modo, si la cantidad de hinchas
de los cruzados es mayor que la de los albos, no ocurre nada.

El sistema disefio puede contaminar todo lo quiera, pero si en conjunto se emiten mas de
Smax [contaminantes], entonces grupos ecologistas se enfadaran y provocaran la pérdida de
1000 votos. Finalmente, considere que cada hincha transportado, independiente del equipo
de sus amores, ganara un voto y por cada hincha que se haya inscrito en la linea 800 y que
no haya sido recogido se perderan 2 votos.

Formule un problema de programacion lineal mixto que permita al alcalde disefiar el sistema
de transporte que le haga aumentar la mayor cantidad posibles de votos.

Hint:

Suponga que los tiempos de trasbordo son despreciables y que las maquinas pueden circular
en todo momento a su velocidad promedio.

Notar que una maquina dada puede pasar por varios paraderos a recoger hinchas antes de
dirigirse al estadio.

Solucion

Variables de Decisién:

Tim 8l la maguina m viaja desde su garita hasta el paradero 2
Yijm © 8l la maquina m viaja desde el paradero ¢ al paradero j
Zim ¢ 8l la maquina m viaja desde el paradero ¢ hasta el estadio
¥ : 8l son sohrepasadas las Sy, unidades de contaminante emitidos

Pikm ¢ cantidad de pasajeros del equipo k asignados a la maquina m en el paradero ¢



Restricciones:

1. Conservacién de flujo en las maquinas (continuidad de la ruta).
N N
Tim + z yjim = Z .t'r'ijm + Zim W i,m
=1 i=1

2. No llevar mas pasajeros que la capacidad permitida en cada maquina.

N T

2
Z Z Dikm = z Qpm " Qt ¥m

i=1 k=1 t=1

3. No transportar mas pasajeros que los que se encuentran en cada paradero.

M
Y pikem <Hu  Vilk

m=1

4. Condicionar la demora maxima de los pasajeros a la demora del peor caso, o sea, el primer tipo que se
sube a la maquina.
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i=l j=1 t=1 i=1 t=1

5. Restriceidn presupuestaria.

M N N N

N
Zﬁ'm‘ ZBé‘-rém‘l‘ZZCéj‘yéjm+ZDi‘:éJn
m=1 i=1

i=1 j=1 i=1
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6. Equilibrio mimimo entre hinchas (1=CC v 2=UC) en tramo final al estadio.

N N
E Pilm — E Pigm = ¥ om
i=1 i=1

7. No subir pasajeros a una magquina sl ésta no pasa por el paradero.

Pikm = Zram +Zzuﬁjlﬂ Hik

i=1 j=1

8. Cada mdquina debe hacer sélo un viaje, o sea, salir de la garita exactamente una vez.
N
E Tim = 1 Y m
i=1
9. Desde cada paradero se sale a lo mas a un paradero.
N
E Yijm <1 ¥ i,m
g=1

10. Relacion logica entre + ¥ los viajes realizados.

I = (1 - ,}.) ° 'Slmax +v- M

COTL:
M N T N N T N T
= E § E Qtm - < 8t Tim + E E E Ot - ';_',l © 8t Wigm + E E Qpm - D‘.i, © 8t * Zim
m=1 \ i=1 t=1 i=1 j=1 t=1 i=1t=1
M N T N N T N T
M= E E E Ogm - -8+ E E E A - '.',_'.! -8+ E E tem - L - 8¢
m=1 \ i=1 t=1 i=1 j=1t=1 i=1 t=1

11. Naturaleza de las variables.
Tim € 10,1} Vi,m

yijm € {0,1} Vi,7,m
zim € {0,1} ¥i,m
vye{0,1}

Pikm = 0 Y k,m

Funcién Objetivo:

M N M N M N
max Votos = Z Z Zi'}ak:m — (Z ZH”“ - Z 22331.;,”) — 1000 - ~

m=1i=1 k=1 m=1 i=1 m=] i=1 k=1



