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Pregunta 1 (Control 1 Otofo 1999)

a) Justifique o rechace la siguiente afirmacion:
“Un modelo matematico debe tener la mayor fidelidad representativa posible”.

b) Describa brevemente en qué consiste la validacion de un modelo matematico. éQué
curso de accidn debe tomarse si un modelo no cumple la validacion?.

¢) Justifigue la denominacién de “método” para los procedimientos de optimizacion
llamados método del gradiente y método de Newton.

d) Indique una ventaja y una desventaja del método de Newton frente al método del
gradiente.

e) Senale bajo qué condiciones un optimo de un problema de programacion no lineal no
cumple las condiciones de Kuhn-Tucker.

f) Suponga un punto que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker. ¢Puede afirmarse que
es un optimo?. Analice las posibles situaciones.

Pregunta 2 (Control 1 otofio 2004)
Se tiene el siguiente problema de optimizacion:

mAx iy — @&
.8, 2y =0
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4yt = 2

1. Buscar el (los) éptimo(s) global(es) del problema a través del analisis grafico y verifique
numéricamente que cumple las condiciones de KKT.

2. Encuentre al menos 2 puntos que verifiquen KKT y no sean dptimos globales del
problema. Por qué puede darse esta situacion? Justifique con detalle todas las
afirmaciones que realice.

3. Suponga que la primera restriccién es modificada a x* + y < 0. Encuentre todos los
puntos que verifiquen KKT. Son optimos globales del problema? Justifique con detalle
todas las afirmaciones que realice.



Problema 3 (Control 1 otofio 2004)

El connotado empresario gastrondmico Armijo Catalan ha instalado un nuevo local
de su cadena de restoranes BarZas. Para asegurar el éxito de este proyecto ha hecho un
exhaustivo estudio de las condiciones del mercado, obteniendo los siguientes resultados:

Armijo ha definido A posibles platos a poner en el menu, cada uno tiene un costo
de G por porcidn y se venderia a un precio A por porcion. Ademas en esta lista existen
platos muy parecidos entre si por lo que se pueden considerar sustitutos, el parametro S;
define este parentesco, siendo 0 si los platos / jno son sustitutos y 1 si lo fueran. Armijo
no quiere tener 2 platos sustitutos entre los escogidos.

Por otra parte, para atraer al publico Armijo cuenta con £ espectaculos posibles
para presentar en las noches, los cuales influyen directamente en la cantidad de publico
que va al local y pide un plato. Asi si Armijo escogiera el espectaculo & para la noche ¢ la
demanda minima de porciones del plato /seria DMin; y la demanda maxima seria DMax;.
Todas las noches debe haber uno o dos espectaculos, cuidando que si en una noche hay 2
espectaculos, entonces no puede haber otra noche con 2 espectaculos en los préximos 5
dias. En una noche de 2 espectaculos las demandas minimas y maximas corresponden a la
suma de las demandas minimas y maximas de cada espectaculo entregado esa noche.
Cada espectaculo tiene un costo de CosEspy en el dia &

En base a estos datos Armijo le ha solicitado a usted que modele el problema como
un problema de programacion lineal mixto que maximice las utilidades y permita decidir
los platos a colocar en el menu y los espectaculos a contratar para los proximos 7 dias.

Dudas y/o consultas:

mapereir@ing.uchile.cl
bduarte@ing.uchile.cl
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Pregunta 1

a)

b)

d)

Se Rechaza la afirmacion.
La mayor fidelidad representativa implica una gran complejidad de modelo. Esto
atenta contra una solucién medianamente viable.

La validaciéon consiste en verificar que el modelo matematico construido represente
adecuadamente el problema por resolver.

La validacién se puede hacer con datos histéricos. En este caso el modelo debe
representar la situacion del sistema en la época histdrica de los datos.

También la validacién puede hacerse mediante modificaciones sustanciales de uno o
mas parametro, cuyo resultado en la solucién es perfectamente predecible.

Si el modelo no cumple la validacion debe volverse a la etapa de modelamiento y
luego a la resolucién nuevamente para volver a validar finalmente.

En ambos casos no hay seguridad de encontrar el 6ptimo en un ndmero finito de
pasos.

Ventaja del método de Newton frente al gradiente es su mejor convergencia.

La desventaja mas importante del método de Newton es que dependiendo del punto
de partida y la funciéon a optimizar este procedimiento puede alejarse del éptimo y
no encontrarlo.

Esto nunca ocurre con el método del gradiente.

Si el éptimo no es regular no cumplird Kuhn- Tucker.

Si un punto cumple Kuhn — Tucker no pude afirmarse que se éptimo local o global.
Las condiciones son solo necesarias.

Pregunta 2

1. Veamos el analisis grafico:

El punto optimo es el (-1,1).




Verifiguemos las condiciones de KKT:
Llevemos al problema a la forma necesaria para aplicar KKT:

min @ — ¥
S.il. . o= U
a? If.l'g —-2<10

Ambas restricciones son activas en el éptimo, por lo tanto debe satisfacerse que
VIELD + Vg (L) + 1,Vg,(-11) =0
g =0 ,g,=0

m(=x"+y)=0=>py eR
(X +y*=2)=0= u, e R

A=l
Ve =il.-1)=Vfi—-1.1)=i(l,-1)
Vipley) = (=22 1) = Vg (=111 = (2. 1)
Vgalr,y) = (22,2y) = Vga[-1.1) = [-2,2)
Luego tenemos:
9 L=+ 2, (2D + 14,(=2,2) =0
El sistema queda:
q 24 = 2p, =-1
My 20, =1
1
My =0,p, = 5

Con esto el punto verifica KKT.

2. Existen solo 2 puntos, ademas del éptimo, que cumplen KKT, veamoslo graficamente:



Vemos que el punto (1,1) cumple con KKT, verifiquémoslo numéricamente
En este punto ambas restricciones son activas, luego = u, A 1, € R (como en la parte
1). Se tiene también que:

VAL =(1-1}

Vai(l,1) = (-2,1)
Vga(l.1) =(2.2)

Asi se tiene que:
—2p1 + 2p9 = —1

fi+ 2pg =1

2 1
= — . [ =
H1=3:H2= F

Luego se verifica que el punto cumple KKT.

Para calcular el punto que lo cumple se pueden usar 2 formas:

-La primera dice que el punto viene dado por donde el gradiente de la funcién objetivo sea
paralelo al de la primera restriccion, o sea:



Y como ademas el punto pertenece a la pardbola, V4 -y =0 =» y= 1

Finalmente el punto buscado es el ( V2, V4).
-La segunda opcion es encontrar el punto donde la funcidn objetivo intersecta en un solo
punto a la parabola, o sea se busca que:

Lueso

=]

As, para que la interseccion sea un solo punto a debe ser tal que la expresion anterior sea
un cuadrado perfecto, luego a = ¥ con lo que nos queda:

(r — _l:lg i

1

2

Con esto y = (¥2)* = V4, luego el punto que se busca es el ( 2, Va).

Luego vemos del grafico que el punto ( %2, %). cumple con KKT, verifiquémoslo
numéricamente
En este punto solo la primera restriccidon es activa y la segunda inactiva, luego

ﬂl(_x2+y)=0:ylem
py(x* +y? =2)=0= 4, =0

"\__If'l:%_lj:l (1, —1)

11 .
THII‘E'TJ (—1.1)

Asi se tiene que con y; = 1 se cumple la condicion de KKT.

Esta situacion puede darse ya que la region factible no es convexa, lo cual se prueba de la
siguiente forma:

Sabemos que los puntos (-1,1) y (1,1) pertenecen a la regién factible, luego si fuera
convexo cualquier punto de la recta A(-1 , 1)+(1-A)(1,1) debiera pertenecer a la region



factible, tomemos A= "2, con esto resulta el punto (0,1) que claramente no pertenece a la
regidn factible ya que 0-1 = -1 <0 =» la regidn factible no es convexa.

3. En este caso tenemos solo un punto que cumple KKT, dado que la region factible y la
funcidn objetivo es convexa. El dptimo se muestra en la figura:

Para calcular el éptimo se pueden usar 2 formas:
- La primera dice que el optimo viene dado por donde el gradiente de la funcion objetivo
sea paralelo al de la primera restriccién, o sea:

(1, —1) = a2, 1)

Y como ademas el punto pertenece a la parabola, ¥4 + y =0 =» y= -1
Finalmente el punto buscado es el ( -1z, -¥4).
-La segunda opcidn es encontrar el punto donde la funcidn objetivo intersecta en un solo
punto a la parabola, o sea se busca que:
y-X=a

x? Fy=10

Luego

As, para que la interseccion sea un solo punto a debe ser tal que la expresion anterior sea
un cuadrado perfecto, luego a = ¥4 con lo que nos queda:



Con esto y = -(¥2)? =- V4, luego el punto que se busca es el ( -2, -V4).
Verifiquemos que cumple con KKT:

En este punto solo la primera restriccién es activa y la segunda inactiva, por lo que
directamente diremos que u, € R A 1, =0, luego tenemos:

Viagle y) =(22.1)

].H.':'_L'\'- ]

T"'[III‘_-]E'_lJ:I (1.-1)

V- -—l—lil (—1,1)
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Asi con p; = 1 se cumple la condicion de KKT.

Como la region factible y la funcidon objetivo son convexas, el punto encontrado es 6ptimo
global.

Demostremos que la region factible y la funcidon objetivo son convexas:
> Funcion Objetivo:
Calculemos el hessiano de la funcién objetivo.
(N
(N
Observamos que es definido positivo (y negativo a la vez) por lo que la funcidon es
convexa.
> Region Factible:
Se puede usar cualquier método para demostrar la convexidad, por ejemplo se pueden
tomar 2 puntos cualquiera de la region factible: (x, )) y (x”, y”). Demostremos que

cualquier punto de la recta A(x, ) + (1 - N)(x’, y’) = con A € [0, 1] pertenece a la
region factible.



Problema 3

Seguimos los pasos tipicos:

1. Variables de Decision:

. 1 Sizeescoje el plato ¢ para poner en el memt
'&l .
Shg — l] .
v 1 Sise escoje el espectaculo kb para para el dia
0 .

Z! = Cantidad de platos i ha preparar el dia

2. Restricciones:
@) Nose pueden escoger 2 platos sustitutos para el menn
X+ .‘i_li <2- rE)I;i_-j 7i.j=10,....N

b Se debe escoger como minimo un espectacnlo diario

E
Y vzl w=1..T
k=1

¢) Se debe escoger como maximo dos especticulos diarios

E

Z}”.;z w=1..T

I.' = 1
i )

No pueden haber noches de 2 espectaculos con una diferencia menor de 5 dias

5

E
Y)Y vPeT v=1..T-5

p=t k=1



e) Cubrir la demanda minima de platos

E
Zt > Y DMinlYf ¥i=1,... Nv¥t=1...T
j«'=1

1 Cubrir la demanda mixima de platos

E

Zt <Y DMazhY! ¥i=1.. N¥=1..T
j«'=1

g)  Producir porciones de un plato. solo =1 asi se decidid
ZE< MX; Yi=1,....N¥t=1,....T conM >>10

E
M puede ser reemplazado por Z DMazxt,
k=1
Iy Naturaleza de las variables
XY Z, 0,1} Vi k.t
ZI=0 Vit

3. Funcidim Objetivo:

E T

NoT T
mix Utilidades =Y~ (P = C)ZE =) ) CosEsplY]

i=1 t=1 E=1 =1



