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TEORIA CINETICA DE GASES

Distribucién de Maxwell-Boltzmann

Segun la estadistica de Boltzmann, si un sistema, descrito cléasica-
mente, estd en equilibrio termodindmico con un foco térmico a la
temperatura absoluta T, la probabilidad de hallar este sistema en
un estado particular E,. de energia viene dada por:

Ey

P.=Ce *r (1)

De esta expresion se pueden obtener gran cantidad de jdistribuciones
de probabilidad para sistemas termodindmicos, como es el caso de
la Distribucion de velocidades de Maxwell, con la cual podemos esti-
mar como se distribuyen las particulas de un gas segin su velocidad.
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Ludwieg Boltzmann

f(v)d®>»v = ntmero de particulas con velocidades

comprendidas entre v y v + dv,

por unidad de volumen

2
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donde d3v es el elemento de volumen en el espacio de las
velocidades (usualmente se utiliza en esféricas),

d3v = v?sinfdvdfde (2)

A es una constante que podemos obtener de la condicién de
normalizacion, ya que estamos tratando con una distribucién
continua de probabilidad.

Si integramos la distribucion de velocidades sobre todas las
velocidades posibles, obtendremos todas las particulas por
unidad de volumen, luego, integramos sobre todo el volumen
y obtendremos el niimero total de particulas N.
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asi,

A=n [27:7@T]3/2

finalmente, la distribuciéon de velocidades de maxwell resul-
ta;

fo)d*v =n [52=] B2 o=mv? [T 42 6in ) dv dO deb

Aplicaciones y otros aspectos de esta distribucién serdn abarcados
en los problemas que se presentan a continuacién, principalmente el
fenémeno conocido como efusion y la derivacion de la ecuacién de
estado de los gases ideales.

Antes de empezar con los problemas es necesario conocer la sigu- James Clerk Maxwell
iente integral paramétrica;

I(n) :/ a" e d
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El valor de esta integral se puede obtener utilizando la siguiente recurrencia (n > 0);

I(n) = (”2;1) I(n—2)
o - 3
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PROBLEMAS

1. Calcular el numero de particulas, contenidas en un recipiente de volumen V', que chocan con un area A
en un tiempo At con velocidades comprendidas entre v y v + dv, y direcciones que forman un angulo
con la normal entre 6 y 6 + df.

2. Demostrar la ley de los gases ideales, P = nkT, utilizando la distribuciéon de velocidades de Maxwell.
Para esto considere la presién como choques elasticos de las particulas sobre una de las paredes del
recipiente.

Sol.

Recordemos que la distribucién de Maxwell nos entrega la informacién de cuantas particulas, por unidad
de volumen, tienen velocidades comprendidas entre v y v 4+ dv. Luego, sélo falta distinguir cudles de estas
particulas cumplen con incidir con un dngulo entre 8 y # 4+ df en un tiempo At.

Un razonamiento simple, basado en la figura, da cuenta que
el niimero de particulas buscado corresponde a la cantidad de

particulas que se encuentran dentro del cilindro de la figura, normal
de volumen a
A
v
Veitindro = vAtAcos(0) (11) /
v dt
esto debido a que, las particulas que se encuentren
fuera de este volumen y se muevan con una veloci- pared
dad v, no alcanzaran a llegar al drea A en un tiempo
At.
Luego,
3 m_73/2 —mv?/2kT | 3 .
d® = [f(v)d°V][Veitindro) = M [2 kT} e v> At A cosf sinf dv df do (12)
7r
debemos integrar ¢ entre 0 — 27 para obtener el resultado final.
m 132 kT s ;
® =2mn [2 kT} e~V 2RT 3 At A cost sinf dv df (13)
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Esta expresiéon corresponde al niimero de particulas con velocidad entre v y v + dv que inciden con un angulo
0 al drea A en un tiempo At, que equivale a calcular, por ejemplo, el flujo de particulas que saldrian por un
agujero de drea A por unidad de tiempo y unidad de drea, sélo bastaria con dividir el resultado por A y At
(Efusién). Esto serd tratado en los problemas posteriores, por ahora continuemos con la segunda parte del
problema, la cual se trata de demostrar la ecuacién de estado de los gases a partir del resultado que se acaba
de obtener.



Debemos calcular la presién ejercida por todas las particulas

Chogue Elastico que chocan (eldsticamente) con la pared y le transfieren mo-
y mentum a esta, lo cual se ve claramente de la segunda ley de
Newton;

_ A

F =
At

(14)

Tambien sabemos que la presién corresponde a la fuerza ejer-
cida por unidad de area sobre un cuerpo, es decir;

pared
F
P=— 1
, (15)

fijémonos primero en una particula y calculemos el momentum transferido en el choque,

v; = USZﬂ@Z—UC(?SQj ~ Ap=2muvcosd
vy = vcostj+vsind

Luego, la fuerza y la presion que la particula ejerce sobre la pared es;
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At P= AtA

(16)
Pero queremos la presion ejercida por todas las particulas, no solo por una, es decir, multiplicamos la expresion
anterior por ® e integramos sobre todas las velocidades y cubriendo todo dngulo de incidencia, para asi obtener
la contribucién de todas las particulas;
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INotar que la integral sobre las velocidades se extiende sélo de 0 a oo, lo que es légico ya que solo queremos considerar las
particulas que van en el sentido hacia la pared y no las que se alejan.



Sol:

Considere el casco de un astronauta que se encuentra re-
alizando una caminada espacial. El casco del astronauta
se puede considerar como una esfera adiabatica de vol-
umen V, y que se mantiene a una temperatura To. La
presion dentro de la mascara se debe mantener a Po.
Por simplicidad suponga que al interior de la maéscara
s6lo hay presencia de oxigeno. Por accidente se pro-
duce una perforacion de area A. El astronauta puede
soportar una méxima pérdida de presién del 50% de
Po. Deduzca una expresiéon para la variaciéon de temper-
atura de la presion en la casco y determine el tiem-
po maximo que se puede demorar en volver a la nave,
para no sufrir danos neurolégicos. Datos: Temp. cas-
co T, Vol. casco V, Area orificio A, Presién del casco
P,

La velocidad media delas moléculas esta dada por;

KT
U= SKT (25)

m™m

Primero tenemos que encontrar una relacién entre P y N, puesto que ya conocemos como varia N en el tiempo;

PV
PV =NKT N=— 26
— T (26)
Segun la relacién de masas;
d
N(t) = No + Nentra - Nsale % (27)
dN (t) dN
dt dt (28)
dN. 1
s _ = 5 A 2
7 1 (29)
donde n = % Reemplazando en la ecuacién (2), se obtiene;
dP VvV 1, PV vA
@ KT~ 4RDV (30)

Vo o_
donde 77 = constante

apP _ 1UAP// (31)

dt 4 Vv
P 1 A — VAt
mF:j%t P =P, {59 (32)
Esto ultimo es andlogo a
TA
N — NO 6( 4\/1 (33)
Ademas,
d2
A= WT (34)
Ocupando estas ltimas relaciones se obtiene;
Pa — At 4 1
7:1306(4*5’):%—7”—31 (35)



Considere un recipiente con valor saturado de agua
a 100°C y a 1,04 - 10° Pa en equilibrio térmico. El &3
recipiente contiene en el fondo un poco de agua satu-
rada liquida. Calcule la densidad molecular n del va-
por. Calcule la energfa cinética media de las molécu- Ha wapor
las de vapor en J/Kg. Calcule el camino libre medio
de las moléculas de vapor y la frecuencia de las col-
isiones. Si el recipiente tiene un orificio de didmetro
igual al camino libre medio de las moléculas de va-
por de agua, calcule el flujo molecular en moléculas
por segundo que escapan por el agujero y calcule
el tiempo necesario para que escape por el agujero
y calcule el tiempo necesario para que escape un H.0 liquida
gramo de vapor de agua. (Datos: PM = 07018%
y dorificio =3 10_107’71)

Sol:

Al haber un poco de agua liquida en el fondo del recipiente se produce una renovacién de las moléculas
de aire que se escapan por el agujero. => n = cte, donde n corresponde a la densidad molecular

NKT
PV:NKT:>P:T:>P:71KT (36)
Del enunciado sabemos que:
P, =1,014-10°Pa (37)
y
T, = 100°C (38)
Reemplazando en la ecuacién de n, se tiene:
P _f 1,96 - 10°[moléculas por unidad de volumen] (39)
niKTiKToi’ moléculas por uni volumen
Nos piden energia por unidad de masa, es decir %
Sabemos que
3
E= §N KT (40)
Si dividimos a ambos lados por el volumen obtenemos
E 3N
—=—-—KT 41
vV 2V (41)
donden:%ymz%
Segtin la ecuacién de los gases ideales Pv = RT = v = % = 1,70[ms™!] Finalmente
E 3N
= 2 42
vm 2K (42)



E 3
— = —nuKT = 258,6 [K JKg ] (43)
m 2
Camino Libre Medio ())
1
A=— 44
p (44)

7z ’ 2 .-’ ’ .
con o(érea de una molécula) = %, donde d es el didmetro de la molécula, y n la densidad molecular. Co-
mo se conoce el didmetro de las moléculas, entonces se reemplaza en la ecuacién y se obtiene A = 7,22 10~7 m.

La frecuencia de colisiones (f) se calcula con la ecuacién f = 3, donde v = \/% = 662,43[ms7!] =
f=9173%10°[s71].

Para el flujo,

AN dN, 1 e
F= 7 4nvA = 229 % 10™°[moléculas s~ "] (45)
F,,: Flujo Masico
FPM
F, = = 6,845 % 107 ¥ [Kgs!] (46)
A

Para que salga 1 gramo de vapor,

1
= 0,}30 = 1,46 % 10'[s] (47)

SE

lo cual es muchisimo tiempo.



Efusién [Control 1 — S. Casassus 2004]

Modelamos la rarefacciéon de un gas ideal monoatémico con densidad n(t) contenido en un recipiente de
volumen V debido al escape de particulas a través de una pequeina apertura de area A en una de las paredes.
Suponemos que la pérdida de particulas es lo suficientemente lenta para que el gas esté esencialmente en
equilibrio termodindmico en todo el tiempo t. Mantenemos el recipiente a una temperatura constante 7.

1. La efusion del gas ocurre en el vacio, o en un medio cuya densidad n.,; < n. ;Cuantas particulas se
escapan en un tiempo dt?

2. a) Escriba una expresién para dn/dt.
b) Se abre la apertura en t,, grafique n(t) para todo t.

3. Consideramos ahora un recipiente conteniendo helio y un medio externo compuesto por aire, ambos

gases ideales, y ambos a la misma presiéon y temperatura en t = t,. Una particula de He saliente no
vuelve a entrar.

a) ;Coémo cambian los resultados anteriores para n(t), la densidad de He en el recipiente?.

b) La presién del medio es constante. Calcule y grafique la presién total P(t) dentro del recipiente.

Sol.

En el problema 1 ya obtuvimos el nimero de particulas que chocan con un area A. Podemos utilizar este
resultado, solamente hay que dividir por At y A para obtener el nimero de particulas por unidad de area y
unidad de tiempo.
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Luego, debemos integrar

6: 0— /2 ya que no nos interesa el dngulo de incidencia, solo nos basta con que salga por el orificio (si
6 > /2 la particula se aleja de la pared).

v: 0 — oo siwv <0 la particula se aleja de la pared.
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= 4" (v) donde (v) =4/ —— s la velocidad media de las particulas (49)

Si el agujero tiene area A, el recipiente va perdiendo moléculas como ® - A por unidad de tiempo;



dN = —® Adt (50)

Entonces, la ecuacion que nos da la variacién del niimero N de moléculas del recipiente con el tiempo es;

dN 1 dn 1 {(v)A
n(t) =ny,e” e




