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REPASO DEL CURSO Cl 31A, MECANI CA DE FLU DOS

1. | NTRODUCCI ON

Cuando estudi anos el conportam ento dinamco de |os fluidos,
usual nente estanbs interesados en algun aspecto de lo que se
denomi na "fenénenos del transporte" del fluido, es decir Ila
capacidad que tienen los fluidos en novimento de transportar
materia y propi edades de un lugar a otro y el mecani sno por el cual
es materia y propiedades se difunden y transmten a través del
nmedio fluido. Es conveniente categorizar |os nétodos analisis
disponibles en término de los diferentes tipos de procesos de
transporte. En otras pal abras, el nétodo de analisis debe el egirse
de tal nanera que se apliquen |as |eyes fisicas que correspondan el
probl ema en est udi o.

Los fendnenos de transporte fundanental es que estan asoci ados
con el novimento de un fluido son el transporte de nasa, de cal or
y noment um

Cada uno de estos procesos estan asociados con una ley fisica
basi ca que ha sido fornulada cono un resultado de |a observaci6n y
la experiencia. Los procesos y leyes pueden resumrse de la
si gui ent e maner a:

U
Proceso O Ley observada
OO OO0
Transporte de [ Conservacion de
nmasa. 0 la materia
U
Transporte de [ Conservacion de
cal or. O la energia (primera
0 ley de |a ternodi nam ca).
U
Transporte de [ Segunda |ey de
nonent um 0 Newton (ecuaci 6n de
0 novi mento)

Las leyes anteriores no son |as unicas. Tanbi én tenenos, por
ejenplo, la segunda ley de la ternodinamca, la que requiere
introducir una nueva propiedad del sistena de fluido, |la entropia.
Qra ley es la dada por l|las ecuaciones de |a electrodinam ca de
Maxwel | . Estas | eyes universal es son de un "rango" conparable a | as
tres prineras, pero su aplicacién es més restringida en |as
apl i caci ones de mecani ca de fluido que nos interesan.

Ademas de las |leyes "universales" anteriores existen |eyes
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subsidiarias para |as propi edades del nedio continuo, |as que nos
permten describir los fenénenos noleculares en térmnos de
canti dades nacroscopicas. Ejenplos de estas |eyes subsidiarias son
las leyes que relacionan el esfuerzo con la deformacion (ley de
Hooke para soélidos eléasticos y la ecuacidén de l|la viscosidad de
Newt on para los fluidos) o |la ecuaci 6n de estado para un gas ideal.

1.1 Transporte de Masa

En necanica clasica, el novimento de todos |os fluidos debe
satisfacer el principio de conservacién de la nmateria. Si vanos a
anal i zar el novimento de un fluido, tendrenos que preocuparnos del
transporte de masa. Una discusién nmas detallada requiere que
di stinganos entre flui dos honogéneos y no- honogéneos.

Un fluido honogeneo es aquel que existe comb una especie unica
en toda | a regi 6n de interés.

Por ejenplo, el aire puede experinentar canbios de densidad,
vel oci dad, tenperatura, pero se mantiene identificable cono una
mezcl a establ e de gases que |l amanos aire. Del msno nodo, el agua,
benceno, O nmercurio pueden ser conprimdos, calentados vy
acel erados, pero a nenos que ocurra su canbio de fase, |os |iquidos
pueden consi der arse honogéneos.

_ Un fluido no-honbgéneo es uno en el que dos o mas especies
identificables existen en la regi 6n de interés.

~Fluidos no-honogéneos se caracterizan por variaciones en |a
cantidad de una substancia relativa a la otra de punto a punto de
Si st ena.

Las especies pueden ser de fases iguales o distintas. Por
ejenplo, si un chorro de diod6xido de carbono descarga en Ila
atmosfera, la concentracién de CO, en el aire varia de punto a
punto, y el fluido es no-honogéneo, pero de una sola fase. Qro
ejenplo es |la descarga de agua fresca en el océano. Una corriente
gue |l eva particulas de sedi nento en suspensi 6n es un ejenplo de un
fl uj o no-honbgéneos bifasico. Una nmezcla de burbujas de aire y agua
es otro ejenplo de flujo no-honbgéneo bifasico.

En los fluidos honobgéneos, la ley de conservaciéon de la
materia |lleva a una expresidon conocida conmo |a ecuaciod6n de
continuidad, que liga las variaciones espacio-tenporales de Ila
densi dad y vel oci dad.

Si el fluido honogéneo se considera inconpresible, |a ecuaciodn
de continuidad se reduce a una relacidn para las variaciones
espaci al es de | a vel oci dad.
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Para un fluido no-honobgéneo, el principio de |a conservaci 6n
de la materia debe satisfacerse para cada conponente o especie de
la mezcla. Ademds del transporte de nasa debido a |a vel ocidad
| ocal del flujo de la nezcla, hay un proceso de transporte de nasa
i ndependi ente debido a | a tendenci a de cada conmponente de |a nezcla
a noverse en la direccidén en que la concentraci 6n dism nuye. De
este nodo, cada especie individual se nueve con una velocidad
relativa a la velocidad |local de |la nmezcla. Este proceso se conoce
cono di fusi 6n nol ecul ar.

Dentro de las aplicaciones de la teoria de transporte de nmasa
y difusién se encuentran: problemas de poluci én atnosférica, de
aguas superficiales y subterraneas por nedio de contan nantes;
evapor aci 6n de océanos, |agos y enbal ses; aireaci 6on (transferencia
de oxigeno) de rios con un consuno de oxigeno debido a procesos
bi ol 6gi cos, intrusién de agua salida de |os océanos en estuari os,
separaci 6n de nezclas por destilacién, etc.

1.2 Transporte de Cal or

Aplicando el principio de conservacion de energia (tanbién
conocido conmo la primera ley de la ternodindmca) a un flujo,
derivanos una ecuacion que nos da una relacidon entre presion,
densi dad, tenperatura, velocidad, cota, trabajo necanico y calor.
En el caso de liquidos y flujos de gases a baja velocidad, |as
| eyes de conservaci 6n ternodi nam ca pueden sinplificarse ya que |a
capacidad cal érica del fluido es grande conparada con su energia
cinética. De este conb, l|la tenperatura y densidad permanecen
esenci al nente constante aun cuando grandes cantidades de energia
ci nética puede ser disipada por friccién.

Las fornul aci ones nmas general es basadas en |as ecuaci ones de
conservaci 6n de energia involucran variaciones de tenperatura de
punto a punto en el flujo. De este nodo, ademés de transferencia de
cal or por conveccion debido a la velocidad del flujo, existe una
transferencia de calor por conduccidén, que es la tendencia que
tiene el calor de noverse en la direccion en que |la tenperatura
decrece. (Esto es analogo al transporte de masa en la direcci6n en
que | a concentraci 6n di sm nuye).

Todas |as maquinas tales cono conpresores, bonbas, turbinas,
i nvolucran transferencia de energia. En el canpo de |os recursos
hi draulicos, se encuentra el problema de polucidén térmca y uso
optino de agua cono refrigerante de plantas que utilizan vapor.
Procesos de circulaci 6n y nezcla en océanos, |agos y enbal ses estan
influidos en gran nedida por pequefias variaciones de densidad
causados por estratificaci én térm ca.
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1.3 Transporte de Monentum

El nonentum se define cono el producto de |la nasa de una
particula y su vector velocidad. En mecénica clasica es |a segunda
ley de Newton la que provee la relacion fundanmental entre la
resultante de las fuerzas que actuan sobre una particula y la
variaci 6n tenporal del canbio de nonmentum Las ecuaci ones
resultantes se conocen cono |as ecuaciones del novimento. Los
f enbmenos de transporte de nmonentum son de prinordial interés en
nmecanica de fluidos ya que ellos engloban |o0s necanisnos de
resi stencia, esfuerzos de corte internos y de frontera, propul sion
y fuerzas en cuerpos sunergi dos.

A nodo de ejenplo, considerenos el novimento producido por
una placa plana que se desliza sobre otra (flujo de Couette Fig
1.1). Las particulas de fluido en contacto con las placas tienen |la
velocidad de las placas, de acuerdo a la condici6on de no-
deslizamento. El fluido adyacente a |a placa superior adquiere un
normentum | ongitudinal, el que a su vez hace que |las particulas de
fluido contiguos tanbi én se nuevan. Con el objeto de satisfacer la
condi ci 6n de velocidad nula inpuesta por las particulas adyacentes
a la placa inferior, la velocidad decrece en |a nedida que nos
acercanos a la placa inferior. De este nobdo, se ve que |as

particulas de fluido adquieren un nonentum |ongitudinal. Este
momentum se obtiene a través de un transporte de nomentum en |a
direccidén transversal. E transprte transversal de nmonmentum se

realiza en la direcci 6n de nonmentum | ongi t udi nal decreciente (hacia
la placa inferior). Este transporte de nonentum es analogo al
transporte de calor en la direcci 6n de tenperatura decreciente y al
de nasa en | a direcci 6n de concentraci 6n decreciente.

Ve
i
Fig 1.1 Flujo de Couette
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1.4 Analogias en el Transporte de Masa, Cal or y Monentum

Hast a ahora henos nenci onado dos necani snos de transporte:

1o Convecci 6n: Este es un proceso directo en el que el fluido y
cual qui era de sus propi edades masicas se nueve de un lugar a
otro por efecto del flujo.

20 Conducci 6n o difusién: Este es el proceso de novimento de
masa, o0 calor o nomentum en la direccidén en la que existe un
gradiente negativo de concentraci 6n, tenperatura o nomentum
Esta caracteristica comin del transporte, debido a una
"fuerza" que surge de un gradiente, I|leva a expresiones
anadlogas que ligan la tasa de transporte y la nagnitud del
gradiente, | os que pueden escribirse cono:

1 dP _ K497&59

+ ar : 1.1
A dt ds SVz ( )

donde P indica | a propiedad transportada.

es la area normal a la direcci 6n de transporte.
es la direcci 6n de transporte.

es el tienpo.

el vol unen.

es un coeficiente de difusion.

ALTO >

el térMIN)i gf es la tasa de transporte de P por unidad de area

normal a la direcciodn de transporte y 497&59 es el gradiente, en
dSEVﬂ
la direccién de transporte, de la propiedad P por wunidad de

vol unen.

El coeficiente de difusién de la Ec.1.1 depende del tipo de
escurrimento, o sea si el flujo es lamnar o turbulento. S el
fluyo es lamnar, entonces el proceso de transferencia se debe
excl usi vamente a un proceso de difusion nolecular. Si el flujo es
turbul ento, es escurrimento puede caracterizarse cono formnmado por
vortices, los que contribuyen en la nezcla del f1 ui do,
incrementando |os procesos de transferencia y haciéndolo mas
ef ectivo. Cominnente este proceso se denomina de difusion
t ur bul ent a.
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Con el objeto de ejenplificar estas anal ogias consideranos el
proceso de difusion nolecular entre dos placas planas. Este msno
enf oque puede extenderse para el caso de difusién turbul ento.

1.4.1 Transporte de Monentum

En este caso P=Amu es el nonentum donde u es |a velocidad
local y Am la nasa de un elenmento de fluido. La direccion del
gradiente de nonentum s, corresponde a la direccién y. La Ec. 1.1
se escri be cono:

1 dbm) _, d gD §

= (1.2
DxDz dt dy ngDyDzﬁ
De acuerdo a | a segunda | ey de New on
d

DF, = —(Dnu

F Olt( )

por 1o que Ec. 1.2 puede escribirse cono:
PP _ ¢ d g b 9 (1.3)

Dx Dz dy &pxDyDz

El lado izquierdo de la Ec. 1.3 corresponde al esfuerzo de
corte en la direccion x que actlUa en un plano con normal paralela a
la direccion y. Defininpbs densidad cono:

[ = bm_
Dx Dy Dz
por | o que podenobs escribir:
te = K—gf(ru) (1.4)
Xy dy .
Si | a densi dad es const ant e,
d
tew = Kr —u 1.5
y dy (1.5)

Si conparanos la Ec. 1.5 con | a ecuaci 6n de New on- Navi er:
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du
t = m—
dy

resulta que podenos identificar K con la viscosidad cinenética,n
(m/s). De este nodo, la viscosidad cinematica no es nmas que un
coeficiente de difusion nolecular de nmonentum S los efectos
turbul entos son inportantes, K dependeréa de |as caracteristicas del

fluyoy se tendrd que K >> p.

1.4.2 Transporte de Cal or

Consi derenos nuevanente |las dos placas planas, pero esta vez
ellas se nmantienen a tenperaturas diferentes. La propiedad a

transportar en este caso es la cantidad de calor, o sea P = Q. En
un el enento de nasa:

Q= Dmc, T (1.6)
La Ec. 1.1 se transforma en:

1 dy __, d ébmg,Tu

1.7
DxDz dt dy &DxDyDzY (1.7)

El signo negativo indica que hay un transporte positivo de
calor en la direcci 6n de tenperatura decreciente.

El flujo de calor por unidad de area en la direccién y se
denota por @,. Si fiy C, son constantes, entonces:

q=-r cpKE (1. 8)

El producto fic,K puede identificarse con el coeficiente de

conductividad térmca, k  (Joul e/ s/ °k). La constante de
di fusividad nol ecul ar de cal or, K es:
K= K (1.9)
rcp

de este npdo K corresponde al coeficiente de difusividad térnmca a
(nm/s).
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1.4.3 Transporte de Masa

Consi derenos ahora que | as dos placas corresponden a menbranas
per meabl es que separan zonas con concentraci ones distintas.

La propiedad P corresponde en este caso a la nmasa disuelta en
un el enento de vol unen, o sea:

P=DnC (1.10)

donde C es la concentracio6on definida cono |la nmasa de sustancia
di suelta por unidad de masa de fluido. La Ec. 1.1 se transforma en

ii(DmC):_Kiaeﬁg (1.11)
DxDz dt dy ngDyDZg

La tasa de transferencia de masa por unidad de area en la
direcci 6n y | a denot anbs cono:
1 EL(
DxDz dt

_ El signo negativo indica un transporte positivo en la
di recci 6n de concentraci 6n decreci ente.

DnC)

Iy =

Para concentraci ones pequefias y densidad del fluido constante
se tiene:

j, = -1 K-~ (1.12)

En este caso, |la constante nol ecul ar de nmasa, K se identifica
con el coeficiente de difusion nolecular D (nt¥/s).

De este nodo, henbs visto que |los tres procesos de transporte
nmol ecul ar pueden describirse por nmedio de una propiedad del fluido

que tiene dinensiones de L2/T: n,ay D
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2. REPASO DE MECANI CA DE FLU DOS

~ En este capitulo repasarenos las principales ecuaciones
derivadas en | a parte de D nam ca del curso de Mecéani ca de Fl ui dos.

En general, |a deducci én de |as ecuaci ones se hacia nediante
dos enfoques, el enfoque diferencial y el enfoque integral. En el
enf oque diferencial analizabanos un el enento diferencial de vol unen
de fluido, mentras que con el enfoque integral, analizabanos el
sistenma fluido conb un todo. El uso de cada enfoque dependera de |o
gqgue se quiera conocer en el problema, de los datos que se
di spongan, etc.

2.1 Ecuaci ones deduci das nedi ante el Enfoque Diferencial

2.1.1 Ecuaci 6n de Conti nui dad

Medi ante el balance de |a masa que entra, sale y se acumula en
un elenmento diferencial de volunen se obtuvo la Ecuacidn de
Cont i nui dad:

N x(rV) = - E[

Si el fluido es de densidad constante y el flujo pernanente,
| a ecuaci 6n anterior se reduce a:

(2.1)

N xV =0 (2.2)
En el caso de tener un flujo con nas de una fase, |a ecuacién

de continui dad debe satisfacerse tanto para cada fase cono para |la
nmezcl a.

2.1.2 Ecuaciones del Mvimento

Las ecuaciones del novimento se derivan a partir de la
segunda Ley de Newton aplicada a un elenmento de volunen (hacerlo
cono ejercicio), resultando:

Du
rizrfx+15xx+1tyx+1tgx
Dt fix fiy fiz
Dv
rizrfy+1txy+18yy+1tzy
Dt fix fiy fiz
rD7N: rfz+1txz+1tyz+1Szz (23)
Dt ix Ty iz
donde:
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D, 1

+ V xKN (2.4)
Dt It

fx, fy, f, son las fuerzas mésicas en las direcciones Xx, y, zZ
respecti vanent e:

06;; representa los esfuerzos normales y 6;; los esfuerzos
t angenci al es.

Medi ante el equilibrio del momento de las fuerzas
superficial es, se denuestra que 0;;=0;;.

La ecuaci6n 2.3 es general y puede aplicarse a cual quier tipo
de fluido. Sin enbargo dicha ecuaci 6n aun no es capaz de determ nar
| as ecuaciones del novimento. El problena se resuelve si sonbs
capaces de ligar los esfuerzos con |I|as defornmaciones que
experinmenta el volunen de fluido. Para poder hacer esta |ligazén es
necesario definir el conportamento reol 6gico del fluido. Para un
flui do Newt oni ano | a conponente segun x estéa dada por:

e ﬂp-gl[nﬂxv]+1, Tua

Dt ™ 3 qx x x d

é e N 7 A
s T gdu vl f €adu fwa

v &§&ly Txegn Tz 8812 Txa

Si la viscosidad es constante y el fluido inconpresible |a
ecuaci 6n anterior se reduce a | a ecuaci 6n de Navi er - St okes.

(2.5)

rEzrfx-ﬂp+m§|2u (2.6)
Dt Ix

En general :
rB:/:rf”-Np+m§|2V (2.7)

donde V =(u, v,w y f = ff,f, f,)

~La manipulacion de la Ec. 2.7 nos conducia a ciertos casos
particulares. Por ejenplo si el fluido es ideal, se obtenian |as
ecuaci ones de Eul er:
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ﬂ+V><NV=F-

It

~Si las fuerzas mésicas son originadas sdlo por el canpo
gravitacional, podenos definir una presion notriz p = p + ¢h, donde

es el peso especifico del fluido y h un eje vertical, positivo
acia arriba. Asi |a ecuaci 6n de Eul er puede escribirse cono:

Np (2.8)

H‘H

DV 1 .
— = - =N 2.9
o ; p (2.9)
Si suponenos que el canpo de velocidades deriva de un
potencial O podenos obtener |a Ecuaci6n de Bernoulli. En efecto,
Si:
V = NF
entonces N~ V=0 y el térmno VxNV se reduce a ;IQV?
resul t ando:
lNF+1NVZ=-—Np (2.10)
it 2 r

De donde resulta que:

qt 2 r

debe ser constante en todo el espacio y sélo una funci 6n del tienpo
(denostrarl o), resultando:

F V2 p
— — — h = t 2.11
ﬂt+2+r+g C(t) ( )

Si el flujo es permanente, obtenenbs |a ecuaci 6n de Bernoul li:

V2 p
B=—+-+h =constante (2.12)
29 ¢

La Ec. 2.7 puede aplicarse tanto a flujos |amnares cono
turbulentos. Hay que tener presente, sin enbargo, que por su
natural eza el nmovimento turbulento es inpernmanente, por lo que la
aplicacion directa de la Ec.2.7 a tales flujos no es posible. En |la
practica uno trabaja con cantidades nedias tenporales, utilizando
| as ecuaciones de Reynolds. Estas ecuaciones se obtienen al
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desconponer V y p de Ec. 2.7 en dos conponentes: una conponente
nmedi a tenporal y una fluctuante que es funci6n del tienpo; o sea:

(u,v,w) =(u, v, w) +(ut¢ v¢ w

) (2.13)
p=p+p

donde la prima indica |a conponente fluctuante. Al reenplazar Ecs.
2.13 Ec. 2.7, usar la ecuacié6n de continuidad y pronediar en el
ti enpo se obtiene:

i - W, e 6T () T ) e T ()
= o T MU rgvﬁj)+ﬂy@v)+ﬂZ@WM
DV:_ﬂp ~ 2 _ éﬂ —— 1/72 1%@ 214
r—Dt —ﬂy+va rgfnx(uv)+.”y(v)+.”Z(vw)H (2.14)
Dw _ Tp c2 el N T (== @
= o PN re (Uw) + iy (Vw) + 0z (w )H

Los térm nos en paréntesis cuadrado que aparecen en |as Ecs.
2.14 corresponden a |los esfuerzos aparentes o de Reynolds. Hay que
insistir que estos "esfuerzos" indican un flujo de nonmentum

2.1.3 Ecuaci 6n de Energia

_ Aunque la ecuacion de energia desde el punto de vista
diferencial no se deduce en el curso de Mecéanica de Fluidos, se
presentard aca para conpletar las tres |eyes fundanental es que nos
i nt eresan.

La prinera ley de | a ternodi nAm ca i ndi ca que:
dQ - dw = dE (2.19)

donde dQ es el calor agregado al sistema gWes el trabajo realizado
por el sistenma de dE es el incremento de energia del sistena. La
not aci 6n para indicar incrementos de calor o trabajo es diferente
que | a usada para indicar incremento de energia (dE). Esto es para
indicar que el incremento de calor o trabajo depende del proceso,
mentras que la variaciéon de energia depende sélo del estado
inicial y final.

El térmno de energia en Ec. 2.15 debe incluir la energia

interna (que depende de l|la tenperatura y fase del fluido), la
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energia potencial (que depende de la posicion) y la energia
cinética (que depende de la velocidad). Si suponenbs que |as
fuerzas nasicas actuando sobre el volunen de control derivan de un

potencial de fuerzas W, entonces |la Ec. 2.15 puede escribirse
cono:

| O

: (2.16)

d - dw = deé%i +w+\;

-l

donde e representa la energia interna. Ec. 2.16 es por unidad de
masa. Al analizar la variacion de los térmnos de Ec. 2.16 es por
unidad de tienpo ( /dt) y suponiendo que |la transferencia de cal or
por unidad de area, @, puede expresarse nediante la Ley de

Fouri er:
g=kDT (2.17)

donde k es la conductividad térmca y T la tenperatura, la primera
l ey de | a ternodi nAm ca puede escri birse cono:

r D& = R x(kDT) + 1, 14 (2.18)
Xj
donde:
- u  fu 6 2 .
ti =-pd|j+n§aq1L'+1v’;-3mdijv (2.19)
i i @

En Ecs. 2.18 y 2.19 se ha utilizado la notacio6n de Einstein
(suma sobre subindices repetidos) y d; es el delta de Kronecker

(dj=1si i=j y g;=0si id).

Se define la funci én de disi paci 6n:

e
F = 2n§]—7 +aa1vo C—~ u+ ‘Hug a&ﬂw+'ﬂ_vg +€;é£+."—9 f (2.20)
eTx o g‘ﬂYg e‘ﬂZzH rT%‘HX Vo g‘ﬂy Tzg efz Tx o
+— m(N ><\/)2
3
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El térm no que contiene |a presion en:

T}
1
Jﬂxj

puede escribirse como - pN xV, generando asi un térnino:

D ap9

Dt gra
(denostrarlo) el que al sunmarse al lado izquierdo de Ec. 2.18
traduce | a ecuaci 6n de energia en:

LU @+Nx(kDT)+F (2.21)
Dt Dt

representa |l a ental pi a.

donde h = e, + f

Hay que notar que Ec. 2.21 corresponde a la energia total del
sistena. Es posible obtener una expresion para |a energia mecanica
del sistema al hacer el producto punto entre la ecuacién de
monentumy | a vel oci dad, resultando:

a/Z
2

fip
fix;

5
== - U
(1]

&%Tui ﬂUjg;I
: + :
J ngﬂxj ﬂxizﬁ

Al igual que | a ecuaci 6n de nonentum (Ec.2.7), las Ecs. 2.21 vy
2.22 pueden aplicarse tanto a flujos |am nares o turbul entos.

D
r— 2.22
- ( )

[(1»)] 8) D~

g
fix;

En la practica; sin enbargo, su aplicaciéon en flujos
turbul entos se hace después de desconponer las variables en una
conponente nedia tenporal més otra fluctuante y tomar un pronedio
t enporal después de mani pul ar | as ecuaci ones.

2.2 Ecuaci ones Deduci das nedi ante el Enfoque I|ntegral

2.2.1 Teorena del Transporte de Reynol ds

En el curso de Mecanica de Fluidos |as ecuaciones de
cont i nui dad, nomentum y energia eran deducidas conb casos
particul ares de una ecuaci 6n de transporte nmas general obtenida por
O Reynol ds.
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El teorema del transporte de Reynolds se enuncia a
conti nuaci 6n:

Sea un sistema de particulas que en un instante dado ocupa un
volunmen ». Sea ¢ el valor especifico (valor por unidad de masa) de

una propi edad cual quiera en un punto del volunmen ". La nagnitud de
| a propi edad en el sistena de particul as sera:

N = ghr d" (2.23)

El teorema del transporte establece que |la tasa a la que
canbia N corresponde al flujo de la propiedad a través de |as
superficies que definen el volunen V nmas l|la variacion tenporal de
di cha propi edad dentro del vol unen, o sea:

3? = @hrV'thS4-ﬁE@hrd" (2.24)

S

A ¢ se le denomna |la propiedad intensiva del sistema y N es
la propiedad extensiva. Notar que no se ha puesto ninguna
restricci 6on sobre ¢, pudiendo ser un escalar o un vector.

I dentificando N con |a propi edad adecuada, podenos deducir a
partir de la Ec. 2.24 | as |eyes basicas que nos interesan.

2.2.2 Ecuaci 6n de Conti nui dad

En este caso N se identifica con |a nmasa, de donde resulta que
¢=1. Al aplicar Ec. 2.24 y considerando que |la nmasa de un sistenma

de particulas no varia (dm dt=0), se obtiene:

|l

—Qrd" + grvxn =0 (2.25)
it . s
Si el flujo es inconpresible podenbs escribir:
T _
T"TJf-QS- Q=0 (2.26)

donde @ es el caudal que sale del volunmen de control y Q es el que
entra.

2.2.3 Teorenma de | a Canti dad de Mvimento

En este caso | a propi edad extensiva es un vector y corresponde
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al monmentum N = n¥V. La propiedad intensiva se indentifica con |la
velocidad (h = V). La segunda Ley de Newton indica que |a variacion

de la cantidad de novimento es igual a la resultante de |as
fuerzas externas.

d
Fo = - 2.27
ext dt (W) ( )
La aplicaci 6n de Ec. 2.24 se traduce en:
Foa = 1?1 QVrd" + QV(rv xn)ds (2.28)
" S

El primer térmno del |ado derecho de Ec. 2.28 corresponde a
la variacién de la cantidad de novimento dentro del volunen de
control y el segundo cuantifica el flujo de nonentum transportado
por el escurrimento.

El gasto nésivo se define cono:
rv xndS

por 1o que si el escurrimento es permanente, la Ec. 2.28 se reduce
a:

F

ext

= OV dG (2. 29)
S

Al aplicar la Ec. 2.29 a un tubo de flujo con velocidad
constante tanto en | a secci 6n de entrada conp de salida, tenenos:

Foi = (V% - V)G =rQv (2.30)
Hay que tener presente que, en general, |a distribucion de
vel oci dades en el tubo de flujo no es unifornme. En este caso, puede
ou’dS
b = 2.31
US ( )

utilizarse la velocidad nmedia, U multiplicada por un coeficiente
que toma en cuenta la no uniformdad de |as velocidades. Este
coeficiente esta por:

y se denom na coeficiente de Boussinesqg. En la Ec. 2.31 S es la
area del tubo de flujo, transversal al novim ento.

Para un flujo laminar en una tuberia cilindrica (flujo de
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Poiseuille) a=4/3 y si el escurrimento es turbulento &,1, 01-1, 03.

Si el volunen de control tiene varias entradas y salidas, cabe
recordar que para densidad constante y flujo permanente se cunpl e:

Fe =1 ¢8 bUQ - §buqQ?

: (2.32)
Esal e entra %]

2.2.4 Teorena CGeneral de |a Energia

En este caso N=E es la energia total del sistema y ¢=e es la
energia especifica. Podenos considerar que la energia de I|as
particulas de fluido en el canpo gravitacional esta conpuesta de

] L ® V20 ] .
tres conponente: energia cinética gec :AE;;, energia potenci al
a
(ep=gz) y energia interna (e). De este nodo, reenplazando en |a Ec.
2. 24:

d _ T .

— = e d" +c‘)reV><h ds (2.33)
dt Tt . S

donde e=ect+epte;. La variacidon de |la energia, dE esta dada por la

prinera ley de la ternodinanmica (Ec.2.15): dE = dQ- dW. El trabajo
ef ectuado por el sistenma general nente se divide en dos conponentes:
WEW+W, donde W es el trabajo que realiza el flujo al desplazarse
(las particulas de fluido deben vencer fuerzas de presion vy
tangenciales) y W es el trabajo util producido hacia el exterior
De este nodo, Ec. 2.33 queda:

T . V2 N Ve p dQ  dw,  dw
— + — +¢g)d" + + — + = +e)fVxndS = —< - -
o 09z * 5 el 9(92 2t re dt  dt  dt

(2.34)

El primer término de la Ec. 2.34 representa la variacion de |la
energia del fluido en el interior del volumen de control, por
uni dad de tienpo. El segundo térmno es el flujo neto de energia
gue atraviesa el volumen de control, transportado por el flujo nés
el trabajo mecanico que hace el fluido al desplazarse en un canpo
de presiones. El tercer término es el calor que absorbe el fluido.
El cuarto térmno es el trabajo mecanico que realiza el fluido por
unidad de tienpo para vencer |os esfuerzos de corte debido a |os
ef ectos viscosos. El udltinm térmno de |a ecuaci 6n corresponde al
trabajo atil que realiza el fluido y que es aprovechable cono
trabaj o mecani co por unidad de tienpo.
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Al aplicar Ec. 2.34 a un tubo de flujo de vel ocidad uniforne
permanente y fluido inconpresible, tenenos:

g g

donde | os subindices s y e del |ado derecho de |a ecuaci 6n indican
la seccion de salida y la de entrada respectivamente. B es el
Bernoulli, definido en la Ec. 2.12.

dQ dVVt dW x + € s ele(..j
I - - =S ez 2.35
at at at gQ ng Be ( )

Si se considera que el fluido es wun |liquido, no hay
transferencia de calor ni se efectla trabajo externo y el fluido es
ideal, entonces la Ec. 2.35 se transforma en la ecuacién de
Bernoul | i .

En flujos paralelos de fluidos reales con fronteras, |a
condiciéon de no-deslizamento en Jlas paredes significa la
exi stencia de vorticidad y el Bernoulli no se nmantiene constante
(denostrarlo). Es por esto que en flujos paralelos se define en
Bernoul i nedi o basado en | a vel oci dad nedi a del escurrim ento.

Una expresi on para el Bernoulli medio, B, se logra al calcular
| a potencia total en un tubo de flujo, resultando:

_ \/2 p
B = aAE? + — +z = constante (2.36)
g

donde V es la velocidad nedia y & el coeficiente de Coriolis, que
toma en cuenta la no uniformdad de |a distribucién de vel oci dades
y que se define cono:

ou®dS
a = 2.37
US ( )

Para escurrimento |amnar en tuberia cilindrica (Flujo de
Pouseille) 4=2. En escurrimentos turbulentos &, 1.03 - 1.08.

Apliquenos ahora la Ec. 2.35 a un tubo de flujo con fluido
real. En este caso Vs es distinto de cero. Conpo el fluido es real,

debenos consi derar un Bernoul li nedio, resultando:
d w;
- = (B - B)
dt
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- = - 2. 38
© dt B - B ( )
En general denot anos:
:idﬂ>0
oQ dt

y liganbs este térmno a las caracteristicas del escurrimento y
del conducto a travées de un factor de friccidon o coeficiente de
rugosi dad. Se define la pérdida de energia por unidad de |ongitud
J:

J= - (2.39)

donde L es la longitud del tubo de flujo.

En el caso de tuberias, J se evalla a través de | a ecuaci 6n de
Dar cy- W esbach:

J = Vv (2. 40)
D 2g

donde el coeficiente de friccion f depende del réginmen del flujo y
| a rugosidad de | a tuberia. Existen expresiones para f derivadas de
suponer distribuciones logaritmcas de velocidades, |as que se
encuentran sintetizados en forma gréafica en el diagrama de Mody.

En el caso de canales, una de |los relaciones mas conmunes para
eval uar J es | a ecuaci 6n de Manni ng:

_nV
- R 3

donde R es el radio hidraulico de la seccién y n el coeficiente de
rugosi dad de Manning. No hay que olvidar que la Ec. 2.41 es vélida
para escurrimento turbulento con paredes hidrodi ndm canente
rugosas. En caso de no ser asi, el coeficiente n ya no es una

(2. 41)
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constante, sino que exhibe una dependencia con el nunero de
Reynol ds.
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