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1. INTRODUCCION

Este capitulo contiene diversos aspectos fundamentales referentes a la hidraulica del
escurrimiento en medios porosos saturados. Se aborda en detalle el planteamiento de las
ecuaciones basicas que rigen el escurrimiento a través de un medio saturado y se describen
diversas metodologias para resolver estas ecuaciones y encontrar expresiones Utiles para
diversas evaluaciones cuantitativas.

2. CONSERVACION DE MASA PARA FLUJO EN UN MEDIO SATURADO

Consideremos un volumen de control rectangular como el que se muestra en la Figura 5.1. Este
volumen de control tiene dimensiones Dx, Dy y Dz, mientras que su centro de masa P se

encuentra ubicado en las coordenadas (x,y,z).

Figura 5.1
Volumen de Control

Jx

Si no existen fuentes o sumideros dentro del area de control, la conservacion de la masa
establece:

Fluio neto de fluido en el Tasa de cambio de lamasade M
J G = fluido dentro del volumen de qit
volumen de control control

Supongamos que el vector J representa el flujo de masa (masa por unidad de &area y tiempo)

de agua con densidad r en el punto P(x,y,z). Entonces:

d=rx (5.1)
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donde v es el vector de descarga especifica.

Si nos referimos a la Figura 5.1, el flujo neto de masa en la direccion x, Gy, se puede escribir
como:

o - J

X-— Y,z
> y

X X

5
XDy XDz 5.2
o200 DY (5.2)

En forma similar, en las direccionesy y z podemos escribir:

_ 0

G, -?Jy o, 0, 20007 (5.3)
- 0

G, =83, 2 J,,.0 2000y (5.4)

El flujo neto de masa dentro del area de control, G+, esta dado por la suma de las cantidades
mostradas en las ecuaciones (5.2), (5.3) y (5.4); esto es:

ODx XDz +

x,y+%,z 7

Dy - \]

X, y- 71

G =2, - 3.2, 2002+, ,

X-—Y,Z X] x+
2 2

g

(5.5)

o - J,

X,y,z-—
Y 2

x,y,z+z TXD( XD]
2 g

z

La masa de fluido almacenada dentro del volumen de control esta dada por la densidad del
fluido, la porosidad del medio y las caracteristicas geométricas de éste, i.e:

M =r :n:Dx:Dy:Dz (5.6)

Dado que las dimensiones del volumen de control se mantienen fijas en el tiempo, la tasa
temporal de cambio de la masa almacenada dentro de éste es:

M - pxoy @zx%(r ) (5.7)

Una forma alternativa de expresar la tasa de variacion temporal de la masa almacenada dentro
del volumen de control puede ser derivada a partir de la definiciobn del almacenamiento
especifico, Ss. Recordemos la definicion de Ss:

a— D\/W
§ = Looh (5.8)

donde DV,, es el cambio en el volumen de agua liberado por un volumen de acuifero V; cuando
la carga hidraulica cambia en un Dh. De esta forma, la tasa de variacion temporal de la masa
almacenada dentro del volumen de control Dx-Dy-Dz, suponiendo que el fluido no experimenta
variacion de densidad, es igual a:
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™ Th
— =1 XS, XDx Dy XDz x— 5.9
S ot (5.9)

Considerando la conservacion de masa podemos igualar las expresiones (5.5) y (5.9). Al dividir
ambas expresiones por Dx-Dy:-Dz obtenemos:

1 o 1 ] 0
T e X xﬂ,y,z B X x—%,y,z =N y x,y+ﬂ,z B y x,y_ﬂ,ZT-
> 2 ey 2 1 =P ) h (5.10)
- — 5 Dz ‘Jz ngz r XSS X—
Dz & oz Tuegg Tt

A continuacién podemos tomar el limite de la ecuacién anterior cuando el tamafio del volumen
de control se reduce, es decir, Dx® 0, Dy® 0, y Dz® 0. En este caso conviene recordar la
definicion de una derivada parcial:

- ny s
Lim > i I (5.11)
Dx®0 Dx ﬂx

De esta manera, al reemplazar la definicion de una derivada parcial en la ecuacion (5.10)
obtenemos:

B L SR (5.12)
g‘ﬂx v Tzg fit

lo que puede ser escrito en forma reducida como:
-N-J:r>6><m (5.13)

Si en la derivacion de la ecuacion (5.12) se hubiera utilizado la ecuacion (5.7) el resultado
anterior se habria modificado como sigue:

-N- g :l(r xn) (5.14)

175

A continuacion tratemos de expresar la ecuacion (5.12) en términos de cantidades o variables
de importancia en aguas subterrdneas. El lado izquierdo de la ecuacion (5.12) puede ser

expandido utilizando la definicion del flujo mésico, J , dado por la ecuacion (5.1):

~

-N-3=-N-(r»)=-r N-y-v-RNr (5.15)

En la mayoria de los problemas préacticos, el segundo término en la ecuacién (5.15) es
despreciable con respecto a los otros términos en la ecuacidén bésica de continuidad. Por
ejemplo, en una situacién que involucra un fluido incompresible como el agua, la variacién de
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densidad del fluido es practicamente nula. De esta manera, podemos escribir para la ecuacion
(5.12):

-N-\_/=ss><E (5.16)

en la cual se ha eliminado el segundo término en la expansion de la ecuacién (5.14) y se ha
dividido por la densidad del fluido.

Utilizando la ley de Darcy podemos desarrollar aiin mas la ecuaciéon (5.16) para obtener una
expresion mas completa de la ecuacion basica de continuidad. En este caso, si suponemos que
el medio poroso es heterogéneo y anisotrépico, y que ademas el sistema de coordenadas X, v,
z esta alineado con las direcciones principales de anisotropia, podemos escribir a partir de la
ley de Darcy:

v.=-K an (5.17a)

X ﬂX

v,=-K Jh (5.17b)

y ﬂy

v,=-K, e (5.17¢)
Z

Substituyendo la expresion de la ley de Darcy en la ecuacion basica de continuidad se obtiene:

ﬂaek ﬂho ﬂa?< ﬂho ﬂak ﬂhg_s fh (5.18)

& ﬂXz Ty 'ﬂym ‘ITZe 12 g ‘ﬂt

La ecuacion (5.18) es un resultado fundamental para el flujo a través de un medio poroso
saturado, bajo condiciones transientes. Si consideramos que el medio es homogéneo pero
anisotrépico, la ecuacion (5.18) se puede escribir como sigue:

T°h T'h Th_< . Jh

5.19
S % i 1t 5-19)

Si consideramos un escurrimiento en régimen permanente o estacionario, y que ademas el
medio acuifero es homogéneo e isotropico Ky = K, = K, = constante), podemos escribir la
ecuacion (5.19) de la siguiente forma:

Th, I’h, Th
w Ty 9z

~0 (5.20)

la que comunmente se conoce como la ecuacion de Laplace. En forma reducida esta ecuacion
se puede escribir como:
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N*h=0 (5.21)

donde N? es el operador Laplaciano.

CI51J HIDRAULICA DE AGUAS SUBTERRANEAS Y SU APROVECHAMIENTO 5
SEMESTRE OTONO 2005

CARLOS ESPINOZA C.

UNIVERSIDAD DE CHILE



3. ECUACION DE FLUJO EN SITUACIONES ESPECIFICAS
3.1  Flujo en un Acuifero Confinado

En este caso supongamos que el flujo es horizontal y bidimensional, es decir v, << vy, V. Si
repetimos los argumentos dados en un principio para desarrollar un balance de masas usando
un volumen de control de dimensiones b-Dx-Dy, podemos escribir para el flujo de agua hacia el
volumen de control lo siguiente (ver Figura 5.2):

Figura 5.2
Flujo en un Acuifero Confinado
L

= VN MMMy )]
e

h Confining

layer h,
AR A AT RN A VNN
Lo } : o0 Aquifer Q ST
A EEEEEEEEEEEEEE E E SHEIE S S N S N N NN
g =r % =-r%xKxNh=-rxT\h (5.22)

donde K y T son el tensor conductividad hidraulica y el tensor transmisibilidad,
respectivamente. El flujo neto de agua que pasa a través del area de control, G+, es:

o, 2xDx (5.23)

+—=
X,y > ﬂ

_& 0 & - .
GT _gqx X+%’ya>oy+gqy X‘y_% - 0y

*
x, - O
XT,y

La tasa de cambio del fluido contenido dentro del volumen de control mostrado en la Figura 5.2
se deriva desde la definicion de S:

DV, DV, (5.24)

S= =
AxDh ~ Dx>Dy xDh
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A partir de lo anterior, la tasa de variacion de la masa de fluido contenida en el volumen de
control puede ser escrita como:

™ Th
— =1 XSXDx XDy x— 5.25
fit - " fit (529

Al considerar las condiciones de continuidad y tomando el limite cuando el volumen de control
se hace infinitesimalmente pequefio se obtiene:

‘ITqy__r Jh

g— ot (5.26)

Finalmente, al reemplazar la expresion del flujo masico a través del volumen de control se
obtiene:

e Jho, ﬂaer Tho_ g, Jh (5.27)

we " Xp W' g

donde S=Ss-b, es el coeficiente de almacenamiento, y suponiendo que X e y son las direcciones
principales de anisotropia para la transmisibilidad.

3.2 Flujo en un Acuifero no Confinado

En este caso supongamos que el flujo es horizontal y bidimensional, para lo cual recurriremos a
la hipétesis de Dupuit-Forcheimer; es decir la pendiente del nivel freatico o plano de carga es
muy pequefia con lo cual la velocidad vertical es practicamente despreciable y por lo tanto el
flujo es horizontal. La aproximacién de Dupuit nos permite escribir:

g =r Xy =-r1 XK >x\h (5.28)

donde K es el tensor conductividad, h es el espesor saturado, r es la densidad del fluido y g*
es el flujo de masa por unidad de ancho.

Considerando conservacion de masa sobre el volumen de control indicado en la Figura 5.3 nos
permite escribir, al igual que para un acuifero confinado:

—xDx =r ><S><Dx><Dy><—h (5.29)

xy+2
y2

- q,

0
w2y
>,

*
o, Ok
XT,y

x.
8qx

donde S es el coeficiente de almacenamiento, el cual para un acuifero confinado coincide con la
capacidad especifica, Sy, la qgue mide el volumen de agua que se libera de almacenamiento por
unidad de area y de cambio unitario en la carga hidraulica h.
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Figura 5.3
Flujo en un Acuifero No Confinado o Libre

lI.-'I.-':-I:‘s-r ’-'l’lh-.

-t
W

LS
2

Si dividimos por Dx-Dy y luego tomamos el limite cuando el volumen de control se hace
infinitesimalmente pequefio obtenemos:

ﬂa?( a0, & o, ho_ o Th (5.30)
& X xg Ive ¥ Tyg ~ 1t

donde x e y son las direcciones principales de anisotropia para la conductividad hidraulica.
3.3 Flujo en un Acuifero Confinado Rodeado por Dos Estratos Permeables

Consideremos el caso de un acuifero confinado como en la Figura 5.2, el cual estd acotado
superior e inferiormente por estratos permeables (ver Figura 5.4). En este caso W; y W, son los
flujos verticales que atraviesan a través de cada estrato entrando y saliendo del volumen de
control. En este caso se supone que el flujo en el acuifero confinado es basicamente horizontal,
mientras que en los estratos confinantes (acuitardos) el flujo es vertical. Luego de aplicar
conservacion de masa al volumen de control se obtiene:

SRRV (5.31)
Co Ty 5 1t

Si dividimos por la densidad del fluido y reemplazamos la definicién de los flujos en las
direcciones x e y obtenemos:

T fhs laer '”h v W, = gxil (5.32)
‘HXe ‘HX@ Ty qt

donde W™ =1 W
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4. ECUACION DE LAPLACE

4.1 Aspectos Generales

Si consideramos un escurrimiento en régimen permanente o estacionario, y que el medio
acuifero es homogéneo e isotropico (Kx = K, = K, = constante), podemos escribir la ecuacion
(5.18) de la siguiente forma:

fh, Th, Th_,
ﬂXZ ﬂyZ ﬂZZ

(5.33)

la que comunmente se conoce como la ecuacion de Laplace. En forma reducida esta ecuacion
se puede escribir como:

N?h =0 (5.34)

Considerando un elemento diferencial de forma cilindrica se puede escribir la ecuacion de
Laplace en coordenadas cilindricas, las que utilizan el sistema de coordenadas (r,q,z) en vez
del sistema cartesiano (x,y,z). Utilizando este nuevo sistema de coordenadas la ecuacion de
Laplace se puede escribir de la siguiente forma:

2 2 2
19h,Th, 1 T°h °h_

x4

rr e or? a2 972

(5.35)

Utilizando coordenadas esféricas, en las cuales el sistema cartesiano (x,y,z) se reemplaza por
un sistema de coordenadas (r,q,j ), se obtiene para la ecuacién de Laplace la siguiente
expresion:

1 _Tee, Tho 1 l Tho 1 1°h
xR it x X— I+ x——=0 (5.36)
r? ‘ﬂrg frg r?xseng ﬂqg%enq fag rixsen’q 9 2

4.2 Métodos de Solucién para la Ecuacion de Laplace

Los principales métodos que se dispone para la solucion de problemas relacionados con el
escurrimiento en medios porosos bajo condiciones de escurrimiento permanente son los
siguientes:

4.2.1 Solucion Directa de la Ecuacion de Laplace

En este tipo de métodos se busca una expresion analitica que satisfaga la ecuacion de Laplace,
asi como también las condiciones de borde que describen el problema. La aplicacién de este
tipo de método se encuentra restringida a problemas de geometria muy simple, pero que son de
aplicacion directa en muchas situaciones practicas.
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4.2.2 Integracion de Ecuaciones Simplificadas

En este enfoque de solucién se plantea en forma simple relaciones que permitan definir lineas
de flujo y equipotenciales para el problema especifico que se desea estudiar. Este tipo de
enfoque esta restringido a situaciones muy simples en las cuales se tenga alguna idea del tipo
de solucion o forma del escurrimiento a través del medio poroso permeable.

4.2.3 Redes de Flujo

Dado su caracteristica de flujo laminar e irrotacional, un sistema de aguas subterraneas puede
ser representado en tres dimensiones por medio de un conjunto de superficies equipotenciales
y un conjunto de lineas de flujo ortogonales. En aquellos casos en que es posible identificar una
seccion bidimensional representativa del problema en estudio el conjunto de equipotenciales y
lineas de flujo constituye una Red de Flujo. La construccion de una Red de Flujo es una de las
herramientas de analisis mas poderosas que se ha utilizado histéricamente en el area de
hidraulica de aguas subterraneas.

424 Modelos Numéricos

Ecuaciones diferenciales parciales (altamente no lineales en algunos casos) gobiernan el flujo
de agua subterrdnea. Con la excepcion de casos muy especiales estas ecuaciones
diferenciales no pueden ser resueltas en forma directa. Métodos de analisis numéricos para la
resolucion de estas ecuaciones se basan en el reemplazo de una ecuacion diferencial por un
sistema matricial equivalente el cual puede ser resuelto mediante operaciones algebraicas mas
simples.

4.2.5 Modelos Analdgicos

Estos métodos estudian el flujo de agua subterrdnea mediante analogias con otros fenémenos
naturales que han sido previamente estudiados. De este modo, la conduccion de energia
eléctrica a través de conductores o de calor a través de una superficie sélida son dos
fendbmenos cuya representacion mateméatica es similar a la del flujo del agua subterranea. De
esta manera, mediante el estudio de estos fenémenos es posible identificar analogias con el
comportamiento del agua en un medio poroso.
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5. SOLUCION DIRECTA DE LA ECUACION DE LAPLACE

En este tipo de métodos se busca una expresion analitica que satisfaga la ecuacion de Laplace,
asi como también las condiciones de borde que describen el problema. La aplicacion de este
tipo de método se encuentra restringida a problemas de geometria muy simple, pero que son de
aplicacion directa en muchas situaciones practicas.

5.1 Escurrimiento Unidireccional en un Acuifero Confinado

En este caso (ver Figura 5.5), la ecuacién diferencial que describe esta situacion se puede
escribir a partir de la ecuacién (5.27) de la siguiente forma:

d dh¢
L& 0= (5.37)
dX e dx g
Figura 5.5
Escurrimiento Unidireccional en Acuifero Confinado
L
ANANNNNNNNNNNNNNNNN O N R O N IR B R e
- -
h, Confining
layer h,
AEARARRRRRARRARARRY JE AATARRERRARRARRARTARARRARANRARRRRRRRRRRRY A SSNNNNNN

P

i bl I L I e L T T

T Aduifer

7‘}

en la cual se ha supuesto que el escurrimiento se realiza Unicamente a lo largo de la direccion
longitudinal. Suponiendo que el sistema acuifero es homogéneo esta ecuacion se puede
integrar facilmente con lo cual obtenemos:

h(x) = Kcib XX+ C, (5.38)

donde c; y ¢, son constantes de integracion que pueden ser evaluadas a partir del conocimiento
de dos condiciones de borde distintas. Para el caso indicado en la Figura 5.5 vemos que existen
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dos condiciones de borde, las que indican que a una distancia x; el nivel piezométrico es igual a
h;, mientras que en % es igual a h. Utilizando esas condiciones de borde obtenemos las
siguientes expresiones para las constantes de integracion:

=K% h- (5.39)
X - %
c, :M (5.40)
XX

lo que al ser substituido en la ecuacion (5.38) nos da la siguiente expresion:

h() =M g B2X - % (5.41)
X = X X =%

A partir de la ecuacion (5.41) y utilizando la ley de Darcy podemos calcular la velocidad de
Darcy como:

vz Kol - g e (5.42)
x X - X

5.2 Escurrimiento Unidireccional en un Acuifero No Confinado

En este caso (ver Figura 5.6), la ecuacion diferencial que describe esta situacion se puede
obtener a partir de la ecuacion (5.30) de la siguiente forma:

d a?< dho
— K xhx—==0 5.43
dxg dX g ( )

en la cual se ha supuesto que el escurrimiento se realiza Unicamente a lo largo de la direccién
longitudinal. Suponiendo que el sistema acuifero es homogéneo esta ecuacion se puede
integrar facilmente con lo cual obtenemos:

h?(x) =2:T°1><x+ 2>, (5.44)

donde G y c, son constantes que pueden ser evaluadas a partir del conocimiento de dos
condiciones de borde distintas. Al igual que en el caso anterior se pueden utilizar dos
condiciones de borde de nivel freatico conocido (ver Figura 5.6) para obtener:

2 2
Kh-hy (5.45)
2 %-X%
2 2
c, = Lt %o X% (5.46)
2 X, = X,
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Figura 5.6
Escurrimiento Unidireccional en Acuifero No Confinado
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lo que al ser substituido en la ecuacion (5.44) nos da la siguiente expresion:

hZ(X):hlz_ h22xx+h22xx1- }fxxz

(5.47)
X =% X - %
Finalmente, la velocidad del escurrimiento se puede escribir como:
2 |2
v(x) =- K ah_ K o h-h (5.48)

X ] 2:0(x) %, - X,
5.3 Flujo en un Acuifero Confinado por un Estrato Superior Semipermeable

En este caso se plantea la situacion indicada en la Figura 5.7, la cual muestra un acuifero
confinado cuya conductividad hidraulica es K y su espesor saturado es b. Este acuifero se
encuentra confinado por un estrato semipermeable de espesor b'y conductividad hidraulica K'.
Sobre el estrato confinante semipermeable existe un sistema acuifero libre cuyo nivel freatico es
constante e igual a h,.

La ecuacion diferencial que describe este escurrimiento es:

ydzh +(h0 - I:])XK' —

K xox— =0 (5.49)
dx b
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Figura 5.7
Acuifero Confinado Recargado através de Estrato Semipermeable
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donde el segundo término describe la incorporacion de agua desde el nivel freatico superior, el
cual se ha evaluado utilizando la ley de Darcy y el hecho que el escurrimiento en un acuitardo
(acuifero semipermeable) es eminentemente vertical.

Para simplificar el enfoque de solucién para este tipo de problema se acostumbra a utilizar el
siguiente cambio de variable:

s=h, - h (5.50)

donde s representa la diferencia de nivel piezomeétrico entre el acuifero superior libre (o) y el
inferior confinado (h). Al reemplazar la transformacion anterior en la ecuacion diferencial (5.49)
se obtiene:

2 ,
K><b><d—,f- S _ (5.51)
dx b
cuya solucion esté dada por la siguiente expresion:
gx)=h, - h(x)=c,xe® +c, % ® (5.52)

donde B es un pardmetro que es funcion de las propiedades elasticas del acuitardo y del
acuifero confinado:

B =1/K>:;fb (5.53)
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Al igual que en las soluciones anteriores, al contar con dos condiciones de borde es posible
calcular las constantes de integracion c; y C..

54 Escurrimiento Radial Bidimensional en un Acuifero Confinado

Este caso corresponde al escurrimiento hacia o desde un pozo (bombeo o infiltracion,
respectivamente) tal como se muestra en la Figura 5.8.

Figura 5.8
Escurrimiento Radial hacia un Pozo de Bombeo

En este caso se puede observar que el escurrimiento es basicamente radial, por lo que no
existe componente de la velocidad en la direccion g. La ecuacién de Laplace en este contexto
se puede escribir como:

2
lx‘;_h+% =0 (5.54)
r r r

en la cual las componentes en las direcciones gy z se suponen iguales a cero. Por simple
inspeccion se puede verificar que la funcion

h(r) = ¢ xn(r)+c, (5.55)

es solucion de la ecuacion diferencial anterior. Para completar este problema se deben cumplir
las siguientes condiciones de borde (ver Figura 5.8):

r=r ® h=h (5.56)
r=r, ® h=h, (5.57)

Substituyendo las condiciones de borde anterior se tiene:
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h(r) = %xm(r /r,)+h, (5.58)

lo que describe la variacion de la cota piezométrica como una funcién de la distancia radial.
También es posible calcular la velocidad de Darcy en la direccion radial a partir de:

v )=k oK e
r fr r Ln(r,/r)

(5.59)

5.5  Superposicién de Soluciones

En este método se considera el uso de soluciones analiticas para casos simples, las que se
pueden superponer para obtener soluciones a casos mas complejos. Un caso tipico que
permite ilustrar este tipo de soluciones es el que considera la operacion conjunta de dos pozos
de bombeo, segln se muestra en las Figuras 5.9 y 5.10.

En este caso es posible superponer la solucion correspondiente al descenso del nivel
piezométrico debido al bombeo de cada pozo individual, en un punto cualquiera del espacio. La
solucién compuesta sera representativa del efecto combinado de ambos pozos de bombeo.

El valor del nivel piezométrico, h, debido al efecto del pozo bombeo 1, hy(r), estd dado por una
expresion similar a la ecuacion (5.55):

h(r) =c, xn(r,) +c, (5.60)

mientras que el valor de h debido al pozo de bombeo 2, h,(r), es igual a:

h,(r)=c,xn(r,)+c, (5.61)
Figura 5.9
Superposicion de Pozos de Bombeo
Descenseo de nivel Descenso de nivel
en Pozo 1 en Pozo 2

Discharging Q i ¢ Discharging

; ; real well image well
Nanpumping E e et g

water level
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Figura 5.10
Superposicion de Pozos de Bombeo (Vision en Planta)

I P(X,¥)

(-X,0) —— zf{n

< Xo — ¢

donde r; y r, son las distancias hacia el punto P, medidas desde el centro del pozo de bombeo 1
y 2, respectivamente. A partir de la Figura 5.10 podemos escribir para 1 y r, las siguientes
expresiones:

r’ =(x- x0)2 +y? (5.62)

r2=(x+x) +y? (5.63)

En el caso de los pozos de bombeo 1 y 2 podemos calcular las depresiones o descensos del
nivel piezométrico como:

s(r)=hy- hy(r) (5.64)
s,(r) =hy - hy(r) (5.65)

donde h es el nivel piezométrico inicial. Finalmente, el valor total del descenso en el nivel
piezométrico, considerando la existencia de ambos pozos es:

r)=sn)+s(r)={h - h(r)+{r - h,(r,)} (5.66)
Al sustituir las expresiones para h; y h, se tiene:
S(I‘)=2>‘ho - Clxlog(rl >¢2)_ ZXCZ (5.67)

Si consideramos que en el pozo de bombeo 1 se ha medido el descenso del nivel piezométrico
en equilibrio tenemos: r=rp, S=Sp, r,=2-Xo, donde rp es el radio del pozo, sp es el descenso en el
nivel piezométrico medido en el pozo de bombeo, y 2%, es la distancia entre el pozo de bombeo
1y el pozo de bombeo 2. Utilizando esta informacién podemos evaluar la ecuacion (5.67) para
obtener la expresion siguiente:

I =Tp, I = =Sp = M P - .
qr,r, =rp,r, =25 )=, =250, - ¢, ¥og(r, Rxx,)- 2xc, (5.68)
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Podemos incorporar una segunda condicion al considerar que en el punto medio que separa a
los dos pozos de bombeo el descenso del nivel piezométrico es conocido: ri=Xq, S=Swu, 2=Xo,
donde sy es el descenso en el nivel piezométrico medido en el punto medio entre los pozos de
bombeo, y X, es la mitad de la distancia entre el pozo de bombeo 1y el pozo de bombeo 2.
Utilizando esta informacién podemos evaluar la ecuacion (5.67) para obtener la expresion
siguiente:

S(r’rl = %ol :XO):SM :tho - Cl>409(X0 XXO)- 2>Cz (5-69)

Utilizando las ecuaciones (5.68) y (5.69) se puede obtener el valor de las constantes ¢, y C,:

Sy - S
c, = “;@ £ (5.70)
0
Lng=2e T
X @
Su- S S
c,=hy- = _xn(x,)- (5.71)
a2 X, ¢ 2
Ln T
Xo @
Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacion (5.67) se obtiene:
S -s & X2 X2 0
S(X’ Y) =Sy - s = - X n& 02 > x 02 D) H (572)
B0 & xS Y (rx ) YR
X &

gue representa el descenso en un punto de coordenadas (x,y) debido al efecto combinado de
dos pozos de bombeo.

5.6 Escurrimiento Bidimensional entre una Captacién Puntual y una Fuente
Longitudinal

Este método se basa en la superposicion de soluciones a problemas de escurrimiento mas
simples, lo que permite obtener soluciones mas generales que cumplen con nuevas
condiciones de borde.

Para el caso del problema planteado podemos reemplazar la fuente lineal por un pozo imagen
ubicado en una posicion simétrica (espejo) con respecto a la captacion real. Para cumplir con la
condicion de linea equipotencial el nuevo pozo debe ser de inyeccion.

El valor de h debido al efecto del pozo real, hk(r), estd dado por una expresion similar a la
ecuacion (5.55):

he(r)=c n(r)+c, (5.73)
mientras que el valor de h debido al pozo imagen, h(r), es igual a:
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h(r)=cxn(r,)+c, (5.74)
donde r y r, son las distancias hacia el punto P, medidas desde el centro del pozo real e

imaginario, respectivamente. A partir de la Figura 5.11 podemos escribir para r; y r, las
siguientes expresiones:

r’ =(x- x0)2 +y? (5.75)
rP=(x+x) +y’ (5.76)

En el caso del pozo real e imaginario podemos calcular las depresiones o descensos del nivel
piezométrico como:

S:(r) =y - hg(r) (5.77)
s(r)=r-h(r) (5.78)

donde hy, es el nivel piezométrico inicial. Finalmente, el valor total de h considerando la
existencia de ambos pozos es:

h(r) =y - si(r)+s (r):mwg_lg (5.79)

La expresion (5.79) cumple con la condicion de borde impuesta por la fuente lineal ya que para
un punto sobre la posicion de la fuente (r;=r,) se cumple que el nivel piezométrico es constante
(h = hy). Si consideramos que en el pozo real se ha medido el nivel piezométrico de equilibrio
tenemos: r,=rp, h=hp, 1,=2-xo, donde 1> es el radio del pozo, hr es el nivel piezométrico medido
en el pozo de bombeo, y X, es la distancia entre el pozo real y la fuente.

Utilizando esta informacion podemos evaluar la constante de integraciéon en (5.79) para obtener
la expresion siguiente:

h, - h a, O 1 &x- x, ) +y? 0
h(x,y) =h + ————xngtz=h += T 5.80
boy) =t s — g =ty (5.80)

AN £
5 2 20 Sl + V5

la que representa la distribucion de la cota piezométrica en un acuifero bidimensional.
Utilizando la expresion (5.80) se puede evaluar la distribucién de la velocidad de Darcy en las
direcciones x e y, en el sector del acuifero real. Para eso se debe suponer que el acuifero es
homogéneo e isotrdpico para utilizar las siguientes expresiones:

v =K (5.81)
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Figura 5.11
Escurrimiento desde una Fuente Lineal hacia un Pozo de Bombeo
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v, =-K n (5.82)

Ty

El caudal total que capta el pozo de bombeo se puede calcular evaluando el aporte a lo largo de
la fuente lineal. De esta manera, se puede utilizar la ley de Darcy para obtener la siguiente
expresion:

Q= OV b dy (5.83)

la que representa el aporte de agua hacia el pozo de bombeo desde la fuente longitudinal.
Utilizando la expresion (5.81) se obtiene en forma mas directa:

¥ 213
Q=-Kxoxpe—=+ dy (5.84)
Utilizando la expresion (5.80) se puede obtener:

| _ h-h 2%

AT
.- &r, 0 Xty

o s

Finalmente, al sustituir el resultado (5.85) en la ecuacion (5.84) e integrar se obtiene:

(5.85)

Q=2p x® h (5.86)

Lo que representa el caudal captado por el pozo de bombeo, proveniente de la captacion
longitudinal.
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6. INTEGRACION DE ECUACIONES SIMPLIFICADAS

En este enfoque de solucion se plantea en forma simple relaciones que permitan definir lineas
de flujo y equipotenciales para el problema especifico que se desea estudiar. Este tipo de
enfoque esta restringido a situaciones muy simples en las cuales se tenga alguna idea del tipo
de solucion o forma del escurrimiento a través del medio poroso permeable.

6.1 Escurrimiento Unidireccional en un Acuifero Confinado

Este ejemplo fue analizado en la solucion directa de la ecuacion de Laplace. En este caso
supondremos que las lineas de flujo son paralelas al estrato confinante, con lo cual se puede
evaluar el caudal pasante a través de una seccién cualquiera en el sistema acuifero utilizando
la ley de Darcy:

0=-K-Isp (5.87)
dx

donde K es la conductividad hidraulica del acuifero, b es el espesor de la formacién acuifera, y
Q es el caudal por unidad de ancho pasante a través del acuifero. La ecuacion (5.87) puede ser
integrada en forma directa para encontrar:

h(x) = - %xx+cl (5.88)

Al comparar esta ecuacion con la encontrada a partir de la integracion de la ecuacion de
Laplace (ecuacion (5.38)) vemos que son similares. Para completar este analisis es necesario
proveer una condicion de borde adicional para determinar el valor de la constante de
integracion c;.

6.2 Escurrimiento Unidireccional en un Acuifero No Confinado con Recarga

En este caso se tiene la situacion esquematizada en la Figura 5.12. En esta figura se muestra
un acuifero no confinado limitado por dos cursos de agua que mantienen su nivel constante a
través del tiempo. La situacién de equilibrio de este sistema acuifero se completa con una
recarga constante que se produce a través de la parte superior o techo del acuifero. Si
consideramos un elemento de control de ancho X, el cual se encuentra localizado a la izquierda
del acuifero, podemos escribir un balance de masa simplificado suponiendo que el curso de
agua situado a la izquierda recarga al acuifero con una caudal por unidad de ancho constante e
igual a go. De esta manera, podemos escribir:

q0+wxx:-KXhX3—h (5.89)
X

donde el primer término representa el efecto de la recarga desde el curso de agua, el segundo
término es la recarga vertical dentro del elemento de control de ancho x. Finalmente, el tercer
término (Unico del lado derecho) representa el caudal de salida desde el volumen de control.
Para este dltimo término hemos supuesto que las lineas de flujo son horizontales
(equipotenciales son verticales) lo cual contradice el nivel freatico supuesto que se ha dibujado
en la Figura 5.12, el que presenta una importante grado de curvatura producto de la recarga.

Esta aproximacién se conoce comunmente como Dupuit-Forcheimer.
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Figura 5.12
Recarga Vertical sobre un Acuifero no Confinado

L

.

donde el primer término representa el efecto de la recarga desde el curso de agua, el segundo
término es la recarga vertical dentro del elemento de control de ancho x. Finalmente, el tercer
término (Unico del lado derecho) representa el caudal de salida desde el wolumen de control.
Para este Ultimo término hemos supuesto que las lineas de flujo son horizontales
(equipotenciales son verticales) lo cual contradice el nivel freatico supuesto que se ha dibujado
en la Figura 5.12, el que presenta una importante grado de curvatura producto de la recarga.
Esta aproximacion se conoce comunmente como Dupuit-Forcheimer.

Si reordenamos los términos en la ecuacién (5.89) obtenemos:
w
hah=-3 . W dx (5.90)
K K
Si integramos esta ecuacion obtenemos:

hZZ-%XX-%XX2+C1 (5.91)

en donde @ y c; son constantes desconocidas. Para determinar ambos valores utilizamos las
siguientes condiciones de borde:

h=h en x=0 (5.92)

h=h, e x=L (5.93)

con lo cual obtenemos la siguiente expresion:
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=h2- ML >(L x) (5.94)

que representa la variacion de nivel freatico con respecto a la distancia x. En forma simple es
posible calcular el caudal pasante en una seccion localizada a una distancia x desde el origen
como:

“wE - k8 (5.95)

6.3 Escurrimiento Radial hacia un Pozo de Bombeo en un Acuifero Confinado

En este caso se produce el escurrimiento hacia un pozo que se encuentra bombeando un
caudal Q desde él. Las lineas de flujo son radiales y convergentes hacia el pozo. Las
equipotenciales son circulos concéntricos como se muestra en la Figura 5.13. Utilizando la ley
de Darcy podemos escribir:

Q=K:i:W (5.96)

Figura 5.13
Escurrimiento Bidimensional Radial hacia un Pozo de Bombeo

]
A Y

— ——————
h A =2mrh <
— |———

donde K es la conductividad hidraulica del medio acuifero, i es el gradiente hidrulico y W es el
area de escurrimiento. Para las condiciones del problema, el gradiente hidraulico y el area de
escurrimiento se pueden escribir como:

. dh

l=— 5.97
o (5.97)

W=2:p:r:b (5.98)

donde r es la distancia a una equipotencial, y b es el espesor del acuifero confinado. Al
substituir los valores anteriores en la ecuacion (5.96) obtenemos:
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Q:Kxg—h&xpxrxb (5.99)
r
Esta ecuacion se puede integrar en forma rapida para obtener:

h =—=— X + 5.100
(r) 2:p K n(r) G ( )

la cual tiene la misma forma que la ecuacion (5.60) obtenida a partir de la solucién de la
ecuacion de Laplace. Para determinar la constante ¢, se debe tener una condicion de borde. Si

consideramos que la depresion en el pozo es tal que h=h, a una distancia igual al radio del
pozo, r,, tenemos:

__Q aer 0
h(r) ‘z>p—x|<>4o"L”§ng+hw (5.101)

Si consideramos el concepto de radio de influencia, es decir aquella distancia desde el pozo de
bombeo més alla de la cual no existe influencia o depresion de la napa debida al bombeo,
podemos escribir:

_ 2:p :K:b:(H - hN)

2R 0
Lngag

donde H es el espesor inicial de la napa libre y R es el radio de influencia del pozo.

Q

(5.102)

6.4 Escurrimiento Radial hacia un Pozo de Bombeo en un Acuifero No Confinado

En este caso se produce el escurrimiento hacia un pozo que se encuentra bombeando un
caudal Q desde él. Las lineas de flujo son radiales y convergentes hacia el pozo. Las
equipotenciales son circulos concéntricos como se muestra en la Figura 5.13. En este analisis
vamos a suponer que las lineas de flujo son radiales, rectas y horizontales (esto a pesar de la
curvatura que se produce cerca de la ubicacién del pozo de bombeo, ver Figura 5.14); las
superficies equipotenciales son cilindros verticales concéntricos con el pozo (ver Figura 5.13) y
se extrae un caudal constante, Q.

Utilizando la ley de Darcy podemos escribir:

Q= Koi W= K s p (5.103)

qr

Reordenando la ecuacion anterior obtenemos:

Q A i (5.104)
2:p:K r
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Figura 5.14
Escurrimiento hacia un Pozo de Bombeo en una Napa No Confinada
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Al integrar la ecuacién anterior se puede escribir:

_Q xLn(r) = Lo+ c, (5.105)
2:p 1K 2

Si introducimos la condicion de borde que para r=r,, (radio del pozo) el nivel freatico es h=h,,
podemos escribir:

2()= QW  F 94y
h?(r) = K angagmN (5.106)

Si consideramos nuevamente el concepto de radio de podemos escribir:

Q=X ><(;;0 ) (5.107)

R

donde H es el espesor inicial de la napa libre y R es el radio de influencia del pozo. La
expresion anterior se puede escribir también como:

o=PK H(H-h,) f_(H +h,) (5.108)
&R O
Lng—;
I'Wg
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Si el espesor inicial de la napa saturada, H, es muy grande comparado con las depresiones que
se experimentan cerca del pozo de bombeo podemos escribir aproximadamente que

H +h, » 2xH, con lo cual la ecuacién (5.108) se modifica como sigue:

:2:p:K:H:(H- hw)
aR0

Lng—=

s

Q (5.109)

la que es similar a la encontrada para un acuifero confinado, pero en este caso el espesor del
acuifero es igual al espesor saturado H.

6.5 Escurrimiento Esférico hacia una Captacion Puntual

En este caso se considera que el pozo capta Unicamente a través del fondo de éste y que el
relleno acuifero es muy profundo. El bombeo es suficientemente débil como para que no se
note la influencia de éste sobre la superficie de la napa (ver Figura 5.15).

Si aceptamos las condiciones anteriores, podemos suponer que las lineas de flujo son
aproximadamente radiales que convergen hacia la captacion, y que las superficies
equipotenciales son esféricas y concéntricas.

Utilizando la ley de Darcy podemos escribir:

Q:KXAN:KXE—hXéprrZ (5.110)
r

Figura 5.15
Escurrimiento Esférico hacia una Captacién Puntual

e Water table -=] p-=--=——=-——==—=————

\ : / Aquifer
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Reordenando la ecuacién anterior se obtiene:

_Q I (5.111)
4:p:K r?
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la cual luego de ser integrada nos permite escribir:

LR h+c, (5.112)
4:p:K r

Si introducimos la condicion de borde que para r=r,, (radio del pozo) el nivel freatico es h=h,,
podemos escribir:

&l 10
h(r) = _Q @ 19, h, (5.113)
4 xK g, Iy
Si utilizamos el concepto de radio de influencia podemos escribir:
4:p:K:(H-h
Q= P 7 (1 W) (5.114)
r, R

w

Finalmente, aceptando que el radio de influencia R es mucho mayor que el radio del pozo, i.e.
R>>r,, se tendria:

Q=4 xKx,{H - h,) (5.115)

En la practica es comun tener pozos de pequefia profundidad que captan sélo por el fondo.
Para estos casos el escurrimiento puede considerarse como semiesférico, con lo cual las

ecuaciones anteriores se modifican ligeramente, ya que el area de una semiesfera es 2> x?
en vez de 4> xr* para una esfera (ver Figura 5.16).

Figura 5.16
Escurrimiento Semiesférico hacia una Captacién Puntual

—_——————— Water table ~-| F-----------—- ————

—
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En el caso de un escurrimiento semiesférico, las ecuaciones (5.113), (5.114) y (5.115) se
modifican de la siguiente manera:

h(r) = —2 & 10

2>D><K>ga r?;hw (5.116)
_2:p:K:(H-h,)
Q= T 1 (5.117)
r, R
Q=2 K, {H - h,) (5.118)

6.6 Interaccién entre un Pozo de Bombeo y Flujo Natural de la Napa

En esta situacion se tiene un pozo de bombeo que esté funcionando en un sistema acuifero que
presenta un flujo o escurrimiento natural, lo que se ilustra en la Figura 5.17. Para resolver este
problema utilizaremos superposicion de las lineas de corriente o flujo generadas por el pozo y
por el flujo natural.

Para comenzar el andlisis definamos u, como la velocidad de Darcy del flujo natural, K es la
conductividad hidraulica del sistema acuifero confinado y b es su espesor. Definamos un
sistema de coordenadas (X,y) cuyo origen esta situado en la ubicacion del pozo de bombeo. A
partir del esquema de la Figura 5.17 podemos escribir para la velocidad en el punto P, en las
direcciones x e y las siguientes expresiones:

V, =-Uy- Vg cos(g) = % (5.119)
d
v, =- Vg osen(q) = F)t/ (5.120)

donde \ es la velocidad inducida por la presencia del pozo de bombeo en el punto P de
coordenadas (x,y), la cual se puede escribir como:

R = _Q (5.121)
2:p:R:b
donde R =/xX* +y?.
Dividiendo las expresiones de las ecuaciones (5.119) y (5.120) se obtiene:
d__ ___, cosla) (5.122)

dy B Vr >€en(Q) Sen(q)
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Figura 5.17
Zona de Captura de un Pozo de Bombeo
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Debido a la definicion de nuestro sistema de coordenadas podemos escribir para el seno y
coseno del &ngulo q las siguientes expresiones:

snlg)=——L (5.123)

_ X
cos(q) - \/XZTyZ

Al substituir ecuaciones (5.121), (5.123) y (5.124) en (5.122) obtenemos:
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X 2 X +y X

X _2p 0, Xty | X (5.125)
dy Q y |y
lo que representa la ecuacion de las trayectorias de las lineas de corriente de este

escurrimiento bidimensional. Utilicemos para el resto de este analisis una expresion un poco
mas reducida:

2 2
K_c XY (X (5.126)
dy y |y
: _2:p:biu, . . ,
donde C es una constante igual a C=——. Si reordenamos la expresion anterior
obtenemos:
2 2
L& iz = d(x/ y) =c +2y (5.127)
y dy vy dy y

la cual puede ser reordenada para obtener:

EML%JE‘%? (5.128)
CTdy g e

Esta Ultima ecuacién puede ser en forma muy simple con lo cual obtenemos:

% xtan*(x/ y) =y +c, (5.129)

donde c, es una constante de integracion. Si reordenamos esta expresion obtenemos:
x=yxan(Cx{y+c,)) (5.130)

Para evaluar la constante ¢, debemos considerar que existe una zona de captura a la cual todo
el caudal extraido desde el pozo de bombeo es llevado mediante el flujo propio de la napa. De
esta manera, si consideramos solo el lado positivo del eje y, el ancho total de esta zona de
captura es:

__Q
Yuax = 250 3, (5.131)

con lo cual la ecuacion que describe la trayectoria de una particula de fluido que es capturada
por el pozo de bombeo es la siguiente:
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Eop o, & Q
X = yXa Cy - o (5.132)
né Q )g 4>¢3>‘Uo;'a¢

Esta ultima ecuacion representa la ubicacion de la envolvente a la denominada zona de captura
de un pozo de bombeo.

La distancia desde la ubicacion del pozo de bombeo hasta el punto de detencion o de velocidad
nula esta dada por la siguiente expresion:

Q
=< 5.133
R e (5.133)

6.7 Intrusion Salina en Acuiferos Costeros

Acuiferos costeros entran en contacto con el océano en las cercanias de la linea de costa y
aqui, bajo condiciones naturales, agua dulce es descargada en el océano. Debido al aumento
de la demanda por agua subterrdnea en éareas costeras, el flujo de agua dulce descargado
hacia el mar ha ido decreciendo paulatinamente, lo que ha causado la incorporacion de agua
salada a los acuiferos, en un fenébmeno que se conoce como intrusion salina.

A comienzos del siglo XX dos investigadores europeos encontraron que en las zonas costeras
el agua salada se encuentra bajo el suelo no a nivel del mar sino a una profundidad cercana a
40 veces la altura del agua dulce sobre el nivel del mar. Esta distribucién fue atribuida al
equilibrio hidrostatico que existe entre los dos fluidos (agua dulce y de mar) de distintas
densidades. La expresion derivada para explicar este fendmeno se conoce comunmente como
relacion de Ghyben-Herzberg.

Consideremos un corte vertical de un acuifero no confinado o libre como el indicado en la
Figura 5.18. La presion hidrostatica total en el punto A es igual a:

P, =T s> (5.134)

donde r . es la densidad del agua salada, g es la aceleracion de gravedad, y h, es la altura

indicada en la Figura 5.18. En forma similar, la presion total en B, la que esta localizada en la
misma posicién vertical que A, pero en la zona de agua dulce se tiene:

Pe =1 XgXh +1 . Xg g (5.135)

donde r . es la densidad del agua dulce y h. es la altura indicada en la Figura 5.18. Para que

en la interfase se tenga una situacion de equilibrio la presion en A y B debe ser igual, los que da
origen a la expresion de Ghyben-Herzberg:

hy=—2F—>h. =b (5.136)
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Figura 5.18
Corte Vertical Acuifero Costero
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Tomando valores caracteristicos para las densidades del agua dulce y salada
(r¢=1025g/cm’ y r . =1000 g/cn?’) se llega a:

h, = 405, (5.137)

Estudios realizados desde las investigaciones originales han permitido identificar las
limitaciones y simplificaciones realizadas en la derivacion de la ecuacion (5.136). Algunos de
estos aspectos se indican a continuacion:

Intrusion salina esta limitada por la longitud del acuifero y la elevacion del nivel freatico.
Equilibrio hidrostéatico implica que no existe flujo, lo que en general no es cierto.

Una representacion mas realista de intrusion salina se presenta en la Figura 5.19 con la ayuda
de un Red de Flujo compuesta por lineas de flujo y equipotenciales. En este caso se observa
que dado que las equipotenciales y lineas de flujo son curvas (la curvatura dependera de la
cantidad de agua subterranea que se descarga hacia el mar) la profundidad indicada por la
relacion de Ghyben-Herzberg es siempre menor que la realmente existente. En el caso de flujos
pequefios (gradientes menores) esta discrepancia es también menor.

Utilicemos la relacion de Ghyben-Herzberg para estudiar el caso de islas oceanicas, cuyos
acuiferos son relativamente permeables, y consisten de arena, lava, coral y limo, de tal manera
gue el agua de mar esta en contacto con el agua subterrdnea por todos sus extremos. Debido a
que el agua subterranea es abastecida Unicamente por agua de lluvia, sélo un monto limitado
esta disponible. La Figura 5.20 muestra la presencia de un lente de agua dulce que se forma
por el movimiento de agua subterranea dulce hacia la costa.
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Figura 5.19
Red de Flujo en Zona de Contacto Acuifero Costa
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Figura 5.20
Estructura de Flujo en Isla
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A partir de los supuestos de Dupuit y la relaciébn de Ghyben-Herzberg es posible encontrar una
expresion para describir en forma aproximada la forma del contacto agua dulce con el agua
salada. Para lo anterior, supongamos una isla circular de radio R, la que recibe una recarga
efectiva de monto W. La formacién acuifera es homogénea de permeabilidad K. Utilizando el
volumen de control indicado en la Figura 5.20 y la ley de Darcy se obtiene:

Wop >¢2:-K>Q>p><rx11”—m>(hF+rg) (5.138)
r

Substituyendo la expresion de Ghyben-Herzberg podemos escribir la ecuacién anterior en
funcién de una Unica variables de estado:

Wp ><r2:-K>Q>ep><r><‘|1”£><(1+b)><hF (5.139)
r
Reordenando se obtiene:

W
———xdr=-h_d 5.140
2)(1+b)><f r - dh (5.140)

la cual puede ser integrada para obtener:

_Ww xr? = - h? + constante (5.141)
2X{1+b)

Para evaluar la constante podemos considerar que en r=R se tiene que hg =0, con lo que
finalmente se obtiene:

W
hz — RZ _r? 5.142
T2xK o1+ b)>( ) (5142)

Si utilizamos la relacion de Ghyben-Herzberg es posible encontrar la misma relacion anterior
pero para la altura del agua de mar:

W xb?
h=——— — _XR?-r? 5.143
S 2K {1+ b)>< ' ) ( )

De esta manera, la profundidad del agua salada en cualquier posicion dentro de la isla es
funcion de la recarga por lluvia, el tamafio de la isla y la permeabilidad de la formacion acuifera
representativa.

Este mismo problema puede ser analizado en mayor detalle incorporando un pozo de bombeo
en la zona central del sistema acuifero, el cual se encuentra extrayendo un caudal igual a Q. El
descenso de nivel causado por este pozo de bombeo puede ser visualizado en la Figura 5.21.
En este caso, el descenso de nivel causado por el pozo se traduce en una elevacion den la
interfase que separa el agua salada del agua dulce. Utilizando un esquema de balance de masa
similar al aplicado en el caso anterior se obtiene para las alturas de agua dulce y salada:
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% :L)x(RZ e g0 (5.144)

F 2K X1+b pxK{1+b)  &Rg
Wb ® Qxb?
h=—————AR*- I’ )+ ————— — 5.145
] 2><K>(1+b)>< r)+p><K>(1+b) ggRg (5149

Figura 5.21
Estructura de Flujo en Isla con Pozo de Bombeo
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7. REDES DE FLUJO
7.1 Aspectos Generales

Dada su caracteristica de flujo laminar e irrotacional, un sistema de aguas subterraneas puede
ser representado en tres dimensiones por medio de un conjunto de superficies equipotenciales
y un conjunto de lineas de flujo ortogonales. En aquellos casos en que es posible identificar una
seccion bidimensional representativa del problema en estudio el conjunto de equipotenciales y
lineas de flujo constituye una Red de Flujo. Dos ejemplos de redes de flujo, para el caso de un
escurrimiento de agua subterrdnea bajo un muro de embalse impermeable y en un sistema
acuifero afectado por la extraccion desde un pozo de bombeo, se presentan en la Figura 5.22.

La construccion de una Red de Flujo es una de las herramientas de andlisis mas poderosas que
se ha utilizado histéricamente en el area de hidraulica de aguas subterraneas. En este capitulo
se presentan aspectos tedricos generales, asi como un desarrollo méas aplicado de redes de
flujo al problema de escurrimiento en medios porosos permeables.

Figura 5.22
Ejemplos de Redes de Flujo. (a) Flujo bajo barrera de tierra, (b) Flujo hacia pozo
abastecido por fuente longitudinal

Nivel de Terreno

— \ Grava
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7.2 Lineas de Flujo

Si consideramos un escurrimiento bidimensional o plano en el que la componente vertical de la
velocidad es igual a cero (v, =0), podemos escribir la ecuacion de conservacion de masa en
régimen permanente de la forma siguiente:

N-v=0 (5.146)

donde - representa el producto punto. Si reemplazamos las componentes del vector velocidad
(v, y v, ) en la ecuacion (5.146) se obtiene:

,q.\_,:%ﬂl;’_y:o (5.147)
x Ty

de donde:

11]1\:( _ ﬂ_ﬂ\)’/y (5.148)

Lo anterior permite considerar que las componentes del vector velocidad, v, provienen de una
misma funcion, y (x, y), y quedan dadas por:

v = (5.149a)
Ty
v, =- Ty (5.149b)
ix

Tomando la derivada parcial con respecto a x e y, de las ecuaciones (5.149a) y (5.149b),
respectivamente, se obtiene:

v _ Ty (5.150a)
ix  xTy

W, Ty (5.150b)
fy  Tyix

Pero, dado que las segundas derivadas son simétricas se tiene que la funcion y (x, y) satisface

la ecuacion de continuidad (5.147). Por definicion vamos a considerar como lineas de flujo a
aquellas lineas que en todos sus puntos son tangentes al vector velocidad (ver Figura 5.23).
Teniendo en cuenta esta condicion, la ecuacion diferencial para todas las lineas de flujo es:
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Figura 5.23
Esquema de una Linea de Flujo

}I rF 3
£ 4

v
Y =2=m (5.151)
dx v,
donde m es la pendiente de las lineas de flujo, con lo cual:
v, xdy - v, xdx =0 (5.152)
Reemplazando v, y v, en (5.152) obtenemos:
W oax+ Y sy =dy =0 (5.153)

X Ty

Dado que la ultima expresion nos muestra el diferencial total de y, podemos escribir:
y (x,y) = constante (5.154)

lo que representa la ecuacién de una linea de flujo.
7.3 Caudal que circula entre lineas de flujo

Como el escurrimiento se ha supuesto permanente y la velocidad debe guardar una direccion
invariable en cada punto de coordenadas (x,y) las lineas de flujo se confunden con la
trayectoria de los filetes liquidos y permanecen fijas en el plano. Consideremos, de acuerdo a la
Figura 5.24, un tubo de corriente comprendido entre dos planos paralelos al plano x-y,

separados por una distancia unitaria, y limitado por las lineas de flujoy , yy ,. El caudal, g, que

escurre por este tubo de flujo puede ser determinado a partir de un analisis infinitesimal, en el
cual se tiene:
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Figura 5.24
Escurrimiento entre Lineas de Flujo

y F 3
W, = constante
, = constante
"X
dg=v-n ds (5.155)
y el caudal total se puede escribir como:
Y2
q= odq (5.156)
Y1
El vector velocidad puede ser expresado en el plano cartesiano como:
V=V ity ] (5.157)
y el vector, A ,normal al area de escurrimiento como:
n=cosa i +sena | (5.158)
en donde:
X
cosa :ﬂ y sena =- d— (5.159)
S ds

Substituyendo (5.157), (5.158) y (5.159) en la ecuacion (5.155) se obtiene secuencialmente:

- . @ L.
dg = + 0= - — |=ds 5.160
a=(v, T+v, §) e s (5.160)

dg=v, dy- v, dx (5.161)
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Ty efyo
dg =— - C- —=xdx 5.162
a Ty g ™ g ( )

Finalmente se puede escribir:
dq :ﬂidx+ ﬂLdy =dy (5.163)
x Ty

Substituyendo el resultado de la ecuacion (5.163) en la definicion dada por la ecuacion (5.156)
se obtiene:

Y2 Y2
q=ocdg=ody =y,-y, (5.164)
Y1 Y1
Es decir, el caudal total que escurre entre dos lineas de flujo cualquiera de un escurrimiento es
igual a la diferencia entre sus respectivos valores de la funcion y (x, y).
7.4 Lineas equipotenciales

Si el sistema acuifero es homogéneo e isotropico podemos definir la funcion f (x,y) como el
potencial de velocidades:

f =K:h (5.165)

donde K es la conductividad hidraulica y h es la cota piezométrica en un punto cualquiera. Esta
funcion posee las siguientes caracteristicas:

% =K xg—h =v, (5.166a)

X X

y

:'% =K xg—h =v, (5.166b)
y y

La ecuacion para una linea equipotencial se obtiene cuando f (x,y) es constante o cuando df =0,

o =1
X

dx+£dy= 0 (5.167)
Ty

Substituyendo las definiciones entregadas en (5.166a) y (5.166b) se tiene:

df =v, dx+v, dy=0 (5.168)

Lo que permite escribir:
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gle

V
- (5.169)
VV

Si comparamos las ecuaciones (5.151) y (5.169) observamos que para el caso de la funcion
potencial f (x, y) se tiene:

y__ =2 (5.170)

donde m es la pendiente de las lineas de flujo. La ecuacion (5.170) nos indica que y y f son
dos familias de funciones mutuamente perpendiculares.

Finalmente podemos observar que: y (x,y) y f(x, y) son soluciones de la ecuacion de
Laplace, ie.

T 1ef

LI (i 5.171
x? * fy? 0 ( )
LR

W+V: 0 (5.171b)

con lo que se concluye que las funciones f (x,y) y y (x,y) son harmonicas.
7.5 Redes de Flujo

Consideremos un tubo de corriente, como el de la Figura 5.25, definido por dos lineas de
corriente 1-1 y 3-3 situadas en un mismo plano paralelo al plano de movimiento, y las 2-2y 4-4
situadas en un plano paralelo a la distancia b (escurrimiento bidimensional). Sean ademas las
equipotenciales h,, h;, h,, situadas a distancias |, y |, entre si. El agua entre estas cuatro lineas
se comporta esencialmente como si circulara por una cafieria limitada por ellas.

Sean dos secciones de areas A; y A, en cuyas ubicaciones los gradientes hidraulicos del
escurrimiento son i; y i,. Por continuidad de caudales se tiene, para un medio permeable
uniforme:

Q=K xA N, =K xA X, (5.172)

donde los gradientes hidraulicos en los tramos 0-1y 1-2 se pueden escribir como:

con las areas de escurrimiento iguales a:

A=ax> y A =ab
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Figura 5.25
Tubo de Corriente

Fad

hy, h, h,

Si se opta por trazar las equipotenciales de tal manera que la pérdida de carga entre dos
consecutivas sea igual, la ecuacion (5.172) permite escribir:

LE.L VAL IV (5.173)

I, I

con lo que se obtiene finalmente:

a
& |—2 = constante (5.174)

ll 2

Esto significa que la relacion de los lados de los rectangulos de una red de flujo, formados por
la interseccion de lineas de corriente y equipotenciales, es constante. De este modo, si un
elemento de la red de flujo es aproximadamente cuadrado, a;» l;, todos los demas también lo
seran. Esto proporciona un método de gran utilidad para la solucién de algunos problemas de
escurrimientos en medios permeables saturados. Se traza por tanteo una red, a partir de las
condiciones de borde del problema especifico, y se procura trazar lineas de flujo y
equipotenciales que formen cuadrados entre si. Debe usarse sin temor mucho lapiz y mucha
goma. Lo fundamental para la aplicacion de este método es que las condiciones de borde sean
bien definidas y tales que permitan dar una idea general de la forma de las lineas de flujo.

Consideremos el ejemplo indicado en la Figura 5.26, en el cual se observan tres tubos de flujo y
seis caidas de presion. En este caso supongamos que ds=dm.
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Figura 5.26
Ejemplo de Red de Flujo
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Si la red se ha trazado con el objeto de determinar el monto de una filtracion, una vez dibujada,
se determina el valor “Dh” dividiendo la carga total disponible por el nimero de caidas de
presion (Np). El caudal conducido por cada tubo de flujo sera:

:M m=10m (5.175)

dq:EIJ—hXKml:DhXK con Dn:Ni
p

1

El caudal total queda dado por: Q=dgN; (por unidad de ancho), donde N; es el nimero de tubos
de flujo en la red trazada.

N
Q= Kot et (5.176)

p

Se observa que si el material es uniforme, la red es la misma cualquiera que sea su
permeabilidad, a condicion de que se mantengan las condiciones de borde. El trazado de la red
resulta ser independiente de la permeabilidad del terreno.

7.6 Escurrimientos en materiales con permeabilidad diferentes

Si las ecuaciones anteriores se modifican ((5.172) y (5.173)) se puede escribir la siguiente
relacion:

Kllxal = Kzlxaz (5.177)

1 2

Si el suelo mas permeable tiene un coeficiente de permeabilidad K;, y hemos comenzado por
esta zona a trazar la red de flujo como un sistema de cuadrados, a;=l;, se tendra:

a, _ K

(5.178)

, K,
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O sea que en la zona menos permeable, K, < K, la red consistira en un sistema de rectangulos
cuya relacion de lados (a,/l,) es igual a K,/K,.

7.7 Caso en que las permeabilidades vertical y horizontal son diferentes

Si la permeabilidad horizontal del medio poroso, Ky, es diferente de aquella en direccion
vertical, Ky, antes de trazar la red se debe distorsionar la escala horizontal de la figura
multiplicandola por la expresion:

K
K

\

H

Para demostrar esta relacion recordemos que la ecuacion de Laplace puede escribirse en este
caso como:

2 2
K., ><1]"T'j+ K, x%z 0 (5.179)

Definamos una nueva variable x'=ax (cambio de escala horizontal) con a constante. Puede
escribirse:

W (5.180a)
x X
2 2
1 'j T ';' xa? (5.180b)
X x
Reemplazando las expresiones en la ecuacion de Laplace, se tiene:
1°H 1°H
a’ xK,, x—+K, x—=0 (5.181)
ix Ty
Eligiendo “a” de modo que se tenga:
2 KH —
a?x—t=1 (5.182)
KV
La ecuacion de Laplace se reduce a:
2 2
1 Ij +ﬂ Ij =0 (5.183)
A S, \%

Esto significa que en el medio de ejes x’ e y es valido el procedimiento normal de trazado de la
red de flujo. Una vez trazada la red de acuerdo con el procedimiento descrito, se forman
cuadrado con lineas de flujo y equipotenciales, se vuelve la figura y la red a la escala natural.
En estas condiciones, el caudal de filtracion queda dado en la siguiente forma. Se elige un
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tramo de la red en que las lineas de flujo sean horizontales, ver Figura 5.27, con lo que se tiene
gue el caudal “q” de un tubo de flujo, cuya permeabilidad caracteristica es K, seria:

Figura 5.27
Red de Flujo en Sistema Real (x,y)
¥
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q= m><D|—h><Km (5.184)
donde la pérdida de carga y la relacion de lados se pueden escribir como:
H
Dh=h-h, =— (5.185)
N p
m K
—=a=_|—YL (5.186)
| K,

Considerando que el caudal total de filtracion es Q=N%, se tiene:

K, H N
Q=N,x K—VxN—xKH :HxN—M/KVxKH (5.187)
H p p

Un ejemplo de un medio anisotropico y su efecto sobre la Red de Flujo se presenta en la Figura
5.28.

CI51J HIDRAULICA DE AGUAS SUBTERRANEAS Y SU APROVECHAMIENTO 47

SEMESTRE OTONO 2005
CARLOS ESPINOZA C.
UNIVERSIDAD DE CHILE



Figura 5.28
Efecto de Anisotropia sobre la Red de Flujo para Dren Horizontal
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7.8 Fijacion de la superficie libre de un escurrimiento

En el caso de problemas en que una de sus condiciones de borde sea una superficie libre de
escurrimiento (sometida a la presion atmosférica), se procede por tanteos dandose una
ubicacién estimada para dicha superficie, trazando luego la red de escurrimiento y verificando
luego si la superficie estimada cumple con la condiciébn de ser una superficie libre. Esta
condicion es que a lo largo de todos sus puntos se cumpla que:

h=2 +i (5.188)
g

h cota piezométrica

Z cota geométrica

Pa presion atmosférica

g viscosidad cinematica

De no cumplirse esta condicion se modifica el trazado de dicha superficie y se corrige la red de
flujo hasta obtenerse la condiciéon sefialada. En aquellos casos en los cuales se tiene un flujo de
agua sobre el nivel freatico (percolacion o recarga vertical) las lineas de flujo no son paralelas a
la superficie libre. Para ilustrar este efecto de refraccion consideremos que vy es la velocidad
vertical no en la zona no saturada y vs es la velocidad bajo el nivel freatico (ver Figura 5.29).
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A partir de esta figura es posible calcular la velocidad en la zona saturada como:

v, = Kx =K
pero,
dh =b, ®and

Figura 5.29
Refraccion de Lineas de Flujo a lo largo del Nivel Freético

Uy Uy
Unsaturated
flow
¥ \ Water table
by
S
dh
i
b, tan (8 + €
Saturated
flow
Vg Vg

dh

% -
b, xan(d +e)

con lo que podemos escribir,

S

—K b, ®and
b, @an(d +e

Por continuidad se tiene:

Q:VU >¢)U :VS >t)S

con lo que se obtiene:

v, dand

v, dan(d +e)

Si se resuelve esta ecuacion para obtener el valor del angulo e se tiene:
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aK 0
e =tan'1g— xand z- d
Vu 2

(5.194)

Este dltimo resultado permite establecer que para Vv, >0 las lineas de flujo forman un angulo

de (90- d - e) bajo el nivel fredtico. Para el caso en que no exista percolacién vertical, i.e.
v, =0y e=90°-d, con lo que se tiene que las lineas de flujo son paralelas al nivel freatico.

7.9 Refraccion de lineas de flujo al pasar de un medio de distinta permeabilidad a otra

Consideremos la situacién indicada en la Figura 5.30, en la cual lineas de flujo en un medio de
permeabilidad K; son modificadas al pasar a un medio de permeabilidad K.

Figura 5.30
Refraccion de Lineas de Flujo en un Medio de Distintas Permeabilidades

Ul Ul

¢x+1

K,

Cambio de Permeabilidad

Definamos los siguientes términos:

| e
\‘KZ
02 02

~
S

Vi componente de la velocidad del escurrimiento en el medio de permeabilidad K; que llega

normalmente a la superficie de separacion.

V! componente de la velocidad del escurrimiento en el medio K, que sale normalmente a la

superficie de separacion.

Dh: pérdida de carga en interfase, (=f ,,, - f ;)

v, =K, Xclij_Lh xcosq, ; dL, =bxsenq,
1

v, =K, ><%><cosq2 ; dL, =bxsenq,

2
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Por condiciones de continuidad en la interfase de los dos medios debe cumplirse que:

vV, =V, (5.196)
Al substituir las expresiones para Vv, y V, se obtiene:

_ tanq,

= (5.197)
tanq,

Kl
KZ

Lo anterior muestra que para un flujo saturado que pasa de un medio de una permeabilidad a
otra diferente se produce la refraccion de las lineas de flujo. Ese efecto de refraccion se
observa en las Figuras 5.31 y 5.32.

Figura 5.31
Refraccion en un Medio Poroso compuesto por Arena Finay Gruesa

NN,

Ky
—K—-2~=IO

Figura 5.32
Refraccion en un Medio Poroso Situado bajo Muro de Presa
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Liianaaanal

hy> b
Ki> Kz
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7.10 Ejemplo de Red de Flujo

La Figura 5.33 muestra un clasico ejemplo de una red de flujo estudiada por Bennet y Meyer
(1952). Esta Red de Flujo es para la formacion Patuxent, donde la carga hidraulica indica un
escurrimiento que ocurre bajo el nivel del mar. El gran nimero de zonas de bajo nivel
piezométrico es causado por un excesivo bombeo. Las lineas continuas escriben curvas de
igual potencial piezométrico (en este caso profundidad bajo el nivel del mar), mientras que las
lineas segmentadas corresponden a lineas de flujo.

Figura 5.33
Ejemplo de Red de Flujo
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8. MODELOS NUMERICOS

8.1 Introduccion

Un modelo es una herramienta disefiada para representar una version simplificada de la
realidad. A partir de esta definicion muy amplia de modelo es evidente que en nuestra vida
cotidiana usamos constantemente modelos. Por ejemplo, un mapa carretero es un modelo dado
gue es una manera esquematica de representar la realidad.

De la misma manera, los modelos de agua subterrdnea son también una representacion de la
realidad de tal forma que, cuando estan correctamente construidos, pueden ser herramientas
muy Utiles para el manejo de recursos de agua subterranea.

Un modelo matematico de un sistema acuifero es simplemente un conjunto de ecuaciones
diferenciales (por ejemplo Laplace) que junto con las condiciones de borde e iniciales
apropiadas permite representar en forma adecuada el comportamiento de un sistema real. En la
gran mayoria de los casos reales, la geometria del problema, sus complejas condiciones de
borde y otras situaciones diversas hacen muy dificil obtener una solucion directa de las
ecuaciones que representan el sistema de flujo. En estos casos, el uso de un modelo numérico
(aproximacién del modelo matematico) es muy apropiado para encontrar una solucion
aceptable en términos de precision y tiempo de resolucion.

En términos muy simplificados es posible identificar dos grandes grupos de modelos numéricos
para el caso de problemas de flujo en aguas subterraneas: Diferencias Finitas y Elementos
Finitos. Para su aplicacion ambos métodos requieren que el sistema real sea aproximado por
medio de una malla de puntos que a su vez forman elementos. La Figura 5.34 muestra un
ejemplo de un sistema real en el cual existe un campo de pozos, el cual aparece representado
por medio de un esquema de bloques con nodos centrados, un esquema de nidos ubicados en
vértices de la malla y una aproximacién con elementos triangulares. En cada uno de estos
esquemas o mallas de aproximacion los nodos representan posiciones en las cuales se desea
conocer la variable de estado del problema (cota piezométrica, velocidad de Darcy, entre otros).

El objetivo fundamental de un modelo de simulacién es predecir el valor de una variable
desconocida (por ejemplo cota piezométrica o concentracion de contaminante) en los nudos de
la malla.

8.2 Diferencias Finitas

Un modelo matematico para un sistema de aguas subterraneas en régimen permanente
consiste en una ecuacion diferencial (ecuacién de Laplace) y condiciones de borde que
permiten definir un problema especifico. Para resolver este modelo se debe calcular el valor de
la carga piezométrica, h, en cualquier punto dentro del dominio. Usando técnicas de calculo es
posible, en condiciones simples, encontrar una solucion analitica exacta o aproximada.

CI51J HIDRAULICA DE AGUAS SUBTERRANEAS Y SU APROVECHAMIENTO 53
SEMESTRE OTONO 2005

CARLOS ESPINOZA C.

UNIVERSIDAD DE CHILE



Figura 5.34
Ejemplos de Mallas de Aproximacion
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En muchos casos, para encontrar una solucion analitica es necesario utilizar supuestos que no
son realistas, con lo cual la solucién en si no es vélida. En estos casos es necesario recurrir a
aproximaciones numeéricas que permitan obtener una solucion aproximada para dicho
problema. Los métodos de Diferencias Finitas y Elementos Finitos proporcionan una forma
racional de transformar las ecuaciones diferenciales que describen el problema en ecuaciones
matriciales que pueden ser resueltas en forma directa o indirecta a través de esquemas
numeéricos mas o menos complejos.

El procedimiento tradicional para el desarrollo de un modelo numérico de aguas subterraneas
se resume en la Figura 5.35. Este procedimiento incluye la transformacion de las ecuaciones
matematicas en un modelo aproximado, la solucién del problema aproximado y su comparaciéon
con una solucién analitica y la comparacion, en el caso que sea posible, de resultados

obtenidos con el modelo de simulacion con resultados experimentales de laboratorio o de
terreno.
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Figura 5.35

Elaboracion de un Modelo Numérico
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