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Para ello, probaremos algo mas general:

kzi;(;z)(pﬁk) B (?) Vp < 2n

que con p = n. es la expresion buscada. En donde convendremos (‘;) =0, sib>a.

Recurriremos a una técnica mayormente usada en combinatoria que consiste en lo
siguiente: Se tiene una expresion que depende de un indice p, para la cual hay que
demostrar alguna igualdad o bucar una férmula més explicita. Se construye una lla-
mada funcidn generadora, la cual es una suma de potencias de una variable (z),
multiplicadas por coeficientes indexados por la potencia respectiva, de manera que el
coeficiente multiplicando a la potencia p, sea la expresién buscada.

En casos generales, dichas funciones corresponden a sumas infinitas (series), pero
acd nos limitaremos a trabajar con sumas finitas (polinomios).

Veamos la definicion y algunas propiedades utiles de polinomios.
Definicién 1. Se denomina polinomio de grado n en la variable z, a una funcion:
p:R —R
n
z —rpx) =3 ax’
=0
en donden € N ya; € R, Vi€ {0,...,n}

El siguiente teorema nos dice algo intuitivo, que dos polinomios de igual grado son
iguales (como funciones) si y sélo todos sus coeficientes son iguales.

Teorema 1. Sean p, q dos polinomios de grado n en la variable z, digamos p(x) =

n n i
Zoaia:i y q(x) = Zobja:f, Se tiene que p = q (como funciones de x) ssi a; = b;,
1= J=

Vie{0,...,n}.

Demostracion. Asumiremos este teorema por ahora, mas adelante en el curso sera proba-
do. ]



Finalmente, veamos la siguiente propiedad de la multiplicacion de polinomios.

Proposicion 1. Sean p, ¢ como en el teorema 1. Se tiene que:

2n
pg=Y cat
k=0

k

concy =Y. a;bp_;, para cada k € {0,...,2n}, en donde convendremos que a; = b; =0, Vi > n.
2=0

Demostracion. Usamos induccion en n.

Para n=0, el resutado es trivial. Sea entonces n > 0y x € R, veamos:

pq(z) = p(x)q(x) = <Z a;x ) (Z b; m3> = <i a;v’ + anx") (2 bz’ + bnx”)

1=0

n—1
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aplicamos la hipétesis inductiva en el primer término y hacemos cambio de indice en
los dos tltimos, obteniendo
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2n—2 2n—1
= Z (Zalbk z) 2% + a, b,z + Z (k—nbn + Gnbi—n)" (0.1)

k=0 =0 k=n

Ahora, como en la primera suma, por la convencién adoptada, a; = b; =0, Vi >n—1,
los términos de la tercera suma son exactamente los que faltan, para £ = n, en la
primera. Ademads. manteniendo la convencién a; = b; = 0, Vi > n, se tiene que:

2n—1

Z aibop_1-i = Ap_1b, + apb,_1

=0

En consecuencia, 0.1 queda:

2n—1 k mn k
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nuevamente por la convencién, ya que gracias a ésta

2n
E aib2n—i = a'n,b'n.
=0

obteniéndose asi el resultado. O

Nota. La demostracién quizas no es muy explicita y puede dar la sensacién de que la
convencion tantas veces nombrada es el “truco en el que se basa. Sin embargo si la
revisan con cuidado, se convencerdn. Como ejercicio (no formal), les sugiero pensar
qué pasa en el caso de que, en vez de polinomios, consideramos sumas infinitas.

Ahora, veamos la demostacion del resultado inicial. Definimos el polinomio p, de la

siguente manera:
n
— } : Yk

k=0

Gracias a la proposicién 1, tenemos que:

() =:Z; (Z: (?) <k71 z)) "

Por otra parte, gracias a la férmula del binomio de Newton

p(z) = Xn: <Z> 21k = (1 4 2)"

= p(2) = (1+2)" = i (2:) T

k=0
Ast:
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Luego, tenemos dos polinomios, los cuales coinciden en todo z € R. Por teorema 1
se tendra:
Y /n n 2n
S ) = Vk < 2n
. 1) \k—1 k
1=0
y se demuestra el resultado. [



