Capitulo 2

CINEMATICA DEL SOLIDO
INDEFORMABLE

2.1. Introduccién

Aplicaremos lo expuesto en el capitulo anterior para estudiar la dindmica del
sblido indeformable. Previamente revisaremos los conceptos de cineméatica
del s6lido indispensables para una comprensién del movimiento de un sélido
rigido sometido a fuerzas y torques.

2.2. Las ecuaciones generales del movimiento

~

Sea OXY Z un sistema de referencia fijo (sistema SF), y sea Axyz(i,],k)
un sistema de referencia movil (sistema SM). En la Fig. 2.1 se observan
ambos sistemas y los vectores que definen la posicién de una particula maévil
P respecto del SF' y del SM. Llamaremos absolutas las cantidades medidas
por el SF y llamaremos relativas aquellas medidas por el SM. Si x,y, z son
las coordenadas de P para el observador SM, el vector posicién relativa de
P (i.e. respecto del SM) sera

AP =i +yji+zk,
y la velocidad y aceleracion relativas de P seran
Upy =ai+9yj+ 4k
dpr=di+ijj+%k

respectivamente.
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Ademas, llamaremos U4 y da
a la velocidad y aceleracion P(z,y, )
absolutas—o sea, observadas por
el SF—del origen A del SM.
Analogamente, Up y dp seran la
velocidad y aceleracién absolu-
tas—o sea, medidas por el SF—
del mévil P. Por ultimo, de- A Y
signaremos por wgy a la veloci-

SM
dad angular absoluta del SM, y T
por Wy a la aceleracién angu- o
lar absoluta del SM. Con estas SF
definiciones, las ecuaciones del
movimiento relativo encontradas
anteriormente son Figura 2.1: Sistemas de referencia
- N . — =
Up = Ugq+Up,+ Wy x AP
- N - 5 - , — — - — N
ap = da+dp,+ Japy X AP + Wgp X (wSM XAP)+2 WsM X Upy

Supongamos, ahora, que los puntos A y P pertenecen a un sé6lido indeforma-
ble y que el SM esté ligado rigidamente al sélido de modo que el movimiento
del SM es el del sélido en todo instante. Esto significa que el punto P esta
en reposo relativo al SM; luego, el vector AP es invariable en magnitud,
direccién y sentido respecto del observador moévil, por lo que

6Pr =0 y C_’:Pr =0.
Como el movimiento del SM es igual al movimiento del s6lido, escribiremos
Wsar = ws = velocidad angular absoluta del solido

Wsar = ws = aceleraciéon angular absoluta del sélido,

con lo que ¥p y dp se reducen a

Up:UA—f—w}S XA—P) (2.1)

ip =4+ Ws x AP + Ws x (Ws x AP) (2.2)
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Estas ecuaciones muestran que el movimiento mds general de un sdlido equi-
vale a una traslacion de un punto cualquiera A de él—que se suele llamar
punto base—mds una rotacion en torno de dicho punto. El punto base que
se use para determinar el campo de velocidades puede ser diferente del que
se utilice para determinar el campo de aceleraciones.

2.3. Propiedades del campo de velocidades

Si proyectamos la Ec. 2.1 en la direccion de AP se obtiene
Tp- AP =Ty - AP,

puesto que @x b-b=0 siempre. La ecuacién anterior revela que las velocidades
de todos los puntos de un eje cualquiera del sélido dan la misma proyeccion
sobre el eje. Esto se conoce como la propiedad de equiproyectividad del campo
de velocidades.

Si proyectamos la Ec. 2.1 en la direccién de la velocidad angular se obtiene
Up - Ws = U4 - Ws
que muestra que las velocidades de todos los puntos del sélido dan la misma

- . . .. —
proyeccion en la direccion del vector WJg.

Si AB es un eje del solido paralelo a Wg, entonces
—
?73:?7,4—1—@)5 X AB = U4

puesto que @ x @ = 0 siempre. Luego, las velocidades de todos los puntos de
un eje del solido paralelo a Ws son iguales. De acuerdo con las dos ultimas
propiedades, debe existir un eje paralelo a Wg, cuyos puntos tengan veloci-
dades iguales y que sean paralelas a wg. Este eje recibe el nombre de eje
central o eje de Mozzi del campo de velocidades. Para encontrar la ecuaciéon
del eje de Mozzi multiplicamos vectorialmente por la izquierda la Ec. 2.1
por ws. Si suponemos que P es un punto cualquiera del eje central se debe
cumplir que:

—
st_’p:():wsx_’A—l—wSX(w)SXAP).
—

Como a x (gx é)=a- cb—a-be, podemos despejar AP
-— US X _’A ws ﬁ N
AP = 5 5 Ws (2.3)
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Esta ecuacién define la posiciéon de un punto cualquiera P del eje central
respecto del punto base A, cuya posicién y velocidad suponemos conocidas.
Por lo tanto, representa la ecuacién del eje central.

Corresponde a una recta para-
lela al vector Wg, cuyos puntos
P tienen velocidades iguales que
son paralelas a wg. La relacion
geométrica de los términos de la
Ec. 2.3 se muestran en la Fig. 2.2.
El plano 7 pasa por el punto base
A y es perpendicular al eje de
rotacion. El eje central intersec-
ta en el punto B al plano w. El
vector AB esta contenido en el
plano 7 ya que es perpendicular

al vector Wg; esta definido por
-— US X ?7,4
AB = ———

ws

_— . . .
El vector BP coincide con el eje

central y esta definido por

—
BP = s,
wg

AP 3.

Il
o;>

Figura 2.2: Eje central

—
lo que representa la proyeccion de AP sobre el eje central. La Ec. 2.3 del eje
central corresponde a la condicién de paralelismo entre los vectores Tp y Wy,

— —
o sea, wg X vp = 0.

Sin embargo, este producto vectorial también se anula si vp = 0. En este
ultimo caso, todos los puntos P del eje central estan en reposo instantaneo
y pasa a llamarse Eje Instantdineo de Rotacion(= EIR) cuya ecuacion es la

Ec. 2.3. De la Ec. 2.1 tenemos

o o — =4
Up=0=1"4 + Wg X AP,

y multiplicando escalarmente por wg resulta

T4 - wg =0. (2.4)
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En otras palabras, la condicién vp = 0 debe cumplirse simultaneamente con
la condicion expresada en la Ec.2.4. Esta ecuacion se satisface en dos casos:

= ¥4 = 0. Esto corresponde a una rotacion en torno de un punto fijo A.
El EIR pasa siempre por el punto fijo A, ya que de la Ec. 2.1 tenemos

Ozwsxﬁ,

y como P pertenece al EIR, concluimos que el vector wg coincide con
—
la direccién del vector AP.

» ¥4 L Ws. En este caso, todas las particulas del solido tienen veloci-
dades ortogonales con la direccién de la velocidad angular (o al EIR).
Esta situacién corresponde a un movimiento plano en el que todas las
particulas del sélido describen trayectorias planas sobre planos per-
pendiculares a la velocidad angular. La interseccion del EIR con una
cualquiera de estas laminas planas del sé6lido—como m—es un punto
en reposo y se llama Centro Instantdneo de Rotacion(= CIR) de esa
ldmina.

En la Fig. 2.3 se presenta el caso
del movimiento plano. La lami-
na plana m del sélido estd con-
tenida en el plano de la pégina,
y el eje de rotacién es perpen-
dicular al plano. El vector U4 es
perpendicular a wg, y esta con-
tenido en el plano 7. El punto [
que corresponde al punto B de la
Fig. 2.2, es el CIR, esté en reposo
instantdneo y su posicién respec-
to de A estd determinada por el
vector

ws

= — (2.5) Figura 2.3: Movimiento plano

De acuerdo con esta descripcion, el campo de velocidades del sélido equivale
al de una rotacién pura en torno del EIR:

—
Up = wg X IP
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2.4. Movimientos basicos

2.4.1. La traslacion

Un soélido esta en traslacién cuando cualquier eje ligado a él permanece pa-
ralelo a una direccion fija en el espacio. Esto es equivalente a decir que el
solido no tiene rotacion, por lo cual Wg =0y wg = 0.

De las Ecs. 2.1 y 2.2 resulta que

— — —

P = VA Yy p = dA.

Si Ay P son dos puntos cualesquiera del sélido y O es un observador fijo, la
ecuacién de la trayectoria de P seréd

— —

OP =O0A(t) + AP.

Pero el vector AP es constante ya que su magnitud lo es pues se trata de
un sélido indeformable | y su direccién es constante ya que el sélido no gira.
Deducimos, entonces, que la trayectoria de P es igual a la trayectoria de
A, aunque trsladada en un vector constante AP. En consecuencia, en la
traslacion, todas las particulas del sdlido describen trayectorias iguales y en
cada instante tienen la misma velocidad y la misma aceleracion. Luego, si
un sélido esta en traslacién, desde el punto de vista cinemético podemos re-
presentarlo por un punto cualquiera de él. Desde el punto de vista dindmico,
el punto a elegir para representar la traslacién del sélido es el centro de
masa puesto que su movimiento satisface la primera ecuacién fundamental
(Ec.1.4).

2.4.2. La rotacién pura

Este movimiento corresponde a una rotacién en torno de un eje fijo, por lo
que todas las particulas describen circunferencias en planos perpendiculares
al eje de rotacién, y cuyos centros estdn ubicados sobre dicho eje.

Si elegimos como punto base un punto A del eje de rotacion fijo, su velocidad
y aceleraciéon son nulos y el campo de velocidades y el campo de aceleraciones
del sélido seran
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—
vp = wWgX AP
ap = U)sxﬁ—i—ﬁgx(ﬁsx zﬁ)

!
!

De la Fig. 2.4, si CP es el radio de
la circunferencia que describe P en
torno de C', podemos escribir

— — —
AP =AC +CP.

Reemplazando en las ecuaciones
anteriores, encontramos que la ve-
locidad puede expresarse como
sigue

—

ip = ws xCP, (2.6)

con vp=wgCP.
A su vez, la aceleracion se reduce a Figura 2.4: Rotacién pura

— D=
dp=dg x CP—wiCP, (2.7)

donde hemos introducido dg = _Z'U>5. El primer término de la Ec. 2.7 repre-
senta la componente tangencial de la aceleracién de P; el segundo representa
la componente centripeta de esta aceleracién.

. —_ __
‘ag X AP‘ =agCP =ap;
es la magnitud de la componente tangencial, y

‘yg X (U)S Xﬁ)‘ :w%C_P:apc

es la magnitud de la componente centripeta. Todas estas cantidades son
caracteristicas de una particula P en movimiento circular.

2.4.3. Otra vez el movimiento plano

En el movimiento plano, todas las particulas del sélido se mueven sobre
planos paralelos a un plano fijo en el espacio, describiendo trayectorias planas.
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Luego, si Ay P son dos puntos cualesquiera de uno de estos planos, sus res-
pectivas velocidades deben estar contenidas en el plano. Si proyectamos sobre
el vector wg la Ec. 2.1, se obtiene
(Up —U4) - wg =0.

Como A y P son dos puntos cualesquiera de la lamina, y las velocidades son
coplanares con dicha lamina, se concluye que el vector w's es perpendicular
al plano. Como el plano tiene orientaciéon constante, la direccién del vector
velocidad angular es constante. Esto significa, a su vez, que la aceleracion an-
gular es paralela a la velocidad angular. En resumen, durante un movimiento
plano, la velocidad y aceleracion angulares son perpendiculares al plano del
movimiento.

Para determinar por completo la cinematica de todos los puntos de un séli-
do en movimiento plano basta conocer la cinemdtica de los puntos de uno
cualquiera de los planos del movimiento. Esto se debe a que todos los puntos
de un eje perpendicular al plano en el punto P, tienen la misma velocidad
y aceleracion que el punto P. Ya vimos en la seccién sobre propiedades del
campo de velocidades que todos los puntos de un eje paralelo a la velocidad
angular tienen la misma velocidad. Veamos lo que ocurre con las acelera-
ciones de dos puntos A y P que pertenecen a un eje paralelo a la velocidad
y aceleracién angulares. Podemos escribir

_’p:c_iA—i-a)SxA—ﬁ—l—wsx(ngﬁ).

D — —
Como el vector AP es paralelo al vector wg y al vector dg los productos
vectoriales se anulan y queda sélo

ip = d,.
Segtin ya vimos, el EIR intersecta al plano en un punto I llamado Centro
Instantaneo de Rotacion(CIR), cuya posicion respecto de un punto A esta
definida por la Ec. 2.5 que repetimos aqui
—  Wg XU
Al — %
ws
Notese que cuando el valor instantaneo de la velocidad angular es cero, el
CIR est4 en el infinito y las velocidades de todas las particulas son iguales. Se
dice que en este caso, el sélido esta en traslacion instantdnea, pero sélo desde
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el punto de vista del campo de velocidades, pues, en general, la aceleracion
angular serd distinta de cero en ese instante.

Si se elige I como punto base, la velocidad de P sera
UP = U)S X I—ﬁ,

cumpliéndose que vp L IP. Esto indica que el campo de velocidades de los
puntos de la ldmina plana equivale al de una rotacidn pura en torno del CIR.
De acuerdo con lo anterior, para encontrar la posicion del CIR en el plano
del movimiento, basta determinar la interseccion de las perpendiculares a las
direcciones de las velocidades de dos puntos de ella, levantadas en dichos
puntos. A medida que la ldmina se mueve en su plano, el CIR cambia de
posicion respecto de la lamina y respecto de un observador fijo, describiendo
las llamadas curvas polares. La trayectoria respecto del observador fijo se
llama riel o polar fija; la trayectoria respecto del observador ligado a la
lamina se llama rodante o polar mdvil.

En general, la aceleracion del CIR es distinta de cero. Pero, existe siempre
en la lamina en cada instante, un punto J llamado Centro Instantdneo de
Aceleracion(= CIA)—en general distinto de [-—cuya aceleracion instantanea
es nula. Usando J como punto base, la aceleracion del punto P es

— —
*p:Esx JP—FU)SX (st JP)
— —
dp = g x JP —w%JP (2.8)
Las relaciones anteriores muestran que el campo de aceleraciones equivale al
de una rotacidn pura en torno del CIA.

En la Fig. 2.5 se observan la aceleracién del punto P y sus componentes. La
magnitud de la aceleracién de un punto cualquiera P de la lamina es

ap:J_P\/o%—l—wé,

o sea, es directamente proporcional a la distancia del punto al CIA. El angulo
@ que la direccién de la aceleracion forma con JP estd dado por

ag
tgp = —
wWs

que no depende de la posicion de la particula P. Esto significa que en un
instante cualquiera la aceleracion de un punto del plano forma un dngulo con
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Figura 2.5: Aceleracién en movimiento plano

el eje que pasa por el CIA y el punto, que es igual para todos los puntos del
plano en ese instante.

Para encontrar la posicién del CIA respecto de un punto P cualquiera del
plano 7 del movimiento, multiplicamos por w% la Ec. 2.8 y le sumamos el
producto vectorial de @g por la misma ecuacién. Se obtiene finalmente

—j E)ch?p+w§d’p
a%ﬂ—wé

(2.9)

2.4.4. Solidos en contacto

Sea. A el punto del sélido mévil S1 que estd en contacto con un punto B
del s6lido moévil S2. La velocidad de un punto P del sélido S1 la podemos
expresar como

. . — -
Up = U4 + wg1 X AP.

0 sea, como una traslacién del punto A més una rotaciéon en torno de un
eje que pasa por A. Esta rotacion wg; se puede proyectar sobre un plano
tangente al s6lido S1 en A, y sobre la normal a dicho plano, levantada en A.
La componente normal de la velocidad angular se llama velocidad angular de
pivoteo; la componente tangencial es la velocidad angular de rodadura.
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Como los so6lidos son indeformables y estdn en contacto, las componentes
normales de las velocidades de los puntos de contacto deben ser iguales:
UAn = UBn, lo que implica que la velocidad relativa ¥4 —¥p debe ser tangente
a las superficies en el contacto. En efecto

VAn = UBn
Ua-n=1U N
(_‘A__)B) ﬁ:Oa

y por lo tanto, la velocidad relativa entre los puntos de contacto es per-
pendicular a la direccién normal, o sea que estd contenida en el plano de
tangencia.

Cuando la velocidad relativa entre los puntos de contacto es distinta de
cero, o sea, cuando ¥4 # ¥, se dice que hay resbalamiento. Fn general, se
presenta rodadura y pivoteo acompanados de resbalamiento; normalmente
supondremos que no hay pivoteo, salvo que digamos lo contrario en forma
explicita. Si la velocidad relativa entre los puntos de contacto es nula, es
decir si U4 = Up, se dice que los solidos ruedan sin resbalar. En este caso,
los arcos elementales ds; y dso recorridos por A y B en un intervalo dt son
iguales, lo que significa que las derivadas de estos son iguales, o sea, $; = $9
y 81 = §9. La ultima igualdad significa que las componentes tangenciales
de las aceleraciones de los puntos de contacto son iguales, cuando un sélido
rueda sin resbalar sobre otro.

Una situacién interesante se presenta cuando un s6lido S1 rueda sin resbalar
sobre otro sélido S2 que esta en reposo, puesto que

Ua =Up =0,

y por lo tanto, el punto de contacto A es el CIR del sdlido S1 ya que esta
en reposo instantaneo.

Ejemplo 2.1.- Un disco de radio r rueda sin resbalar sobre un riel S cuyo radio de
curvatura es p. El movimiento esya contenido en el plano de la figura. Encontrar
las relaciones entre el movimiento del centro del disco y su rotacién.
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En la Fig. 2.6 vemos dos posiciones
vecinas del disco. Después de trans-
currido un tiempo dt, el centro C' del
disco pasa a la posicion C’, y el pun-
to de contacto A, a la posicion A’. El
arco elemental AFE lo asimilamos a
un arco elemental de la circunferen-
cia osculatriz de radio p y centro de
curvatura K. Por C’ trazamos un eje
C'D paralelo a la direccion fija en
el espacio CK. Este eje forma con
C’ A’ un angulo d¢ que representa el
desplazamiento angular del disco. El
desplazamiento angular del radio de

curvatura es df. Como el disco rue- K

da sin resbalar, el arco AE debe ser

igual al arco A’E. Figura 2.6: Ejemplo 2.1
Luego,

pd = r(dp — do),

y reordenando
(p+r)do =rdo,

de donde obtenemos _ _

(p+r)0=r0.
El primer miembro es la rapidez instantanea vc del centro del disco, y en el segundo,
¢ es la velocidad angular wg del disco. Resumiendo

Vo =wsr, (2.10)

Derivando respecto del tiempo obtenemos la componente tangencial de la acel-
eracion de C
act = agr. (2.11)

Finalmente, la componente normal de la aceleracién es

’U%
acn = ’ 2.12
C r ( )

Si el riel es rectilineo, p = 0o y acy, = 0, por lo que ag = acy = agr

2.4.5. Composiciéon de rotaciones

Supongamos un sistema fijo SF de origen O, y un sistema movil SM cuyo
origen es un punto A perteneciente a un solido.
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Definiendo
Wy = velocidad angular Wsm Ws
absoluta del SM
Ws = velocidad angular
absoluta del sélido
we, = velocidad angular
del sélido relativa
al SM, 19)
SF
buscaremos una relacién entre la
velocidad angular absoluta y la
relativa del sélido. Figura 2.7: Velocidades angulares

Para el SF, la ecuacion del campo de velocidades para otra particula cualquiera
P del sélido es la siguiente
—
_’p=’l_)’,4+75><AP.
También, para el SF la ecuacién del movimiento relativo de la particula P

es

UPZZ7A+Q7PT+U>5M Xﬁ. (2.13)

Para el SM, el movimiento relativo del sélido equivale a una rotaciéon en
torno del punto fijo A, por lo que

—
Upr = w)sr x AP.

Reemplazando la ultima ecuacién en la Ec. 2.13, e igualando con la ecuacion
del campo de velocidades, obtenemos

Ws = Wem + Wsr (2.14)

Recordemos que la derivada absoluta respecto del tiempo de un vector rela-
tivo (o sea, expresado en funcion de sus componentes en el SM) cualquiera
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—
A, satisface la relacion

dA dA
TJ = TJ +E>SM er. (215)
SM

dt dt

El primer miembro representa la derivada absoluta, o sea, realizada por el
observador fijo. El primer término del segundo miembro representa la deriva-
da relativa, o sea, realizada por el observador mévil. Si la aplicamos a Wyg,
y reemplazamos en la derivada temporal absoluta de la Ec. 2.14, obtenemos

Ws = Wepm + Wsr + Wsm X Wy, (2.16)

donde

_cg)s es la aceleracién angular absoluta del sélido,

TJSM es la aceleracién angular absoluta del SM, y

We, es la aceleracion angular relativa al SM del so6lido.

Ejemplo 2.2.- Un cono de semidngulo ¥ rueda sin resbalar sobre un cono fijo de
semidngulo ¢, como se muestra en la Fig. 2.8. Si el eje del cono mévil gira en torno
del eje del cono fijo con velocidad angular w; constante, encontrar su velocidad y
aceleracién angulares absolutas.

Cuando el sélido tiene un eje de

simetria de revolucién, conviene ele- z
gir un SM respecto del cual el s6-
lido sélo tiene rotaciéon en torno de
ese eje. Se dice que el solido tiene
spin relativo al SM. Con este ob-
jeto, elegimos como SM el sistema
cuyo plano (y,z) gira con veloci-
dad angular @, en torno del eje de
simetria vertical z del cono fijo. El
eje del cono movil esta en reposo re- .
lativo al SM en el plano (y, z), de |

modo que para el observador ligado EIR
al SM este cono sélo tiene un spin
relativo Wa que no conocemos. Figura 2.8: Cono que rueda

Como el cono rueda sin resbalar, todos los puntos de la generatriz de contacto
estan en reposo instantaneo por lo que podemos decir que el EIR coincide con dicha
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generatriz y pasa por el punto fijo A que es el vértice comin. Podemos escribir para
un punto P del EIR

_’p:_’A—I—U)SxA =0 donde
— — —
ws = Wsm + Wsr, O sea,
— — —
Ws = W1+ Wo, (2.17)
— —

17P=(w1+w2)><ﬁ= ,
y expresando los vectores en funcién de sus componentes cartesianas resulta
(w1 + w2 cos(V + ¢)) k — wy sen(9 + ) j) x AP(—cos¢ k+sen¢))
— (w1 4wz cos(¥ + ¢)) sen i+ wy sen(Vd + ) cospi =

de donde obtenemos finalmente

sen
Wy = W] ——-
sen

Reemplazando en Ec. 2.17 encontramos Wy en funcién de los datos del problema

Ws = —wi enzsen(ﬂJrcp)jerl (Sengcos(ﬂJrga)Jrl) k.

sen sen
En esta expresion solo j varia respecto del SF, de modo que la derivada temporal
absoluta de la velocidad angular es

N sen
wg = —wi
S

¥ X
g sen(d + @) J.

Pero,
A — A ];. A ~
J=WsM X]J=WiIRKX])]= —Wwi1,
y en consecuencia, la aceleracién angular del cono mévil es

N sen N
dg = w? p— sen(d + @) i.

Para las velocidades angulares pode-

mos encontrar una solucién geomé-

trica muy simple, representando la Wa
relaciéon vectorial de la Ec. 2.14 a es- 9
cala y con los dngulos que forman

entre si. En la Fig. 2.9 se ha hecho N
lo indicado. Nétese que w g tiene la —
direcciéon del EIR. Aplicando la ley

de los senos al tridangulo formado por

las velocidades angulares se obtiene:

w1 ) ws

send sen ¢ - sen(180 — ¥ — ¢)

y despejando las magnitudes de las
velocidades angulares resulta Figura 2.9: Suma vectorial
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sen

L sen v

sen(? + )
wg = w ———=-
sen v
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