
Capítulo 2CINEMÁTICA DEL SÓLIDOINDEFORMABLE2.1. Introdu

iónApli
aremos lo expuesto en el 
apítulo anterior para estudiar la dinámi
a delsólido indeformable. Previamente revisaremos los 
on
eptos de 
inemáti
adel sólido indispensables para una 
omprensión del movimiento de un sólidorígido sometido a fuerzas y torques.2.2. Las e
ua
iones generales del movimientoSea OXY Z un sistema de referen
ia �jo (sistema SF ), y sea Axyz(̂ı, ̂, k̂)un sistema de referen
ia móvil (sistema SM). En la Fig. 2.1 se observanambos sistemas y los ve
tores que de�nen la posi
ión de una partí
ula móvil
P respe
to del SF y del SM . Llamaremos absolutas las 
antidades medidaspor el SF y llamaremos relativas aquellas medidas por el SM . Si x, y, z sonlas 
oordenadas de P para el observador SM , el ve
tor posi
ión relativa de
P (i.e. respe
to del SM) será

−→
AP = x ı̂ + y ̂ + z k̂,y la velo
idad y a
elera
ión relativas de P serán
~vPr = ẋ ı̂ + ẏ ̂ + ż k̂

~aPr = ẍ ı̂ + ÿ ̂ + z̈ k̂respe
tivamente. 1



2 CAPÍTULO 2. CINEMÁTICA DEL SÓLIDO INDEFORMABLEAdemás, llamaremos ~vA y ~aAa la velo
idad y a
elera
iónabsolutas�o sea, observadas porel SF�del origen A del SM .Análogamente, ~vP y ~aP serán lavelo
idad y a
elera
ión absolu-tas�o sea, medidas por el SF�del móvil P . Por último, de-signaremos por −→ωSM a la velo
i-dad angular absoluta del SM , ypor −̇→ωSM a la a
elera
ión angu-lar absoluta del SM . Con estasde�ni
iones, las e
ua
iones delmovimiento relativo en
ontradasanteriormente son
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Figura 2.1: Sistemas de referen
ia
~vP = ~vA + ~vPr + −→ωSM ×

−→
AP

~aP = ~aA + ~aPr + −̇→ωSM ×
−→
AP + −→ωSM × (−→ωSM ×

−→
AP ) + 2−→ωSM × ~vPrSupongamos, ahora, que los puntos A y P pertene
en a un sólido indeforma-ble y que el SM está ligado rígidamente al sólido de modo que el movimientodel SM es el del sólido en todo instante. Esto signi�
a que el punto P estáen reposo relativo al SM ; luego, el ve
tor −→

AP es invariable en magnitud,dire

ión y sentido respe
to del observador móvil, por lo que
~vPr = 0 y ~aPr = 0.Como el movimiento del SM es igual al movimiento del sólido, es
ribiremos

−→ωSM = −→ωS = velo
idad angular absoluta del sólido
−̇→ωSM = −̇→ωS = a
elera
ión angular absoluta del sólido,
on lo que ~vP y ~aP se redu
en a

~vP = ~vA + −→ωS ×
−→
AP (2.1)

~aP = ~aA + −̇→ωS ×
−→
AP + −→ωS × (−→ωS ×

−→
AP ) (2.2)



2.3. PROPIEDADES DEL CAMPO DE VELOCIDADES 3Estas e
ua
iones muestran que el movimiento más general de un sólido equi-vale a una trasla
ión de un punto 
ualquiera A de él�que se suele llamarpunto base�más una rota
ión en torno de di
ho punto. El punto base quese use para determinar el 
ampo de velo
idades puede ser diferente del quese utili
e para determinar el 
ampo de a
elera
iones.2.3. Propiedades del 
ampo de velo
idadesSi proye
tamos la E
. 2.1 en la dire

ión de −→
AP se obtiene

~vP · ÂP = ~vA · ÂP ,puesto que ~a×~b·~b = 0 siempre. La e
ua
ión anterior revela que las velo
idadesde todos los puntos de un eje 
ualquiera del sólido dan la misma proye

iónsobre el eje. Esto se 
ono
e 
omo la propiedad de equiproye
tividad del 
ampode velo
idades.Si proye
tamos la E
. 2.1 en la dire

ión de la velo
idad angular se obtiene
~vP · ω̂S = ~vA · ω̂Sque muestra que las velo
idades de todos los puntos del sólido dan la mismaproye

ión en la dire

ión del ve
tor −→ωS.Si AB es un eje del sólido paralelo a −→ωS, enton
es

~vB = ~vA + −→ωS ×
−−→
AB = ~vApuesto que ~a × ~a = 0 siempre. Luego, las velo
idades de todos los puntos deun eje del sólido paralelo a −→ωS son iguales. De a
uerdo 
on las dos últimaspropiedades, debe existir un eje paralelo a −→ωS , 
uyos puntos tengan velo
i-dades iguales y que sean paralelas a −→ωS. Este eje re
ibe el nombre de eje
entral o eje de Mozzi del 
ampo de velo
idades. Para en
ontrar la e
ua
ióndel eje de Mozzi multipli
amos ve
torialmente por la izquierda la E
. 2.1por −→ωS . Si suponemos que P es un punto 
ualquiera del eje 
entral se debe
umplir que:

−→ωS × ~vP = 0 = −→ωS × ~vA + −→ωS × (−→ωS ×
−→
AP ).Como ~a × (~b × ~c) = ~a · ~c ~b − ~a ·~b ~c , podemos despejar −→AP

−→
AP =

−→ωS × ~vA

ω2

S

+
−→ωS ·

−→
AP

ω2

S

−→ωS . (2.3)



4 CAPÍTULO 2. CINEMÁTICA DEL SÓLIDO INDEFORMABLEEsta e
ua
ión de�ne la posi
ión de un punto 
ualquiera P del eje 
entralrespe
to del punto base A, 
uya posi
ión y velo
idad suponemos 
ono
idas.Por lo tanto, representa la e
ua
ión del eje 
entral.Corresponde a una re
ta para-lela al ve
tor −→ωS , 
uyos puntos
P tienen velo
idades iguales queson paralelas a −→ωS . La rela
ióngeométri
a de los términos de laE
. 2.3 se muestran en la Fig. 2.2.El plano π pasa por el punto base
A y es perpendi
ular al eje derota
ión. El eje 
entral interse
-ta en el punto B al plano π. Elve
tor −−→

AB está 
ontenido en elplano π ya que es perpendi
ularal ve
tor −→ωS; está de�nido por
−−→
AB =

−→ωS × ~vA

ω2

S

.El ve
tor −−→
BP 
oin
ide 
on el eje
entral y está de�nido por

−−→
BP =

−→ωS ·
−→
AP

ω2

S

−→ωS ,

= ω̂S ·
−→
AP ω̂S .
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Figura 2.2: Eje 
entrallo que representa la proye

ión de −→
AP sobre el eje 
entral. La E
. 2.3 del eje
entral 
orresponde a la 
ondi
ión de paralelismo entre los ve
tores ~vP y −→ωS ,o sea, −→ωS × ~vP = 0.Sin embargo, este produ
to ve
torial también se anula si ~vP = 0. En esteúltimo 
aso, todos los puntos P del eje 
entral están en reposo instantáneoy pasa a llamarse Eje Instantáneo de Rota
ión(≡ EIR) 
uya e
ua
ión es laE
. 2.3. De la E
. 2.1 tenemos

~vP = 0 = ~vA + −→ωS ×
−→
AP ,y multipli
ando es
alarmente por −→ωS resulta

~vA · −→ωS = 0. (2.4)



2.3. PROPIEDADES DEL CAMPO DE VELOCIDADES 5En otras palabras, la 
ondi
ión ~vP = 0 debe 
umplirse simultáneamente 
onla 
ondi
ión expresada en la E
.2.4. Esta e
ua
ión se satisfa
e en dos 
asos:
~vA = 0. Esto 
orresponde a una rota
ión en torno de un punto �jo A.El EIR pasa siempre por el punto �jo A, ya que de la E
. 2.1 tenemos

0 = −→ωS ×
−→
AP ,y 
omo P pertene
e al EIR, 
on
luímos que el ve
tor −→ωS 
oin
ide 
onla dire

ión del ve
tor −→AP .

~vA ⊥ −→ωS . En este 
aso, todas las partí
ulas del sólido tienen velo
i-dades ortogonales 
on la dire

ión de la velo
idad angular (o al EIR).Esta situa
ión 
orresponde a un movimiento plano en el que todas laspartí
ulas del sólido des
riben traye
torias planas sobre planos per-pendi
ulares a la velo
idad angular. La interse

ión del EIR 
on una
ualquiera de estas láminas planas del sólido�
omo π�es un puntoen reposo y se llama Centro Instantáneo de Rota
ión(≡ CIR) de esalámina.En la Fig. 2.3 se presenta el 
asodel movimiento plano. La lámi-na plana π del sólido está 
on-tenida en el plano de la página,y el eje de rota
ión es perpen-di
ular al plano. El ve
tor ~vA esperpendi
ular a −→ωS , y está 
on-tenido en el plano π. El punto Ique 
orresponde al punto B de laFig. 2.2, es el CIR, está en reposoinstantáneo y su posi
ión respe
-to de A está determinada por elve
tor
−→
AI =

−→ωS × ~vA

ω2

S

· (2.5)
.PSfrag repla
ements A
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πFigura 2.3: Movimiento planoDe a
uerdo 
on esta des
rip
ión, el 
ampo de velo
idades del sólido equivaleal de una rota
ión pura en torno del EIR:
~vP = −→ωS ×

−→
IP



6 CAPÍTULO 2. CINEMÁTICA DEL SÓLIDO INDEFORMABLE2.4. Movimientos bási
os2.4.1. La trasla
iónUn sólido está en trasla
ión 
uando 
ualquier eje ligado a él permane
e pa-ralelo a una dire

ión �ja en el espa
io. Esto es equivalente a de
ir que elsólido no tiene rota
ión, por lo 
ual −→ωS = 0 y −̇→ωS = 0.De las E
s. 2.1 y 2.2 resulta que
~vP = ~vA y ~aP = ~aA.Si A y P son dos puntos 
ualesquiera del sólido y O es un observador �jo, lae
ua
ión de la traye
toria de P será

−−→
OP =

−→
OA(t) +

−→
AP .Pero el ve
tor −→

AP es 
onstante ya que su magnitud lo es pues se trata deun sólido indeformable , y su dire

ión es 
onstante ya que el sólido no gira.Dedu
imos, enton
es, que la traye
toria de P es igual a la traye
toria de
A, aunque trsladada en un ve
tor 
onstante −→

AP . En 
onse
uen
ia, en latrasla
ión, todas las partí
ulas del sólido des
riben traye
torias iguales y en
ada instante tienen la misma velo
idad y la misma a
elera
ión. Luego, siun sólido está en trasla
ión, desde el punto de vista 
inemáti
o podemos re-presentarlo por un punto 
ualquiera de él. Desde el punto de vista dinámi
o,el punto a elegir para representar la trasla
ión del sólido es el 
entro demasa puesto que su movimiento satisfa
e la primera e
ua
ión fundamental(E
.1.4).2.4.2. La rota
ión puraEste movimiento 
orresponde a una rota
ión en torno de un eje �jo, por loque todas las partí
ulas des
riben 
ir
unferen
ias en planos perpendi
ularesal eje de rota
ión, y 
uyos 
entros están ubi
ados sobre di
ho eje.Si elegimos 
omo punto base un punto A del eje de rota
ión �jo, su velo
idady a
elera
ión son nulos y el 
ampo de velo
idades y el 
ampo de a
elera
ionesdel sólido serán



2.4. MOVIMIENTOS BÁSICOS 7
~vP = −→ωS×

−→
AP

~aP = −̇→ω S×
−→
AP + −→ωS×(−→ω S×

−→
AP ).De la Fig. 2.4, si CP es el radio dela 
ir
unferen
ia que des
ribe P entorno de C, podemos es
ribir

−→
AP =

−→
AC +

−−→
CP .Reemplazando en las e
ua
ionesanteriores, en
ontramos que la ve-lo
idad puede expresarse 
omosigue

~vP = −→ω S ×
−−→
CP , (2.6)
on vP = ωS CP.A su vez, la a
elera
ión se redu
e a
PSfrag repla
ements
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Figura 2.4: Rota
ión pura
~aP = ~αS ×

−−→
CP − ω2

S

−−→
CP, (2.7)donde hemos introdu
ido ~αS ≡ −̇→wS . El primer término de la E
. 2.7 repre-senta la 
omponente tangen
ial de la a
elera
ión de P ; el segundo representala 
omponente 
entrípeta de esta a
elera
ión.

∣∣∣~αS ×
−→
AP

∣∣∣ = αS CP = aPtes la magnitud de la 
omponente tangen
ial, y
∣∣∣−→ω S × (−→ω S ×

−→
AP )

∣∣∣ = ω2

S CP = aPces la magnitud de la 
omponente 
entrípeta. Todas estas 
antidades son
ara
terísti
as de una partí
ula P en movimiento 
ir
ular.2.4.3. Otra vez el movimiento planoEn el movimiento plano, todas las partí
ulas del sólido se mueven sobreplanos paralelos a un plano �jo en el espa
io, des
ribiendo traye
torias planas.



8 CAPÍTULO 2. CINEMÁTICA DEL SÓLIDO INDEFORMABLELuego, si A y P son dos puntos 
ualesquiera de uno de estos planos, sus res-pe
tivas velo
idades deben estar 
ontenidas en el plano. Si proye
tamos sobreel ve
tor −→ωS la E
. 2.1, se obtiene
(~vP − ~vA) · −→ωS = 0.Como A y P son dos puntos 
ualesquiera de la lámina, y las velo
idades son
oplanares 
on di
ha lámina, se 
on
luye que el ve
tor −→ω S es perpendi
ularal plano. Como el plano tiene orienta
ión 
onstante, la dire

ión del ve
torvelo
idad angular es 
onstante. Esto signi�
a, a su vez, que la a
elera
ión an-gular es paralela a la velo
idad angular. En resumen, durante un movimientoplano, la velo
idad y a
elera
ión angulares son perpendi
ulares al plano delmovimiento.Para determinar por 
ompleto la 
inemáti
a de todos los puntos de un sóli-do en movimiento plano basta 
ono
er la 
inemáti
a de los puntos de uno
ualquiera de los planos del movimiento. Esto se debe a que todos los puntosde un eje perpendi
ular al plano en el punto P, tienen la misma velo
idady a
elera
ión que el punto P . Ya vimos en la se

ión sobre propiedades del
ampo de velo
idades que todos los puntos de un eje paralelo a la velo
idadangular tienen la misma velo
idad. Veamos lo que o
urre 
on las a
elera-
iones de dos puntos A y P que pertene
en a un eje paralelo a la velo
idady a
elera
ión angulares. Podemos es
ribir

~aP = ~aA + −→αS ×
−→
AP + −→ωS × (−→ωS ×

−→
AP ).Como el ve
tor −→

AP es paralelo al ve
tor −→ωS y al ve
tor −→αS los produ
tosve
toriales se anulan y queda sólo
~aP = ~aA.Según ya vimos, el EIR interse
ta al plano en un punto I llamado CentroInstantáneo de Rota
ión(CIR), 
uya posi
ión respe
to de un punto A estáde�nida por la E
. 2.5 que repetimos aquí

−→
AI =

−→ω S × ~vA

ω2

S

·Nótese que 
uando el valor instantáneo de la velo
idad angular es 
ero, elCIR está en el in�nito y las velo
idades de todas las partí
ulas son iguales. Sedi
e que en este 
aso, el sólido está en trasla
ión instantánea, pero sólo desde



2.4. MOVIMIENTOS BÁSICOS 9el punto de vista del 
ampo de velo
idades, pues, en general, la a
elera
iónangular será distinta de 
ero en ese instante.Si se elige I 
omo punto base, la velo
idad de P será
~vP = −→ωS ×

−→
IP ,
umpliéndose que ~vP ⊥

−→
IP . Esto indi
a que el 
ampo de velo
idades de lospuntos de la lámina plana equivale al de una rota
ión pura en torno del CIR.De a
uerdo 
on lo anterior, para en
ontrar la posi
ión del CIR en el planodel movimiento, basta determinar la interse

ión de las perpendi
ulares a lasdire

iones de las velo
idades de dos puntos de ella, levantadas en di
hospuntos. A medida que la lámina se mueve en su plano, el CIR 
ambia deposi
ión respe
to de la lámina y respe
to de un observador �jo, des
ribiendolas llamadas 
urvas polares. La traye
toria respe
to del observador �jo sellama riel o polar �ja; la traye
toria respe
to del observador ligado a lalámina se llama rodante o polar móvil.En general, la a
elera
ión del CIR es distinta de 
ero. Pero, existe siempreen la lámina en 
ada instante, un punto J llamado Centro Instantáneo deA
elera
ión(≡ CIA)�en general distinto de I�
uya a
elera
ión instantáneaes nula. Usando J 
omo punto base, la a
elera
ión del punto P es

~aP = −→αS ×
−→
JP + −→ωS × (−→ωS ×

−→
JP ).

~aP = −→αS ×
−→
JP − ω2

S

−→
JP (2.8)Las rela
iones anteriores muestran que el 
ampo de a
elera
iones equivale alde una rota
ión pura en torno del CIA.En la Fig. 2.5 se observan la a
elera
ión del punto P y sus 
omponentes. Lamagnitud de la a
elera
ión de un punto 
ualquiera P de la lámina es

aP = JP

√
α2

S
+ ω4

S
,o sea, es dire
tamente propor
ional a la distan
ia del punto al CIA. El ángulo

ϕ que la dire

ión de la a
elera
ión forma 
on JP está dado por
tg ϕ =

αS

ω2

S

,que no depende de la posi
ión de la partí
ula P . Esto signi�
a que en uninstante 
ualquiera la a
elera
ión de un punto del plano forma un ángulo 
on
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Figura 2.5: A
elera
ión en movimiento planoel eje que pasa por el CIA y el punto, que es igual para todos los puntos delplano en ese instante.Para en
ontrar la posi
ión del CIA respe
to de un punto P 
ualquiera delplano π del movimiento, multipli
amos por ω2

S
la E
. 2.8 y le sumamos elprodu
to ve
torial de −→αS por la misma e
ua
ión. Se obtiene �nalmente

−→
PJ =

−→αS × ~aP + ω2

S
~aP

α2

S
+ ω4

S

(2.9)2.4.4. Sólidos en 
onta
toSea A el punto del sólido móvil S1 que está en 
onta
to 
on un punto Bdel sólido móvil S2. La velo
idad de un punto P del sólido S1 la podemosexpresar 
omo
~vP = ~vA + −→ωS1 ×

−→
AP.o sea, 
omo una trasla
ión del punto A más una rota
ión en torno de uneje que pasa por A. Esta rota
ión −→ω S1 se puede proye
tar sobre un planotangente al sólido S1 en A, y sobre la normal a di
ho plano, levantada en A.La 
omponente normal de la velo
idad angular se llama velo
idad angular depivoteo; la 
omponente tangen
ial es la velo
idad angular de rodadura.



2.4. MOVIMIENTOS BÁSICOS 11Como los sólidos son indeformables y están en 
onta
to, las 
omponentesnormales de las velo
idades de los puntos de 
onta
to deben ser iguales:
vAn = vBn, lo que impli
a que la velo
idad relativa ~vA−~vB debe ser tangentea las super�
ies en el 
onta
to. En efe
to

vAn = vBn

~vA · n̂ = ~vB · n̂

(~vA − ~vB) · n̂ = 0,y por lo tanto, la velo
idad relativa entre los puntos de 
onta
to es per-pendi
ular a la dire

ión normal, o sea que está 
ontenida en el plano detangen
ia.Cuando la velo
idad relativa entre los puntos de 
onta
to es distinta de
ero, o sea, 
uando ~vA 6= ~vB, se di
e que hay resbalamiento. En general, sepresenta rodadura y pivoteo a
ompañados de resbalamiento; normalmentesupondremos que no hay pivoteo, salvo que digamos lo 
ontrario en formaexplí
ita. Si la velo
idad relativa entre los puntos de 
onta
to es nula, esde
ir si ~vA = ~vB , se di
e que los sólidos ruedan sin resbalar . En este 
aso,los ar
os elementales ds1 y ds2 re
orridos por A y B en un intervalo d t soniguales, lo que signi�
a que las derivadas de estos son iguales, o sea, ṡ1 = ṡ2y s̈1 = s̈2. La última igualdad signi�
a que las 
omponentes tangen
ialesde las a
elera
iones de los puntos de 
onta
to son iguales, 
uando un sólidorueda sin resbalar sobre otro.Una situa
ión interesante se presenta 
uando un sólido S1 rueda sin resbalarsobre otro sólido S2 que está en reposo, puesto que
~vA = ~vB = 0,y por lo tanto, el punto de 
onta
to A es el CIR del sólido S1 ya que estáen reposo instantáneo.Ejemplo 2.1.- Un dis
o de radio r rueda sin resbalar sobre un riel S 
uyo radio de
urvatura es ρ. El movimiento esyá 
ontenido en el plano de la �gura. En
ontrarlas rela
iones entre el movimiento del 
entro del dis
o y su rota
ión.



12 CAPÍTULO 2. CINEMÁTICA DEL SÓLIDO INDEFORMABLEEn la Fig. 2.6 vemos dos posi
ionesve
inas del dis
o. Después de trans-
urrido un tiempo dt, el 
entro C deldis
o pasa a la posi
ión C′, y el pun-to de 
onta
to A, a la posi
ión A′. Elar
o elemental AE lo asimilamos aun ar
o elemental de la 
ir
unferen-
ia os
ulatriz de radio ρ y 
entro de
urvatura K. Por C′ trazamos un eje
C′D paralelo a la dire

ión �ja enel espa
io CK. Este eje forma 
on
C′A′ un ángulo dφ que representa eldesplazamiento angular del dis
o. Eldesplazamiento angular del radio de
urvatura es dθ. Como el dis
o rue-da sin resbalar, el ar
o AE debe serigual al ar
o A′E.

C’

A’PSfrag repla
ements
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Figura 2.6: Ejemplo 2.1Luego,
ρ dθ = r(dφ − dθ),y reordenando
(ρ + r)dθ = r dφ,de donde obtenemos
(ρ + r)θ̇ = r φ̇.El primer miembro es la rapidez instantánea vC del 
entro del dis
o, y en el segundo,

φ̇ es la velo
idad angular ωS del dis
o. Resumiendo
vC = ωS r, (2.10)Derivando respe
to del tiempo obtenemos la 
omponente tangen
ial de la a
el-era
ión de C

aCt = αSr. (2.11)Finalmente, la 
omponente normal de la a
elera
ión es
aCn =

v2

C

ρ + r
, (2.12)Si el riel es re
tilíneo, ρ = ∞ y aCn = 0, por lo que aC = aCt = αS r2.4.5. Composi
ión de rota
ionesSupongamos un sistema �jo SF de origen O, y un sistema móvil SM 
uyoorigen es un punto A pertene
iente a un sólido.



2.4. MOVIMIENTOS BÁSICOS 13De�niendo
−→ωSM = velo
idad angularabsoluta del SM
−→ωS = velo
idad angularabsoluta del sólido
−→ωSr = velo
idad angulardel sólido relativaal SM ,bus
aremos una rela
ión entre lavelo
idad angular absoluta y larelativa del sólido.

PSfrag repla
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Figura 2.7: Velo
idades angularesPara el SF, la e
ua
ión del 
ampo de velo
idades para otra partí
ula 
ualquiera
P del sólido es la siguiente

~vP = ~vA + −→ωS ×
−→
AP.También, para el SF la e
ua
ión del movimiento relativo de la partí
ula Pes

~vP = ~vA + ~vPr + −→ωSM ×
−→
AP. (2.13)Para el SM, el movimiento relativo del sólido equivale a una rota
ión entorno del punto �jo A, por lo que

~vPr = −→ωSr ×
−→
AP.Reemplazando la última e
ua
ión en la E
. 2.13, e igualando 
on la e
ua
ióndel 
ampo de velo
idades, obtenemos

−→ωS = −→ωSM + −→ωSr. (2.14)Re
ordemos que la derivada absoluta respe
to del tiempo de un ve
tor rela-tivo (o sea, expresado en fun
ión de sus 
omponentes en el SM) 
ualquiera
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−→
A r satisfa
e la rela
ión

d
−→
A r

d t

⌋

SF

=
d
−→
A r

d t

⌋

SM

+ −→ωSM ×
−→
A r. (2.15)El primer miembro representa la derivada absoluta, o sea, realizada por elobservador �jo. El primer término del segundo miembro representa la deriva-da relativa, o sea, realizada por el observador móvil. Si la apli
amos a −→ωSry reemplazamos en la derivada temporal absoluta de la E
. 2.14, obtenemos

−̇→ωS = −̇→ωSM + −̇→ωSr + −→ωSM ×−→ωSr, (2.16)donde
−̇→ωS es la a
elera
ión angular absoluta del sólido,
−̇→ωSM es la a
elera
ión angular absoluta del SM , y
−̇→ωSr es la a
elera
ión angular relativa al SM del sólido.Ejemplo 2.2.- Un 
ono de semiángulo ϑ rueda sin resbalar sobre un 
ono �jo desemiángulo ϕ, 
omo se muestra en la Fig. 2.8. Si el eje del 
ono móvil gira en tornodel eje del 
ono �jo 
on velo
idad angular ω1 
onstante, en
ontrar su velo
idad ya
elera
ión angulares absolutas.Cuando el sólido tiene un eje desimetría de revolu
ión, 
onviene ele-gir un SM respe
to del 
ual el só-lido sólo tiene rota
ión en torno deese eje. Se di
e que el sólido tienespin relativo al SM . Con este ob-jeto, elegimos 
omo SM el sistema
uyo plano (y, z) gira 
on velo
i-dad angular −→ω1 en torno del eje desimetría verti
al z del 
ono �jo. Eleje del 
ono móvil está en reposo re-lativo al SM en el plano (y, z), demodo que para el observador ligadoal SM este 
ono sólo tiene un spinrelativo −→ω2 que no 
ono
emos.

PSfrag repla
ements
ϕ

A

−→ω 2
−→ω 1

z

y

ϑ

P

EIRFigura 2.8: Cono que ruedaComo el 
ono rueda sin resbalar, todos los puntos de la generatriz de 
onta
toestán en reposo instantáneo por lo que podemos de
ir que el EIR 
oin
ide 
on di
ha



2.4. MOVIMIENTOS BÁSICOS 15generatriz y pasa por el punto �jo A que es el vérti
e 
omún. Podemos es
ribir paraun punto P del EIR
~vP = ~vA + −→ωS ×

−→
AP = 0 donde

−→ωS = −→ωSM + −→ωSr, o sea,
−→ωS = −→ω1 + −→ω2, (2.17)

~vP = (−→ω1 + −→ω2) ×
−→
AP = 0,y expresando los ve
tores en fun
ión de sus 
omponentes 
artesianas resulta

(
(ω1 + ω2 cos(ϑ + ϕ)) k̂ − ω2 sen(ϑ + ϕ) ̂

)
× AP (− cosϕ k̂ + sen ϕ ̂) = 0

−
(
ω1 + ω2 cos(ϑ + ϕ)

)
senϕ ı̂ + ω2 sen(ϑ + ϕ) cosϕ ı̂ = 0de donde obtenemos �nalmente

ω2 = ω1

senϕ

senϑ
·Reemplazando en E
. 2.17 en
ontramos −→ωS en fun
ión de los datos del problema

−→ωS = − ω1

sen ϕ

senϑ
sen(ϑ + ϕ) ̂ + ω1

( senϕ

senϑ
cos(ϑ + ϕ) + 1

)
k̂.En esta expresión sólo ̂ varía respe
to del SF, de modo que la derivada temporalabsoluta de la velo
idad angular es

−̇→ω S = − ω1

sen ϕ

sen ϑ
sen(ϑ + ϕ) ˙̂.Pero,

˙̂ = −→ωSM × ̂ = ω1 k̂ × ̂ = − ω1 ı̂,y en 
onse
uen
ia, la a
elera
ión angular del 
ono móvil es
~̇ωS = ω2

1

senϕ

senϑ
sen(ϑ + ϕ) ı̂.Para las velo
idades angulares pode-mos en
ontrar una solu
ión geomé-tri
a muy simple, representando larela
ión ve
torial de la E
. 2.14 a es-
ala y 
on los ángulos que formanentre sí. En la Fig. 2.9 se ha he
holo indi
ado. Nótese que −→ω S tiene ladire

ión del EIR. Apli
ando la leyde los senos al triángulo formado porlas velo
idades angulares se obtiene:

ω1

senϑ
=

ω2

sen ϕ
=

ωS

sen(180 − ϑ − ϕ)y despejando las magnitudes de lasvelo
idades angulares resulta
PSfrag repla
ements −→ωS

−→ω1

−→ω2

ϑ

ϕ

Figura 2.9: Suma ve
torial
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ω2 = ω1

sen ϕ

senϑ

ωS = ω1

sen(ϑ + ϕ)

sen ϑ
·



2.5. APLICACIONES 172.5. Apli
a
iones


