Control 1 MA26B Matemaéticas Aplicadas
Semestre 2004-2

2 de Septiembre de 2004

Pauta

Problema 1

a) Sear(s)=(z(s),y(s),0) una curva plana parametrizada con respecto a longitud de arco con

curvatura k£ > 0 constante y tal que
T(O) = (0’0’0)7 T(O) = (07170)3 N(O) = (_17070)

i) (1.5 ptos.) Pruebe, utilizando las férmulas de Frenet, que

A>T

ii) (1.5 ptos.) Encuentre r(s) explicitamente.
b) Considere el campo vectorial conservativo
(_j(:):, y,2) = (y? cosz + 23, 2ysenx — 4, 3222 + 2).

i) (2 ptos.) Encuentre g tal que Vg = G.
ii) (1 pto.) Calcule [, G - dF donde C es la curva

x(t) = V2w — tcost
y(t) = V21 —tsent

z(t) =t t € [0,27].
Solucién.

a)i) Usando la relacién entre la derivada del vector tangente Ty el vector normal N y el hecho
de que la curvatura es constante:
ar _ v T  dN
ds ds? ds
Pero por Frenet, y dado que la curva es plana lo que asegura que la torsiéon 7 de la curva
es idénticamente nula, se sigue que:
d*T
— = k[-KT + 7B] = —K°T,
d82 [ ]

es decir ,
d=T
=t KT = 0. (0.1)



ii) La ecuacién (0.1), dado que k > 0 es un nimero real, tiene la conocida solucién
T'(s) = Asen(ks) + B cos(ks) con A, B € R>.
Dado que T"(s) = kN se tienen las condiciones iniciales

T(0) = (0,1,0)

=j=8B
T70) = kN(0)=r(—

k(—1,0,0) = —ki = KA
de donde A = —i, B = j. De esta manera el vector tangente queda definido por T'(s) =

(—sen(ks), cos(ks),0) y dado que la parametrizacion estd dada en longitud de arco se tiene

que r'(s) = T'(s) por lo que, integrando esta ecuacion:

1

x(s) = —cos(ks)+ g
K
1

y(s) = - sen(Ks) + yo.

Finalmente como r(s = 0) = (0,0,0) entonces

y la parametrizacion queda:

1
r(s) = = (cos(ks) — 1,sen(ks),0).
K
b) Tenemos é(x, y,2) = (y?cosx + 23, 2ysenx — 4,322 + 2).

—

i) Buscamos g talque Vg = G:

% = ylcosx+ 25 — g(z,y,2) = y?senx + 23z + hi(y, 2)
g_z = 2ysenz —4 — g(z,y,2) = y?sexs — 4y + ha(z, 2)
9 = 322242 — gla,y,2) =22+ 22 + hy(a,y).

Comparamos y proponemos
g(x7y7z) - y2 senx + 23:1;‘ — 4y —+ 227

y se verifica directamente que Vg = G.

ii) La curva se recorre desde 7(0) = (x(0),y(0),2(0)) = (v2m,0,0) hasta 7(27) = (0,0, 27).

Dado que G es un campo conservativo con potencial asociado g:

/é = /vg - dF = g(F(27)) — g(F(0)) = 4.

c C



Problema 2

a) (4.5 ptos.) Calcule el flujo del campo
ﬁ(m, y,z) = (e*siny + zy’z, ¥ cos z + z2yz, 2°)
a través del manto del cono de ecuacién z =r — 1, —1 < 2 < 0, donde r = /22 + y2.

b) (1.5 ptos.) {Es el campo F' de la parte anterior el rotor de un campo G de clase C2?
Solucién.

a) Dado que el cono se describe por la ecuacion en coordenadas cilindricas z = r—1, z € [—1,0],
para z = —1 se tiene r = 0 (el vértice del cono estd en (0,0,-1)) y la base del cono est4 situada
en el plano XY, siendo un circulo de radio 1 y centrado en el origen. Podemos considerar

asi la superficie cerrada que encierra al cono (manto + base).

Es claro que el campo F es de clase C™® (R3) por algebra de funciones y luego, si orientamos
la superficie del cono segun la normal exterior, podemos aplicar el teorema de la divergencia
a esta situacion:

VF = (y22) + (2%2) + 0 = 2(2? + y?) = r22,

donde al final usamos coordenadas cilindricas. Se tiene entonces que, denotando M al manto

del cono, B a la base del cono y C' al cono:

/ﬁ-ﬁds+/ﬁ-ﬁds—/v-ﬁdv
C

M B

puesto que dv = rdrdzdf en coordenadas cilindricas. Calculemos

2m 0 241
/V'ﬁdv = ///(r% yrdrdzdo
c 0-10
0 iy
= QW/M(&
4
-1
1
— %/34(5 —1)ds (cambio de variables z + 1 = s)
0
T (1 A
- 5/0 (s" —s)ds
T

60

Ahora calculemos el flujo del campo por la base del cono, observando que el vector normal

exterior al cono en esta superficie viene dado por k. Luego F -7 = 22 = r?cos’6 en



b)

coordenadas polares. De este modo

/ﬁ-ﬁds
B

2 1
/ r? cos? 0 r drdf
0

Il
S—

1 27
r3 dr / cos? 0 db
0

NER

Hemos utilizado el hecho que f027r cos’0df = w lo que se puede obtener de la identidad

1 2
cos?f = +C°7;(0).

Finalmente

/ F-ﬁds—/vﬁdV—/F-ﬁds
M C B

Si existiese G de clase C? tal que F=VxG entonces, por una identidad vectorial vista en
clase se tendria que VE = V(V x G) = 0. Pero vimos que VF = r2z que no es idénticamente

nulo por lo que un campo G tal, no existe.

Problema 3

Considere el toro de radio mayor R y de radio menor a, donde R > a > 0 son constantes.

Sea ¥ la porcon de superficie de dicho toro que se encuentra fuera de la esfera de ecuacién

22 + 9% + 22 = R?, la cual orientamos segiin la normal exterior al toro.

a)

(3 ptos.) Demuestre que si F' es un campo continuamente diferenciable en ¥, entonces se

/ ﬁxﬁ.ﬁdA:fﬁ-df—y{ﬁ-df

by C1 Co

satisface:

donde C; y C; son las circunferencias obtenidas de la interseccién del cilindro x? + y? = d?

2R%2—q? - av4R2—a?
2R <1 — 2R

con los planos z = 21 y 2z = 25 respectivamente, con d = y 29 = —21,

ambas orientadas en el sentido antihorario.

(3 ptos.) Para el campo F = (e7%"/p)p + 20 + zsin(6) cos2(0)k calcule:

/ V x F - f dA.
>

Solucidn.



a) Fijandose en la figura, es posible darse cuenta de que una ecuacién que satisface el toro en
coordenadas cilindricas es (R—r)%+422 = a®. Por otra parte, la esfera descrita en coordenadas

cilintricas tiene por ecuacién 72 + 22 = R?

Al intersectar ambas superficies (restamos las ecuaciones para obtener una ecuacién depen-

diente de un parametro) se obtiene la ecuacién:
(R—7)? =1+ R* = d?,

de donde despejando se obtiene que el radio r es constante y

_2R2—a2
r= SR

Vemos asi que la interseccion de la esfera con el toro son circulos de radio r. Falta ver a que

altura se ubican los circulos.

Despejamos z de la ecuacién de la esfera:

Asf vemos que hay dos soluciones para z dadas por z1 = 55V A4R? —a? y 29 = —21.

Definimos entonces las circunferencias en coordenadas cilindricas, orientadas segin crece el
angulo 6 de estas coordenadas, es decir, sentido antihorario.

2

Cy: r=R—4p 2=3p 4R? — g2
Cy r:R—% 2= —3pV4AR? —a?

Por el teorema de Stokes dado que que F es continuamente diferenciable



Por otra parte, la interseccién del cilindro z? 4+ y> = d? con los planos z = 21 y z = 2
(notar que los z1,z2 son los mismos que en la interseccién de la esfera con el toro) son
exactamente las circunferencias C7 y Cs descritas antes, dado que d = r. Luego la igualdad

pedida esta probada puesto que la orientacion también coincide.

Teniamos antes parametrizaciones en cilindricas de las circunferencias Cy y Cs. De coordena-
das curvilineas sabemos que usando coordenadas cilindricas y dado que r y z son constantes

en cada circunferencia el elemonto de longitud para Ci y C5 es
dF = rdbé.

Luego F.di = Fyrdf = zrdf. Para integrar ocupamos la parte a) y obtenemos:

/vXﬁ-ﬁdA - j{ﬁ'dqu{ﬁ-df

% & Cs
2 2
= /zlrdﬁ—/—zlrdﬁ
0 0
= drnrzy,

con r =dy z dados en el enunciado.



