Respuesta de frecuencia

La forma en que un sistema responde a una entrada oscilatoria define
su “respuesta de frecuencia”. El andlisis de la respuesta a entradas
oscilantes permite llegar a métodos de sintfonia de pardmetros de
controladores, entre ofras virtudes.

Es probablemente mas simple comenzar con un sistema conocido,
por ejemplo, un sistema de primer orden:

_y(s)_ Kp
G(S)_f(s)_TPXs-i-l

es excitado por una entrada sinusoidal de amplitud A y de frecuencia

f(t)=AXseno(wXt)

entonces, la entrada al proceso en el campo fransformado serd:

AXw
(s)=
f S2+w2
de modo que la respuesta del proceso serd:
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que, al destransformar (via fracciones parciales, etc.) da una
respuesta final (i.e. a tiempo infinito) de cardcter oscilatorio también,
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Se debe destacar que se obtiene, finalmente, una oscilacion
permanente porque el término exponencial (el primer término) se extingue
a t extenso; es decir, la respuesta del nuevo estado estacionario serd:

Vee (t)=(chos(wt))+(KPAxseno(wt))
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o, por identidades trigonométricas:
(=t senolwt+d) ;  p=tan” (~wr,)
Y, (t)=——=——=—=Xseno(w ; =tan (—wT
\/Ti,wQ—l—l i

Se puede concluir, al menos, que:



1.

El nuevo estado estacionario (de un primer orden con entrada
sinusoidal) es una respuesta oscilante, de la misma frecuencia que la
enfrada.

La amplitud de la respuesta es una funcion tanto de la amplitud de la
entrada como de la frecuencia (de alli que se suele hablar de la Razdén
de Amplitudes):
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La respuesta se retrasa respecto de la enfrada en un adngulo de fase ¢,
que depende de la frecuencia de entrada.
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Sila linea roja fuese la entrada y la azul la respuesta, entonces la R.A.

seria del orden de 0,5. 3Cudnto serd el dngulo de fase? 3En qué unidades?

Alguna propiedades de los nUmeros complejos ayudardn a realizar el

andlisis de la respuesta de frecuencia. Un breve repaso permitird definir la
notacion que se utilizard.

Si se considera un nUmero complejo cualquiera, en la forma
W=a+j b
Se dice que la magnitud “a” es su parte real y la magnitud “b" su

parte imaginaria; mientras tanto, “j" representa un eje ortogonal y su
magnitud es la raiz cuadrada de “-1"

Entonces, como notacidn, se puede usar que:



a=R(W) y b=3(W

El “Mdodulo” (o valor absoluto) del nUmero complejo “W" se asocia a
la magnitud de un vector tendido entre dos ejes ortogonales (norma
Euclidiana):

W =A[R (W) P+]3 (W)

mientras que su “angulo de fase” (o su argumento), representado por
arg(W) (*argumento de W) estd definido como el dngulo que tenderia el
vector W en el plano complejo:

arg(W):tanlls%(W)lzqs

Similarmente, es facil demostrar que si Z=a-jb es el nUmero complejo
conjugado de W=a+jb entonces sus modulos son iguales y su argumentos
son inversos aditivos (arg(Z) = - arg(W)).

Un método tradicional para encontrar la magnitud y fase de una
funcion de transferencia consiste en evaluarla cuando la variable
compleja s” vale “jo". Por ejemplo, dada la funcidn de fransferencia de
primer orden que se estd analizando:

y(S)_ K,

Gls)= fs) T,Xs+1

su evaluacion cuando “s= jo" y una pequena manipulacion resulta en:

1 K K -7, jw+1
G(jw)_y(jw)_ P P TpJW

_f(jw)_Tij+1:Tij+1 —Tpjw+1
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Calculando ahora el médulo y el argumento de la funcion de
transferencia evaluada en s= jo:
KP

G (j w)FW:R-A- ; arg(g(jw))=tan” (~wt,)

De donde se deduce una regla prdctica comun para un proceso de
primer orden, excitado por una entrada oscilante

La razéon de amplitudes y el retardo de fase de la respuesta a tiempo
infinito de un proceso corresponden al moédulo y argumento de su funcion
de fransferencia evaluada en s=jw.



Este resultado serd Util para resolver cdlculos de R.A. y de arg() en
forma simplificada... pero tiene mds implicaciones adn, sobre todo en
andlisis de estabilidad y sintonizacion de controladores.

Generalizacidn de Respuestas de Frecuencia

Cualquier sistema lineal generard, siempre, una funcion de
transferencia consistente de la razén de dos polinomios (Q(s) en el
numerador y P(s) en el denominador) donde el denominador (P(s)) es de
mas alto orden que el numerador (Q(s)):

Gls)=25)_00s)
Sfs) P(s)

Si esta funcion de transferencia es sometida a una enfrada f(f)
sinusoidal, se puede demostrar (el lector estd capacitado para realizar la
demostracion) que:

1. Larespuesta a tiempo infinito es una sinusoide, a la misma frecuencia

2. La Razdn de Amplitudes es funcidn de la frecuencia y queda
determinada por el médulo de la funcidon de transferencia evaluada en
S=jm

3. Lasalida sinusoidal se retrasa en un dngulo cuyo valor queda

determinado por el argumento de la funcidén de transferencia evaluada
en sTjm

Debiera, entonces, ser bastante simple encontrar la R.A. y la fase de
cualquier funcion de transferencia (fisicamente valida).

Por ejemplo:

Un proceso capacitivo puro, cuya funcion de transferencia es G(s)
=Ko/s, al ser evaluada en s=jo permite deducir que:
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Es decir, la respuesta de un proceso capacitivo puro a una enfrada
sinusoidal es una oscilacion de la misma frecuencia retardada en 920° de
arco.

¢ = arg{G(jo )} =tan = tan™" (= ) = —90°



Es recomendable que el lector ensaye en el sistema de estanque con
bomba de descarga de Confrol Stafion una oscilacion centrada en 20, de
amplitud 2 y de periodos de 100 y 200 segundos para ratificar los resultados
anteriores.

Como ofro ejemplo, serd Ufil calcular la R.A. y arg() de un sistema
compuesto por N capacidades conectadas en serie no interactuante, ya
gue genera una funcion de transferencia de orden N pero cuya respuesta
a un escaldn es siempre una sigmoidea.



