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Michèle Cohen, EUREQua, U Paris I

Michael Landsberger, Universidad de Haifa

Isaac Meilijson, Universidad de Tel Aviv

1



Dominación de primer y segundo orden

Cruce único entre distribuciones

El orden dispersivo y Aumento en Riesgo monotónico

Tipos de aumento en riesgo
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G menos ventajoso que F

Dominación de primer orden Â∼1 o Â1

bajo los cuales para todo x

F (x) ≤ G(x)

O, en algun espacio de probabilidad hay X y Z con

X ∼ F , X + Z ∼ G , Z ≥ 0 a.s.

O, para toda U creciente (t.q. bien definidos),
∫
UdF ≥ ∫

UdG
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G más arriesgado que F (medias iguales)

Dilatación Martingala
Aumento en Riesgo Preservando Medias
Dominación de segundo orden Â∼2 o Â2

Dominación convexa

bajo los cuales para todo x
∫ x
−∞ F (t)dt ≤ ∫ x

−∞G(t)dt

O, en algun espacio de probabilidad hay X y Z con

X ∼ F , X + Z ∼ G , E[Z|X ] = 0 a.s.

O, para toda U cóncava (t.q. bien definidos),
∫
UdF ≥ ∫

UdG

Vasta literatura: Hardy & Littlewood,
Strassen, Rothschild & Stiglitz, Diamond
& Stiglitz, otros.
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Ejemplo: Cruce único (Diamond & Stiglitz,
Machina & Pratt).
FÂ∼2G sii G se obtiene de F por una sucesión de
cruces únicos.

G es cruce único de F si G(x) ≥ F (x) para x < x0

y G(x) ≤ F (x) para x > x0.
O, G−1(v) − F−1(v) es no-positivo bajo algún
v0 ∈ [0, 1] y no-negativo en adelante.

Más fuerte (sin condiciones sobre medias)

Orden dispersivo (Bickel & Lehmann)

o bajo medias finitas iguales

Aumento en Riesgo Monotónico (Quiggin)

bajo los cuales G se obtiene de F como

Cruce único monotónico:
G−1(v)− F−1(v) no-decreciente en (0, 1).

O, G cruza en forma única cada translación horizontal
de F .
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Noción intermedia

Location-independent Risk (Jewitt)
generado por

Cruce único monotónico a la izquierda:
G−1(v)−F−1(v) es no-decreciente donde es no-positiva.

O, G cruza en forma única cada translación horizontal
de F hacia la izquierda.

Su imágen de espejo es

Cruce único monotónico a la derecha:
G−1(v)−F−1(v) es no-decreciente donde es no-negativa.

O, G c.u. cada translación horizontal de F hacia la
derecha.

Cruce único monotónico es transitivo, define un
orden estocástico. Los otros tres no lo son pero generan
órdenes estocásticos por
clausura transitiva.
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Dominación estocástica de primer orden

∀x : F (x) ≤ G(x)

Dominación estocástica de 20 orden Â∼2

∀x :
∫ x
−∞ F (t)dt ≤ ∫ x

−∞G(t)dt

Aumento en Riesgo Monotónico MIR

G−1 − F−1 no-decreciente,

Aumento en Riesgo monotónico a la izquierda LMIR

Φ−1
G − Φ−1

F no-decreciente,

donde ΦH(x) =
∫x
−∞H(t)dt

es la función de distribución integrada,
creciente, convexa, asintótica a 0 hacia −∞ y a
x− EH hacia +∞.
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El problema clásico de búsqueda de Chow
& Robbins:

a los compradores les favorece la dispersión

Compradores reciben ofertas independientes Yi,
distribúıdas F , a costo C c/u, y esperan óptimamente
un precio no superando el ĺımite de control

d = Φ−1
F (C)

que satisface
ΦF (d) = C

El costo óptimo total infτ E[TCF,C,τ ] es

E[Y |Y ≤ Φ−1
F (C)] +

C

F (Φ−1
F (C))

= Φ−1
F (C)

Si las ofertas se distribuyen G en lugar de F , los G’s
favoreciendo al comprador más que F para
todo C > 0:
∀C > 0, el punto Φ−1

G (C) donde ΦG asume altura
C queda a la izquierda de Φ−1

F (C).

I.e., ΦG ≥ ΦF , or FÂ∼2G.
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Riesgo de segundo grado ayuda a
compradores pacientes a beneficiarse de cola inferior
pesada.

Intuitivamente, en un mercado más disperso, el
comprador muestrea más en expectativa a ofertas
más bajas.

Bajo este argumento, ∀C > 0, el tamaño esperado
de muestra

1/(1−G(Φ−1
G (C)−))

bajo G debeŕıa superar aquel bajo F . I.e., ∀C > 0,

pendiente de 1 − G(Φ−1
G (C)) ≤ pendiente de

1− F (Φ−1
F (C))

I.e., Φ−1
G (C)−Φ−1

F (C) debe ser no-decreciente: G es
location-independent más arriegado que F .

En un mercado monotónicamente-a -la-
izquierda más disperso, los vendedores
obtendrán un ingreso mucho menor, ya que además
de favorecer a los compradores en el total, tendrán
que subvencionar sus altos costos de muestreo.
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Cruce único de toda translación horizontal,
el orden dispersivo y Seguros bajo Utilidad
Esperada

La fortuna aleatoria Y de Ursula se
reemplaza por E[Y ]− C tal que

U(E[Y ]− C) ≥ E[U(Y )]

V́ıctor es más averso al riesgo que Ursula en el
sentido de Arrow & Pratt si esta
desigualdad implica

V (E[Y ]− C) ≥ E[V (Y )]

La celebrada condición sii para la preferencia automática
de Victor por todo seguro total que acepte Ursula
en lugar de quedar no asegurado, es que

V (·) = η(U(·))
para alguna función η no-decreciente y
cóncava.

Esta noción de Arrow & Pratt’s ha sido criticada por
no funcionar bajo seguro
parcial
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Y = X +Z puede ser dominado Â∼2 por X y Ursula
acepta pagar C por librarse del ruido Z

E[U(X − C)] ≥ E[U(Y )]

pero Vı́ctor no lo compra.

V́ıctor lo comprará si X domina a Y en el orden
dispersivo (L & M)

El orden dispersivo es el más débil con esta propiedad,
en la clase de U ’s crecientes.

Jewitt: El Location-independent risk es el
más débil en la clase de U ’s crecientes y cóncavas.
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Una caracterización de dispersión

G es más disperso que F sii para X y Z
co-monotónicos , X ∼ F y X + Z ∼ G.

Es decir, X y Z son funciones no-decrecientes de
X + Z.

L & M. Para todos X y Z con medias finitas,
existen co-monotónicos X∗ y Z∗ con
X∗+Z∗ = X+Z a.s., tales que X∗Â∼2X y Z∗Â∼2Z.

Por lo tanto, cada contrato de seguro que no respeta
Arrow & Pratt puede ser
reemplazado por uno que śı los respeta, preferido
por ambas partes.

Alocaciones co-monotónicas son Â∼2

optimales Pareto.
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Idea de Jewitt:

Si las distribuciones de X − C e Y cruzan en forma
única, también lo hacen las de
U(X −C) y U(Y ) para todo U non-decreciente.

Por lo tanto, U(X−C)Â∼2U(Y ) si sus medias están
ordenadas de esta forma. Lo están, si Ursula compra
el contrato de seguro.

Tome el η de Arrow & Pratt como una utilidad aversa
al riesgo técnica y obtenga que Vı́ctor compra el
contrato también:

E[V (X − C)] = E[η(U(X − C))] ≥
E[η(U(Y )] = E[V (Y )]

Si U is no-decreciente, se necesita todo C, positivo
y negativo.

Si U es también cóncava, solo se necesita C > 0, asi
es que aumento en riesgo
monotónico a la izquierda es suficiente.
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Los axiomas de Savage y Von-Neumann &
Morgenstern y el criterio de Utilidad Esperada
que implican han sido criticados por no imitar como
decide Homo Sapiens.

Allais, Tversky & Kahnemann.

La cŕıtica se centra en torno al axioma de
independencia, bajo el cual si (la loteŕıa) F es
preferida a G,

λF + (1− λ)H es preferida a λG + (1− λ)H
para todo λ ∈ (0, 1) y distribución H .

Se ha tratado de restringir comparaciones axiomáticas
a variables aleatorias co-monotónicas en lugar de
distribuciones marginales.

Schmeidler y otros han desarrollado modelos de
probabilities no necesariamente aditivas, basados en
el reemplazo de la integral en teoŕıa de medida por

La capacidad de Choquet

14



Considere una función positiva y monotónica de
conjuntos V y defina la función de
distribución de una variable aleatoria W

FW (x) = V({ω|W (ω ≤ x})
para entonces proseguir y definir una especie de E[W ]
como la integral Lebesgue-Stieltjes correspondiente.

Se debe tratar con cuidado transformaciones no
monotónicas de variables.

Modelo de utilidad esperada dependiente
de rangos - Rank-dependent expected utility
model:

existe una medida de probabilidad P tal que

V(A) es una función no-decreciente de P (A)

El toma-decisiones ”sabe” las probabilidades pero
las modifica con el fin de calcular un ı́ndice de
esperanza con el cual comparar variables aleatorias.

DM characterizado por función de utilidad u y

función de percepción de probabilidad f

creciente, [0, 1] → [0, 1] con f (0) = 0, f (1) = 1.
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El funcional de Quiggin-Yaari V

DM prefiere X a Y sii V (X) > V (Y )

V (Z) = Vu,f(Z) = − ∫ ∞
−∞ u(x)df(P (Z > x))

Utilidad esp. E[u(Z)]: f identidad f (p) ≡ p.

Teoŕıa dual de Yaari: u identidad u(x) ≡ x.

Esperanza E[Z]: u y f identidad.

P (Z = xi) = pi

P (Z > xi) = qi =
k∑

j=i+1
pj

donde xi < xi+1 , i = 1 . . . k − 1, entonces

Vu,f(Z) = u(x1) + f (q1)[u(x2)− u(x1)]

+ f (q2)[u(x3)− u(x2)]

+ · · ·
+ f (qk−1)[u(xk)− u(xk−1)]

tal como

E(Z) = x1 + q1[x2 − x1]

+ q2[x3 − x2]

+ · · ·
+ qk−1[xk − xk−1]
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Aversión débil al riesgo: DM prefiere la esperanza
de una variable a la variable
misma.

Aversión fuerte al riesgo: DM prefiere antes que
después en una Martingala. Aversión a dilatación o
barrido (balayage) que preserva la media.

Aversión al riesgo monotónica, idem
izquierda, idem derecha

Aversión al riesgo de EU DM: todos estos tipos son
equivalentes, caracterizados por u cóncava.

Razón: Axioma de independencia de vN&M:
Constante a aleatorio es un generador bajo mezclas
de aleatorio a aleatorio.
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RDEU DM con u cóncava o lineal:

Aversión débil, monotónica: Pesimismo - f
bajo la diagonal. Quiggin

Aversión monotónica a la izquierda: f bajo la
diagonal y estrellada en 1. CCM

Aversión monotónica a la derecha: f bajo la
diagonal y estrellada en 0. CCM

Aversión fuerte: f (bajo la diagonal y) convexa.
Chew, Karni & Safra

Análisis Yaari de una distribución con k átomos,
incluyendo

xi < xj

sujeta a una dilatación que preserva la media (mean-
preserving spread):

xi se mueve a xi − εP (X = xj)
xj se mueve a xj + εP (X = xi)
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Dilatación general: k = 4, i = 2 y j = 3.
VI,f(Y )− VI,f(X) is

ε(q1 − q3)[f (q2)− q2 − q3

q1 − q3
f (q1)− q1 − q2

q1 − q3
f (q3)]

f debe ser convexa.

Dilatación de extremos: k = 3, i = 1 y j = 3.

VI,f(Y )− VI,f(X) = ε(1− q1)q2[
f (q2)

q2
− 1− f (q1)

1− q1
]

f debe ser bajo la diagonal.

Dilatación de pérdidas: k = 3, i = 1 y j = 2.
Entonces VI,f(Y )− VI,f(X) es

ε(1− q1)(1− q2)[
1− f (q2)

1− q2
− 1− f (q1)

1− q1
]

f debe ser estrellada en 1.

Dilatación de ganancias: k = 3, i = 2 y j = 3.
Entonces

VI,f(Y )− VI,f(X) = εq1q2[
f (q2)

q2
− f (q1)

q1
]

f debe ser estrellada en 0.
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Para estudiar el efecto de cada tipo de
dilatación sobre (Quiggin-Yaari) Vu,f , es
suficiente considerar (Yaari) VI,f .

Hasta ahora postulamos utilidad cóncava.

Chew, Karni & Safra demostraron que
concavidad de f es necesaria para aversión fuerte al
riesgo.

Chateauneuf & Cohen demostraron que
concavidad de f es necesaria para cada tipo lateral
de aversión a menos que f ′(0) = 0 o f ′(1) = ∞.

Chateauneuf, Cohen & M. characterizaron los
pares (u, f ) que muestran aversión
monotónica al riesgo:
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Indice de gula (no concavidad) de u
(diferenciable)

Gu = sup
x<y

u′(y)

u′(x)

Gu ≥ 1. Es 1 sii u es cóncava.

Indice de pesimismo de f

Pf = inf
q

1− f (q)

f (q)
/
1− q

q

Pf ≥ 1. Si f is lineal, Pf = 1.

El DM es averso monotónico al riesgo sii es
más pesimista que goloso CCM

Necesidad se obtiene dilatando
distribuciones con dos átomos y un poco de suerte:

P (Y = y2) = 1− v , P (Y = y3) = v

y4 − y3

y2 − y1
=

1− v

v
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u(y4)− u(y3)

y4 − y3
/
u(y2)− u(y1)

y2 − y1
≤ 1− f (v)

f (v)
/
f (v)

v

Suerte: el supremo de la izquierda es
independiente de v.

Trabajo similar para aversión débil al riesgo da un
ı́ndice más débil de pesimismo, sin suerte - depende
de v, conduciendo a una condición necesaria funcional
para aversión débil al riesgo.

La condición parece no ser suficiente - pero no tenemos
un contraejemplo.

Sin embargo, la condicion is sii para f convexa:

La búsqueda de la simplicidad

Si f es convexa, el DM prefiere a toda variable aleatoria
alguna variable aleatoria dicotómica con la misma
media.

Estamos tratando de extender de RDEU a Choquet
por medio del valor de Shapley en Teoŕıa de Juegos.
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Technical geometric material

ΨH(x) =
∫ ∞
x (1−H(t))dt = E[max(Z − x, 0)]

ΦH(x) =
∫ x
−∞H(t)dt = ΨH(x) + x− E[Z]

Convex, non-negative, slope below 1.
Φ incr. from zero, asymptotic at ∞ to x− E[Z].
Ψ decr. to zero, asymptotic at −∞ to E[Z]− x.

Given F and G with equal means, G is a MPIR w.r.t.
F if ΦG(x) ≥ ΦF (x) for all x ∈ R, or equivalently,
if ΨG(x) ≥ ΨF (x) for all x ∈ R.

Equivalent for equal means, SDD of G by F is the
first condition and Convex Dominance of F by G,
the second condition.

Let p ∈ (0, 1) and consider line with slope p tangent
to Φ. It intersects the x-axis at barycenter of lower
p-quantile

LH(p) = E[H−1(U)|U < p] =
∫p
0 H−1(q)dq

p

ΦG majorizes ΦF if and only if LF majorizes LG

(Lorenz).
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G is location-independent riskier than F if
ΦG(G−1(q)) ≥ ΦF (F−1(q)) for every q ∈ (0, 1).

If G is LIR than F and have the same mean, G is
left-monotone riskier than F .

ΦH is convex, supported at H−1(q) by a linear tangent
with slope q.

ΦG(G−1(q)) ≥ ΦF (F−1(q)) means that wherever ΦG

and ΦF have the same slope, ΦG is higher.

Or, if ΦG and ΦF have same height, ΦG has smaller
slope.

L & M: G is LIR than F iff the horizontal distance
Φ−1

G (x)− Φ−1
F (x) is non-decreasing in x ∈ R+.

L & M: G is LIR than F iff G is the limit of Fi such
that F0 = F and for each i ≥ 1, Fi left-monotonically
single crosses Fi−1.
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Deductible insurance left monotonically
dominates any other:

Arrow: for given premium off expected value,
insurance contracts with deductible are optimal for
EU risk averse agents.

Gollier & Schlesinger: extended to agents averse
to MPIR, independently of decision model under risk.

Vergnaud extended further: insured position induced
by any contract with given premium is left-monotone
riskier than the insured position induced by the corresp.
contract with deductible.

Chateauneuf, Cohen and Vergnaud: aversion
to left-monotone risk – weakest notion of RA under
which deductible insurance contracts are optimal.

This complements Jewitt’s claim on the behavior of
the Arrow-Pratt index.
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Star-shapedness of f at 0 and at 1 sharpens
the edge between EU and RDEU.

Let a RA EU DM with utility u be offered full insurance
for a single loss L that occurs with probability 1− p
to her house worth W .

Fair premium is Pf = (1−p)L and supremal premium
that can be extracted from the agent is
Ps = W−u−1(u(W-L) (1-p) + u(W) p) so the load
factor the agent can withstand is

LFEU =
Ps

Pf
=

W − u−1(u(W )− (1− p)(u(W )− u(W − L)))

(1− p)L
=

u(W )− u(W − L)

L

u−1(v)− u−1(v −∆)

∆
where v = u(W ) and ∆ = (1−p)(u(W )−u(W−L)).
u concave implies u−1 convex: the load factor is non-
decreasing in p.

EU RA has clear cut effect: willingness to pay relatively
more for a rarer loss event.
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We now study this question in terms of f , by its effect
on the Yaari index.

The load factor is LFY aari = 1−f(p)
1−p , non-decreasing

iff f is star-shaped at 1.

Among the RDEU agents with linear utility, those
with perception function star-shaped at 1 are precisely
the ones that display the unanimous attitude of EU
RA on this issue.

A related question involving lotteries instead of insurance
is the attitude of EU RA to a lottery with price C
and probability p of winning a single prize K.

EU RA demand relatively higher prizes as compensation
for lower winning probabilities.

The top-prize load factor under Yaari is p
f(p), non-

increasing iff f is star-shaped at 0.

Although RDEU pessimism is more flexible than EU
risk aversion, this flexibility is distinctly
normative.
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If G is a left-monotone single crossing of F then G
is left-monotone riskier than F :

ΦF (F−1(p)) =
∫ F−1(p)
−∞ F (t)dt =

∫ p
0 qdF−1(q) = pF−1(p)− ∫ p

0 F−1(q)dq

so
ΦG(G−1(p))− ΦF (F−1(p)) =

∫ p
0 [(G−1(p)− F−1(p))− (G−1(q)− F−1(q))dq =

p[G−1(p)− F−1(p) + LF (p)− LG(p)]

For p below the s. c., integrand non-negative.

For p above the s. c., integral non-negative – Lorenz
char. of SDD and s. c. implies SDD.

Φ−1
H (x)− Φ−1

F (x) =

(Φ−1
H (x)− Φ−1

G (x)) + (Φ−1
G (x)− Φ−1

F (x))

so left-monotone increase in risk is transitive. G
generated from F by sequence of left-monotone s.
c., is left-monotone riskier than F .
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