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CADENAS DE MARKOV EN TIEMPO CONTINUO

Problema 1

1. La cadena de Markov queda de la siguiente forma:

2. Tenemos una cadena irreducible y finita — Existen probabilidades estacionarias.
Para encontrarlas debemos plantear el sistema de ecuaciones de balance en los nodos. El sistema es el

siguiente:

TpD A = TDM Y+ TDH I
mom (A +7y) = mum - (B+7)+7pp ML —p)+Tmm - p
mum - (B+7) = mpm - A1 —p)
THM *Y = TDM D
o (A+u) = THE-p+Tpp AP+ TaE B+ THM Y
THH [t = TDH ' Ap
v (B+p) = 7pm-A(l-p)

ZTH = 1

%



3. Consideramos conocidas las probabilidades estacionarias:

a) Primero identificamos los estados en los cuales, de llegar un alumno, se deberd retirar por que
encuentra ambos lugares ocupados. Entonces, dado que en cada uno de estos estados la tasa de
llegada de alumnos es la misma (), tendremos que:

E[Alumnos perdidos] = A - (marar + Tam + v + Tuw)

b) Si un hombre llega y encuentra un lugar, la esperanza del tiempo de espera dependerd del estado
en el que encuentra al sistema. De esta forma:

TDD 0+ TDH 1 TDM 1
Tpp +TpMm + ToH Tpp +TpmM +Tpg M TpD +7TpM +TpH 7

E[Espera hombre] =

¢) Sila persona que esta antes que ella (atendiendose) es un hombre, la probabilidad de irse indignada
es la probabilidad que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % sea menor

que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % Esta probabilidad es:

g

B+n
Si la persona que esta antes que ella (atendiendose) es una mujer, la probabilidad de irse indignada
es la probabilidad que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % sea menor
que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % Esta probabilidad es:

g

B+

Para calcular la probabilidad solo debemos ponderar por la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado en particular.

TDH B TDM B

FE|Espera hombre| = . .
[Esp ] Tpp +7Tpym +7pr B+ Tpp+7apum+TpH B+

Problema 2

1. Para modelar esta situaciéon como una cadena de Markov debemos considerar la localizaciéon de Armijo,
ya que solo si se encuentra trabajando podra responder correo, pero el correo le llegard en cualquier
localizacién. Ademds debemos distinguir un estado especial donde Armijo tendra tres mails acumulados
y un llamado perdido por parte de su novia, esto por que solo desde aqui se podré viajar a un estado
de reto o al estado donde esta con su novia y tiene 2 mails. Es importante notar que minetras esta con
su novia pueden llegarle mails por lo que no nos sirve un estado que solo nos diga si esta con su novia,
adicionalmente nos debe entregar informacién acerca de la carga de trabajo acumulada. De acuerdo a
esto la cadena de Markov toma la siguiente forma:

2. Estamos frente a una cadena finita, por lo que definitivamente existiran probabilidades estacionarias.
Las ecuaciones que determinan el valor de las probabilidades estacionarias son las siguientes:



70f,0  (A+0) = TReto: B+ Top1 -1+ 7Po-7
mof1-A+0+p) = Topo-A+Tof2 - p+TR1 Y
mof2- AN+0+p) = mop1-A+Torz-pu+ P2y
mof3-(04+pn) = mof2-A+mp3-y
7"'P,O'(’Y‘i‘)\) = 7Tof70-5
mp1-(Y+A) = mop1-d+Tmpo- A
mp2-(Y+A) = mope-d+mp1-A+TE-p
Tp3Y = Tpa-A
g (0+up) = Topz-o
TReto -3 = TE-0

Z’/Ti =1

Supongamos que estamos durante toda una hora en el estado de reto. La tasa de salida del estado es 3,
por lo que en términos esperados habran 3 retos durante esa hora. Sin embargo dado que no estoy todo
el tiempo en ese estado debo ponderar por el tiempo que efectivamente estoy en ese estado. Entonces:
E[Retos/hora] = TReto * 3
Otra respuesta valida es suponer que estamos durante una hora en el estado E. Si fuese asi habrian ¢
retos por hora. Entonces andlogamente al caso anterior la respuesta seria:
E[Retos/hora] = g - ¢
Ambas respuestas son equivalentes (basta revisar las ecuaciones de la parte 2).

La respuesta es simplemente
TOf,0



Problema 3

1. Si denotamos X (t) e Y (¢) a las cantidades de clientes tipo 1 y tipo 2 respectivamente, en el instante
t. Luego {[X (¢),Y (¢)],t > 0} es una Cadena de Markov en Tiempo Continuo con las siguientes tasas

infinitesimales:
q[(n,m), (n +1,m)] = nAr q[(n,m),(n,m+1)]=nA1—-7r)+46
ql(n,m), (n —1,m)] = np ql(n,m), (n,m —1)] = mv
2. » Para encontrar E[X(t)], debemos notar que {X(¢),t > 0} es por si sola una Cadena de Markov

en Tiempo Continuo. Para simplicar notacién, se define M, (t) = E[X (t)|X(0)].
Ahora se obtiene una ecuacién diferencial satisfecha por M (t). Veamos las transiciones entre t y
(t + h) y sus respectivas probabilidades, condicional en X(t), con h ~~ 0

X(@t)+1 con prob. ArX(t)h + o(h)
X({t+h)=< X(t)—1 con prob. uX(t) + o(h)
X(t) conprob. 1— (Ar+p)X(t)h+o(h)

Luego, tomando esperanza se tiene:
EX(t+h)|X(#)]=X@)+ N —p)X(@)h+o(h)
y tomando esperanza nuevamente, se tiene que:
My (t+h) = My(t) + (Ar — p) My (t)h + o(h)
Reordenando:

MR =IO _ (0= sy + 2

Dado que h ~ 0:

M (t) = (Ar — p) My (t)

x

De donde se tiene que:

M, (t) = KAt

Finalmente dado que M (0) = K = i:

M, (t) = iePr—mt

= Para el caso de Y (¢) no es posible proceder de la mism manera ya que el proceso también de-
pende de la cantidad de clientes tipo 1 que hay en la cartera de clientes.Sin embargo, se puede
calcular una expresién para la esperanza condicionando a ambos procesos, es decir, My(t) =
E[Y (t)|X(0),Y(0)]. Veamos las transiciones entre ¢ y (¢ + h) y sus respectivas probabilidades,
condicional en X(t) e Y(t), con h ~~ 0

Y(t)+1 con prob. A0+ A(1 —r)X(¢))h + o(h)
Yit+h)=< Y() —1 con prob. vY (t)h + o(h)
Y()  conprob. 1—[(0+A1—-7r)X(t)+vY(t)]h+o(h)

Luego, tomando esperanza se tiene:

E[Y(t+h)|X®),Y(®)] =Y () + [0+ M1 —1)X(t) — vY (£)]h + o(h)



y tomando esperanza nuevamente, se tiene que:

My (t+ h) = My(t) + [0 + M1 = )M (t) — vM,(t)]h + o(h)

Andlogamente al primer caso, reordenando términos, dividiendo por h, y tomando limite con
h ~ 0:

My(t) =0 4+ N1 — r)M,(t) — vM,(t)
Pero del primer punto sabemos que:

M, (t) = ieX =1t

Por lo tanto:

M(t) = 0+ A(1 —r)ie M —u M, (t)

Sumando vM,(t) a ambos lados y multiplicando por e”%, se tiene que:

eyt[Mz//(t) +vMy(t)] =6+ A(1 - r)ieAr vt

Pero el término del lado izquierdo corresponde a la derivada con respecto a t de e”*M,(t), por lo
que:

%{e”tMy(t)} =0+ A1 —r)iePrtv=nt

Integrando se obtiene que:

A1 —r)i
vtr 1) = Ot ()\'r+1/ w)t C
€ v(®) + Ar+v—p +
Evaluando en t=0, dado que Y (0) = j:
A1 —7)
Luego, se tiene que:
A1 —=7)
C =
TN +v—
Y finalmente:
. A1 =7) . A1 =m)i
M, (t) = [0t +j — v (Ar=p)
y(t) = [0+ /\TH]?}L] Jv—

Problema 4

1. De acuerdo al enunciado, la cadena es la que semuestra en la figura.

B+h B+2h  B+IA (N-T3H +B N (M+174 {3N-134

oxoxo 5 60

M [N+ (3M-T)0 SN



Respecto a la condicién de estacionaridad, estamos frente a una cadena finita, por lo que existiran
probabilidades estacionarias (dado que es irreductible)

Dado que se trata de un proceso de nacimiento y muerte utilizamos las férmulas conocidas. Entonces,
con un poco de desarrollo vemos que:

i—1
_o(BFkN)
M;T - o
g (BN NN
o (N=1)!-p? 0

st 0<i<N

~

Donde
1

N 1=t (8+kN) 3N YL (B4kA)- AN
st T F ieN SN D

Ty =

En este caso la cadena esla que se muestra en la figura.

LRI E 2

Las ecuaciones de estado estacionario son las siguientes:

Entonces:

Zkzoﬁ 1_5

Conocidas las probabilidades estacionarias vemos que la fraccion del tiempo que no pueden ingresar el
primer tipo de fanaticos es:

To
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