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Pauta Control 3

Problema 1

1. La cadena que permite modelar esta situacién debe almacenar en sus estados informa-
cién tanto del nimero de pasajeros adultos como del niimero de pasajeros escolares que
transporta el colectivo, de esta manera se tienen los estados se definen como pares (i, j)
en que ¢ denota el nmero de pasajeros adultos en el colectivo y j el niimero de escolares
en el colectivo.

Figura 1: Cadena problema 1



Esta cadena admite probabilidades esatcionarias ya que es finita e irreductible, es de-
cir, todos sus estados estan comunicados, las ecuaciones que permiten despejar estas
probabilidades son las siguientes:

= oo - (A(p1 +p2) +7(q1 + q2)) = 10 - A + To1 - HE

= 10 - (Ap1 4+ 7q1 + pa) = T20 - 204 + Too - Ap1 + 711 - UE
= o1 (Ap1 +7q1 + pE) = o2 - 2pE + Moo - Yq1 + W11 - pA
m o0+ 2iA = 10 * AP1 + o0 © AP2

" o2 - 2pE = To1 * Yq1 + oo -+ VG2

= 11 - (pa + pE) = To1 - Ap1 + T10 - Y@

» oo + To1 + 7m0 + T11 + T2 + o2 = 1

2. La fraccién del tiempo, en el largo plazo, que hay escolares en el colectivo corresponde a
la suma de las probabilidades estacionarias asociadas a los estados en que hay uno o dos
escolares abordo del vehiculo, la fraccién del tiempo que hay adultos dentro del colectivo
se obtiene de forma anéloga.

» Fraccion del tiemo que hay escolares en el colectivo fr = mo1 + 711 + 702

= Fraccion del tiemo que hay Adultos en el colectivo f4 = w19 + 711 + 720

3. La capacidad total del colectivo es de dos pasajeros, luego la capacidad del colectivo
ocupada por escolares corresponde a:

[a—

3 (mo1 + 711 + 2702)

de la misma forma, la capacidad del colectivo ocupada por adultos corresponde a:

1
5 . (71'10 + 11 +27r20)

El beneficio diario debe tomar en cuenta tanto los costos asociados a la operacén del colectivo
como los ingresos por la venta de pasajes.

E[Beneficios] = moo- (A-Xp1+2p2) + E-v(q1+2q2)) + (mo1 +710) - (A-Ap1 + E-vq1) —B—H
Para calcular el tiempo esperado que un escolar (adulto) pasa en el colectivo, se puede utilizar
la ecuacién de Little W = %, de esta forma se debe calcular primero el nimero promedio de

escolares (adultos) en el colectivo y luego de la tasa efectiva de llegada de escolares (adultos)
al colectivo.

Para el caso de los escolares, se tiene:

AE =700 - V(g1 + 2¢2) + (mo1 + T10) - Y@

Lg = mo1 + m11 + 2702



Mientras que para el caso de los adultos,

Aa =700 - A(p1 + 2p2) + (701 + T10) - Ap1

La=mo+ m1 + 2720

De esta forma los valores pedidos se calculan como,

Lg
We =
B=50

La
Wa =24
A=

Para modelar esta situacion mas general es necesario separar cuatro casos:

m Caso 0,0Vi < My,j < Mg

Figura 2: Cadena Caso 0,0

x Caso 1,00 < i < My, k < Min{Ma,N —i},j < Min{Mg, N — i}

Figura 3: Cadena Caso i,0



s Caso 0,7 V0 < j < Mp,i < Min{Mu,N — j}, k < Min{Mg,N — j}

Figura 4: Cadena Caso 0,j

s Caso,0V¥0 < i< Ma,0<j<Mpgk<Min{Ms,N—i—j},h<Min{Mg,N —i—j}

Figura 5: Cadena Caso i,j

Para calcular la probabilidad de que, habiendo ¢ adultos y j escolares en el microbus, es
necesario considerar que se puede subir mas gente antes de que alguien se baje, dado que no
se sube més gente, este evento es equivalente a que una v.a. exponencial de parametro p4 sea
menor que ¢ — 1 v.a. exponenciales de padmetro u4 y j v.a. exponenciales de padmetro ug,
luego la probabilidad pedida es:

L fiA
i pA+JpE

(para efectos de correccién se consideré este resultado correcto)



Considrando que puede subir gente antes de que se baje la primera persona, denotemos la
probabilidad que habiendo i adultos y j ninos se baje primero un adulto como «;;. Entonces,
estas probabilidades a;; deben satisfacer las ecuaciones:

ipA + A (Zivj_j pkOéiJrk,j) +7 (ZhN:_Ii_j QhOéi,jJrh)
. . N—i—j N—i—j
iA + JpE + A <Zk:1® ’ p’f) +7 ( h=t Qh>

Las condiciones de borde se obtienen a partir del caso anterior (sin considerar que se puede
subir gente), en que i + j = N.

Oéij =

Problema 2

1. Como el largo de un mensaje es una v.a. exponencial de media p caracteres y cada
caracter se demora %[minutos] en ser enviado, se tiene que el tiempo que demora un
mensaje en ser enviado se distribuye exponencial de media % [minutos].

2. Esta cadena representa la situacién descrita, en que los estados indican el nimero de
mensajes en espera.

/I'-J /I'-J
i I I I £l i
i yui yui yui yui i

Figura 6: Espera de mensajes Transmitidos

Es claro que este sistema correponde a una cola del tipo M/M/1, con un sélo servi-
dor, capacidad infinita, llegadas exponenciales de tasa A[mensajes/minuto] y tiempo de
atencién (salida) exponenciales de media %[minutos].

3. Se deben considerar tanto los mensajes que estan esperando para ser transmitidos como
aquel que ha sido interrumpido y no alcanzé a enviarse completamente. Como el largo
de los mensajes sigue una distribucion exponencial el largo de la fracciéon de mensaje
que no alcanzd a ser enviada sigue la misma distribuciéon que el largo de un mensaje
completo cualquiera (pérdida de memoria de la exponencial) luego, si habia i mensajes
en cola al interrumpirse la transmision, el valor esperado del nimero de caracteres que
no alcanzaron a ser enviados corresponde a - (i + 1) ya que debe considerarse la fraccién
que no alcanzé a ser enviada del mensaje que se estaba transmitiendo.

De esta forma en numero esperado de caracteres que no se logra enviar si depués de
mucho tiempo se corta la energia es

o0
Zu-(i—l—l)-m
i=0



4. La nueva situacién se puede representar por la siguiente cadena

/I"-J /I"-J

2= 3= |[.t'—1]|E i |[.t'+1]|E
i i

=
R

=
R

=

Figura 7: Mensajes en el sistema de transmisién

La cantidad de mensajes dentro del sistema se puede obtener mediante la ecuacién de
Little. Como este sistema corresponde a una cola M /M /oo tenenmos que la tasa efectiva
de llegada correponde a A\ y que el tiempo esperado dentro del sistema corresponde al
tiempo esperado de atencién W = %, luego

B Aw
L=XA-W=\==2F
W T T

La fraccién de tiempo que el caché pasara desocupado corresponde a 7.

. . . i N .
Utilizando la conocida relacién m; = [];_; % - o se tiene
)\i
= T
o
m

luego

770+Z;ﬁ)i!-7r0:1

=1

fo%S) .
Au)® A
1=0

o = € T

5. Este sistema claramente corresponde a una cola del tipo M /M /oo, es decir, con infinitos
servidores, capacidad infinita, llegadas exponenciales de tasa A\[mensajes/minuto] y tiempo de
atencién (salida) exponenciales de media 4 [minutos].



Problema 3

1. La cadena resultante se muestra en la figura 8. Existen probabilidades estacionarias para
esta cadena ya que es irreducible y finita.

Figura 8: Cadena parte 1.

2. En el caso particular que se define en el enunciado, la cadena resultante es la que se
muestra en la figura 9

4o Jo T o

Ii 2 2 g1

Figura 9: Cadena parte 2.

3. Las probabilidades estacionarias pueden ser obtenidas usando las ecuaciones en “cortes”:

4
o= 2y = 0,4m ~ 0,2728
B
3
Ty = %m —  0,06m ~ 0,041
(1)
T3 = %m —  0,006m ~ 0,004
«
o= gam = 0,0006m A 0,0002



Con estas relaciones y usando la ecuacién ) m; = 1 obtenemos que

1
~ 11,4663

™0 = 0,682

y con este valor calculamos los valores que se muestran en la iltima columna de las
ecuaciones (1).

. El nimero promedio de de maquinas funcionando se puede calcular a partir de las pro-
babilidades estacionarias:

2?20(4—@71'1' = 4dmg+3m +2m9 + 73

SORSORIO)

= 0,682 x 5,326

= 7TO

= 3,63.
El ntimero de maquinas esperando en el taller se puede calcular como

27y + 13 = 73 <g+1) —1,1 x 73 = 0,0044.

. La tasa promedio de fallas la calculamos de la siguiente manera:

4 4 4 3.63
a=>» a(d—i)m=a [Z(zl—z‘)m] = [4—Zm] =5 =0.121.
=0

=0 i=0

Observando el producto que aparece en el cuarto miembro arriba, este es el producto
entre la tasa individual de fallas y el nimero de méaquinas que estan funcionando, en
promedio.

. Para calcular el tiempo que una méquina pasa fuera de produccién (i.e. en el taller),
podemos usar Little y la tasa efectiva de fallas calculada en el punto anterior:
L 4-3,63

W= —

G- 0121 = 3,06 dias.

. Una méaquina comienza a ser reparada inmediatamente cuando falla si alguno de los técni-
cos esta desocupado. La fraccion del tiempo que alguno de los técnicos estd desocupado
puede ser calculada como

To+ 7 = 0,682 40,2728 ~ 0,995 .
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