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Cadenas de Markov en tiempo discreto

Pregunta 1
1. Entonces, lo que modelamos es la gente que hay en la estacién justo antes de subirse a un bus, por lo

tanto en un periodo siempre: se sube la gente y luego llegan los que trataran de irse en el proximo bus.

Esta cadena admite probabilidades estacionarias porque es finita (a lo mds hay N personas esperando)
y tiene una unica clase recurrente aperiddica (es facil ver que todos los estados se comunican entre si).

Dado que todos los estados estan conectados entre si, no tiene sentido dibujar la cadena. Sélo debemos
entregar una expresiéon para las probabilidades de transicién. Para esto condicionamos sobre la cantidad
de pasajeros que se suben en el préoximo bus.

P = Z P;;|(Suben k personas)P[Suben k personas]
k=Fk*

Donde k* = max{0, (i — j)}

Si el estado actual es i personas en el paradero y el bus es del tipo rédpido, el nimero de personas que
abordard el bus serdel min(K, ) con probabilidad 1. Si el bus es del tipo lento la probabilidad que se
suban k personas sera:

Caso i < K:

P[Suben k personas =k| = (;) d*(1 —d)"=* k<1
Caso i > K:
(1)dk(1—ad)i=*F k<K

P[Suben k personas =k| = ‘ ‘
Sk (A"l —d)" k=K

Donde los casos omitidos tienen probabilidad de ocurrencia nula.
De esta manera, sin saber de qué tipo es el bus que va a salir del terminal se tiene que:

Caso 1: i< K, k<1
P[Np = k] = (;) d*(1 = dy—F - p,

Caso 2: i < K, k=1
P[Suben k personas =k| = d* - p; + p,



Caso 3: 1 > K, k< K
i

P[Suben k personas =k| = (k

Caso 4:i> K, k=K
P[Suben k =k] = d"(1—d) - .
[Suben k personas =k] 1;{(7) ( ) pr+p

Entonces, para terminar nuestro calculo tan solo necesitamos calcular una expresién genérica para

P;;|(Suben k personas)

Sin embargo, si k de las ¢ personas se suben al bus entonces quedan tan solo ¢ — k personas en el
terminal, entonces para completar las j personas necesitamos que lleguen j — i + k (o mds en el caso
N = j) personas al terminal Entonces:

(A-15)7—i+k =215
- - (G—i+k)!
P;;|(Suben k personas) = { - (nl5)me 15
En:j7i+k n!

st j<N
si j=N

Solo resta reemplazar.

. Sabemos que si cuando llega hay menos de K pasajeros siempre podra tomar el siguiente bus rapido que
pase, si todavia esta esperando en el paradero y podra irse en el siguiente bus lento con probabilidad
d (la probabilidad que quiera tomarlo). Si llamamos T, al tiempo que transcurre desde que pasa el
primer bus hasta que llega a su destino podemos escribir:

ET,)=T -pr+T;-p-d+p - (1—d)-(15+ E[T,])

Esto, porque si el primer bus que pasa es lento y no lo toma, estara en la misma situaciéon en 15 minutos
més. Asi:
o Tr'pr'i'T'l Yy d+(1_d) Y 15

= (1—d)
Por otra parte, el tiempo que en promedio falta desde que llega al paradero hasta que pasa el primer
bus es 7,5 minutos puesto que condicional a que ocurre en los 15 minutos entre buses, la esperanza del
tiempo en que ocurri el evento estd uniformemente distribuida.

E[T)

Finalmente la esperanza del tiempo que transcurre desde que el pasajero llega al terminal hasta que
llega a su destino serd 7,5 + E[T,]

. El Trade-Off que enfrenta es tomar el bus lento y demorar més en el viaje o esperar en el terminal a
que eventualmente pase el bus rédpido (y me pueda subir) y tardar menos en el viaje.

. La politica éptima debe estar condicionada al nimero de pasajeros que estan en la fila antes del pasajero
en cuestién. Asi, dado que estoy en la posicién k-ésima debo decidir si se estd dispuesto a viajar en un
bus lento o es mejor esperar hasta que venga el préximo bus répido.

Hay que notar que la estrategia 6ptima de quién esté en la posicién k serd también 6ptima para todos
quienes estén tras él y que la estrategia para quienes estén muy atras en la fila serd intentar subir a
cualquier bus. Por otra parte, claramente seran estrategias subéptimas donde una vez que se decide
esperar por un bus répido (pudiendo subir a uno lento) en una decisién posterior se elija tomar un bus
lento. Por 1ltimo, dado que la capacidad del bus es K las decisiones seran iguales por tramos de K
pasajeros en la fila.

Como sélo se debe decidir cuando existe la posibilidad de tomar un bus lento se esperard (por un bus

répido) si
ka+ Zoo i—1 ,
T > {E} {‘_1prpl -15~’L}+TT



Problema 2

1. Definitivamente es posible modelar el niimero de maquinas buenas al comienzo de un dia. Esto dado que
el estado posee informaciéon que resume todo lo que necesitamos saber: Si existen ¢ maquinas buenas al
comienzo del dia, entonces (dado que las maquinas solo pueden estar buenas o malas) obligatoriamente
tengo T' — i maquinas malas las cuales estardan disponibles al comienzo del préximo dia, si no fuese
asi no estarfan malas (dado que solo pueden fallar durante el transcurso de un dfa).

Por otro lado tenemos que:

S(j,i){ (;)qj(lo— 9" iz

2. Claramente tendremos T + 1 estados (desde el 0 al T'), sin embargo dibujar las transiciones y un
esquema de la cadena general es muy complicado (debido al elevado niimero de transiciones). Entonces
la mejor forma de determinar la cadena es especificar cada transicién entre estados con la probabilidad
de transicion asociada. Entonces la cadena queda como se muestra en la figura a continuacién. Para

determinar P;; debemos notar el hecho que si T-i maquinas estardn con seguridad buenas en el siguiente
etapa, entonces sélo tiene sentido que j > T — i. Por otro lado, para los j que cumplen la condiciéon
tenemos que la transicion implica que sélo una cantidad j — T + ¢ de las ¢ maquinas buenas sobrevive
(o que T — j no lo hacen). De esta forma tendremos que:

o ‘ 0 j<T—i
U (ph gt (1= g T N

En términos de S(j,1) esto es:

B 0 j<T—i
P”‘{ ST—ji) o~

Finalmente es bastante claro que (dado que todos los estados estdn comunicados entre si, la cadena es
finita y hay estados aperiodicos) la cadena es ergddica, por lo si existirdn probabilidades estacionarias.
No esta demas decir que todos los estados forman una tnica clase recurrente.

3. Aqui tenemos que tener cuidado puesto que las revisiones se realizan al final del dia. Entonces el
beneficio lo obtengo cuando estoy en el estado T y no se hecha a perder ninguna maquina (y si revisan
ese dia). La multa la obtengo seguro si empiezo con menos de L médquinas, pero si tengo mds, esto
depende de si se hechan a perder las suficientes como para llegar al final con menos de L maquinas.
Esto que asi:

~

—1 T k k _ )
E(Beneficios) = r - [—(C ) — C - g - Z < ) 1—q)* 7 ¢ +mp-(1-q)7 F
L

k=0 k=



4. La cadena sigue siendo la misma, sélo cambiaran las probabilidades de transicién. Ahora debemos
considerar que al préximo dia no contaremos con T — ¢ maquinas buenas con seguridad si no con una
cantidad menor o igual. ; Cuantas?: Si tengo T — 4 maquinas con desperfectos puedo formar \_T;’J lotes

de J, por lo tanto tendré \_T;ZJ -J maquinas buenas con seguridad. Tomando esto en cuenta tendremos
que:
Pi
o T

P Ve

[ i) [ k|

R Ry
Donde:

Py = 0 _ k< |THE]-J
R B T S e S RN () Lt A - o )
J

En funcién de S(j, 1)) queda de la siguiente forma (n = [ 15]):

P, 0 k<n-j
T S(i+n-j—ki)  k>n-j

5. Utilizando el mismo razonamiento de la parte c) tendremos que::

E(Beneficios) = r- [(fC’ . L_lﬂ'k) -C- XT: Ty - Zk: (k> (1—q)f 7 ¢

Noten que el termino extra (respecto a la parte c)) se refiere al costo fijo, el cual depende del estado
en el que nos encontramos, especificamente al valor de i respecto a valor de T (para ver cuantos lotes
se mandan a reparar). El suponer que siempre se mandaba a reparar a lo mds un lote de j maquinas
es completamente valido sin embargo en la pauta debe abarcar el caso mas general.

Problema 3

1. Lo tnico importante es distinguir casos favorables

casos totales
Si las parejas se forman al azar tengo N — 1 individuos candidatos a emparejarse con alguien en parti-
cular (casos totales), de los cuales hay ¢ infecciosos. Si me emparejo con un infeccioso la probabilidad

de contagio es p y por lo tanto: ¢; = = - p

2. No, con sélo tener el numero de infecciosos no es posible determinar, en probabilidad, la evolucién
del sistema (condicién de Markov). Por ejemplo, si X; = 10, pero tenemos a todo el resto infectado
Xi+1 = 0 con seguridad, sin embargo si hay alguien sano la probabilidad que X1 = 0 es estrictamente
menor que 1.

3. Para simplificar el dibujo del grafo consideraremos las posibles transiciones desde un nodo (i, j) donde
Caso 1 En este caso la probabilidad de transicién entre el estado (i, j) y uno (k, j-k), con 0 < i < j,



j=i=k=0

Figura 1: Caso 1

implica que k personas de las que inicialmente estaban sanas se contagian, pasando a estar infectadas
al inicio del periodo siguiente. Ocupando ¢; tenemos que:

Pl §). (k. 7K)] = (;) Gt (gt VR 0<k<i



Caso 2

i=j=k=0

Figura 2: caso 2

Esta situacién es andloga al caso anterior, pero el nimero méximo de personas infectadas al inicio
del periodo siguiente ahora es j. Asi, la probabilidad de transicién en una etapa que empezamos en el
estado (i, j), con i>j > 0 sera:

Pl 0] = (1) -4 =)™ vk 0 <k

Caso 3

1 j=0

Figura 3: caso 3

En estos casos los individuos infecciosos ya no tienen a quien contagiar, por lo que con probabilidad 1
estardn en el estado (0, 0) en el perfodo siguiente.

Caso 4

@

Figura 4: caso 4

En esta situacién ya no quedan individuos que puedan contagiar, por lo que no se modificara el nimero
de individuos sanos ni nadie se enfermara.

Clasisficacién de estados y caracterizacién de clases:

En este problema no hay ningiin par de nodos que esté comunicado, por lo que c/u es su propia clase
de equivalencia y tendremos (N + 1)? clases distintas. Las clases de los casos 1, 2 y 3 son transcientes,
mientras que las clases del caso 4 son todas recurrentes y aperiédicas.

. Dado que hay multiples clases recurrentes NO es posible tener una ley de probabilidades estacionarias
en el problema original, lo que significa que la evolucién del sistema en el largo plazo no sera inde-
pendiente de las condiciones iniciales. Por ejemplo si empezamos de cualquier estado (0, Yy) nunca lo
abandonaremos porque no se puede enfermar ni mejorar nadie.



Si permitimos que la gente con alguna probabilidad se mejore, se logran comunicar muchos estados
que pertenecian a clases distintas, credndose una clase transiente formada por los estados (0, X), con
0 < X < N la que confluye a la clase recurrente formada por el estado (0,N), es decir toda la
poblacion sana. En el caso de empezar con i individuos infectados estaremos en una clase transiente, y
necesariamente luego de algin niimero finito de dfas estaremos en un estado de la clase (0, X) (porque
no existen transiciones a estados tipo (j,X) con j > i). Como en el largo plazo la probabilidad de
encontrarnos en un estado transiente es 0, con probabilidad 1 estaremos en la Unica clase recurrente
de esta cadena. Por esto, si permitimos que la gente eventualmente mejore en el largo plazo esta
enfermedad se habra erradicado completamente, y existird una ley de probabilidades estacionarias.
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