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Problemas Programacién Dinamica

1. Un conejo de pascua tiene N huevos de chocolate para repartir entre los M ninos que el conejo
superior ha asignado a sus distrito. La felicidad de un nino puede ser modelada como wu;(x;) =
In(x;) donde z; es la cantidad de huevos que recibe el nifo 4 (si el nifio i—ésimo no recibe huevos se
morira de tristeza). Adicionalmente se sabe que los padres de los nifios tienen restricciones sobre
la cantidad de chocolates que puede comer cada uno de ellos, siendo N"** la cantidad maxima
de huevos que los padres del nifio i aceptaran que les traigan. De exceder dicha cantidad, seran
los padres que se comeran los huevos. Formule un modelo de programacién dinamica que permita
al conejo decidir cuantos huevos entregar a cada nino, de modo de maximizar la felicidad total de
los ninos del distrito.

2. (%) La familia Sampsons va a salir de vacaciones desde su ciudad natal Sprangfield. La familia
desea visitar n ciudades y dispone de un total de M dias para hacerlo, con M > n. La familia
desea saber cuantos dias permanecer en cada ciudad de modo de maximizar la satisfaccién total
de sus vacaciones sabiendo que para cada ciudad i existe una funcién de satisfacciéon g; que es
funcién del nimero de dias de permanencia. Suponga que no se pierde un tiempo considerable en
el traslado de una ciudad a otra.

a) Plantee un modelo de programacién dindmica para resolver la planificacién de las vacaciones
de los Sampsons.

b) Suponga que n =3y M =5y que las funciones de beneficio g(xx) vienen dadas por:

91(x1) | g2(z2) | g3(z3)
=0 0 0 0
=1 1 1 1
T = 2 2 4 3
T =3 3 6 3
T =4 4 8 2
T =05 5 8 1

3. Considere el siguiente problema de programacién no lineal y utilice programacion dindmica para
resolverlo:

mixZ =36-X1+9- X2 —6- X3 +36- Xy —3- X3
S.a.

X1+Xo<3, X1 ANXo20

4. (x) El gerente de sistemas de una compaifiia desea aumentar la confiabilidad de la computadora
que maneja los datos de ventas de la empresa. Para que esta computadora funcione, deben trabajar
correctamente cada uno de sus N subsistemas. Para aumentar la confiabilidad de la computadora

se pueden agregar unidades de reserva a cada una de estos subsistemas, lo que modifica sus
probabilidades de falla.



Agregar una unidad de reserva al subsitema i-ésimo cuesta C;. La probabilidad que cada subsistema
funcione correctamente es conocida e igual a P;(n), donde n es el nimero de unidades de reserva
que tenga el subsistema i (i=1 ...N).

a) Plantee un modelo de programacién dindmica que permita encontrar la configuracién de
unidades de reserva que maximiza la probabilidad que la computadora funcione correctamente
si Ud. dispone de X pesos.

b) Considere que N = 3 (tres subsistemas), C1 = $100, Co = $300, C5 = $200, y las probabili-
dades P;(n) de la tabla, donde, por ejemplo, P>(2) = 0,95 es la probabilidad que el subsistema
2 funcione correctamente con 2 unidades de reserva. Usando programacién dindmica encuen-
tre la configuracion de unidades de reserva que maximiza la probabilidad que la computadora
funcione correctamente si Ud. dispone de $600.

Unidades sub sub sub
de reserva | sistema 1 | sistema 2 | sistema 3
0 0,85 0,60 0,70
1 0,90 0,85 0,90
2 0,95 0,95 0,98

5. Durante el mest (t=1,...,T) una botilleria se enfrenta a una demanda de d; unidades de su producto
artesanal “Pistol-Cola”. El costo de los insumos para producir tan singular brebaje durante el mes
t tiene dos componentes: Primero, se incurre en un costo de ¢;(z) si se producen z unidades en
el mes t. Segundo, si el nivel de producciéon de la empresa durante el mes t — 1 es x;—1 y el
nivel de produccién durante el mes ¢ es x;, entonces se incurrird durante el mes ¢ en un costo de
suavizamiento o atenuacién igual a A - |xy — x4_1|. Al final de cada mes se incurre en un costo de
almacenamiento de h¢, por unidad. Adicionalmente se incurre en un costo de I; por cada unidad
de demanda insatisfecha durante el mes ¢, la cual se desplazara para el mes siguiente, es decir,
si se tienen y clientes insatisfechos el mes ¢, la demanda en el mes ¢t + 1 sera dy+1 + y. El costo
de terminar el periodo de planificacién con algin cliente insatisfecho es muy alto. Se sabe que
inicialmente se cuenta con un inventario de S; productos y que la produccién del mes 0 fue xg.

Plantee un modelo de programacién dindmica que permita a la empresa maximizar las ganancias
en los proximos T meses.

6. (*) El pueblo de Gville cuenta con una tnica estacién de buses, a la cual acuden sus habitantes
con el fin de acudir a la Gran ciudad, Unico destino de los buses. Los individuos arriban en grupos
a intervalos de 1 minuto. De esta forma, al comienzo del minuto ¢(t=1,...,T) arriban d; pasajeros a
la estacion deseosos de iniciar su jornada laboral. Cada minuto el administrador del recinto debe
decidir qué cantidad de buses deben iniciar su recorrido. Por cada viaje y por cada bus se incurre
en un costo F' (por combustible). Considere que el pasaje del bus cuesta P y que sélo se dispone
de B buses al comienzo del dia, cada uno con capacidad para K pasajeros. Excepcionalmente
la empresa incurre en un costo de E; pesos por cada pasajero que debe esperar t minutos para
abordar su bus (¢t > 1) y en un costo de H por cada pasajero que no viaja a la ciudad por falta
de capacidad.



Plantee un modelo de programaciéon dindmica que permita al administrador asignar la partida de
los buses de forma de maximizar la ganancia diaria.

(x) Un prestigioso taller mecanico, especialista en mantecién y reparacién de motores, tiene una
maquina especializada para estos fines y desea saber cudndo cambiar dicha maquina. Para ello
cuenta con los siguientes datos:

» Una méquina nueva cuesta C [u.m)].
= Kl taller puede mantener una méaquina por 1, 2 o 3 afos.
» Una méquina con i anos de uso puede ser vendida en el mercado en v; [u.m)].

» El costo anual de mantencién de una maquina con i anos de uso es m; [u.m].

El taller busca una politica éptima de reemplazo que minimice los costos totales durante 5 anos
restringidos a que siempre debe haber una maquina sabiendo que se compré una maquina el afio
1 y que se vendera al final del ano 5.

. El ayudante de un curso tiene N novias. Un dia, luego de cobrar los miserables P [$] que le
correspondia por hacer sus clases, decidié ir a visitar a sus pretendientes en las T unidades de
tiempo que le quedaban. La novia i puede recibir al auxiliar en el horario [a;, b;] (la visita no puede
comenzar antes de las a; y no puede terminar después de las b;). Por cada unidad de tiempo que
este individuo le dedique a su novia i le significard un costo de p; [$/u.t] y si le dedica ¢t unidades
de tiempo sentird una utilidad de w;(t) [unidades de satisfaccién].

a) Formule un modelo de programacién dindmica que permita al auxiliar planificar su dia de
modo de maximizar la satisfaccién la utilidad total.

b) Considere que N =3, T =5y que no hay restricciones de presupuesto. Suponga ademads que
los bloques horarios vienen dados por [0,1], [1,3], [2,5]. Si se sabe que:

wi(t) =% — (i — t)* Vi
;,Cual es la planificacién 6ptima para este ayudante?.

Hint: Ignore los rendimientos decrecientes de escala en la satisfaccion del individuo.

(*) El Gerente Comercial de una compania estd estudiando la introducciéon de nuevos produc-
tos para la préxima temporada, por lo que debe decidir qué productos comercializar y ciantas
unidades cd ¢/u producir.

La produccién de cada uno de estos productos, segiin lo informado por el Gerente de Operaciones,
tiene asociado un costo fijo que depende del tipo de producto, igual a C;. Ademads, la produccion
de cada unidad de producto i requiere utilizar un porcentaje de la capacidad disponible en la
planta igual a K;. Suponga que no existen otros costos de produccién.

Por otra parte, dadas las condiciones de mercado, sabe que sus ingresos por unidad vendida seran
U; y que el mercado a lo méas comprard D; unidades del producto i elaborado por la compainia.



10.

a) Plantee el modelo de programacién dindmica que apoye las decisiones de produccién para el
problema general descrito, si se busca maximizar las utilidades (Ingresos - Costos totales) de
la firma.

Supongamos ahora que los productos en evaluaciéon son 3 y que se cuenta con la siguiente infor-
macion relevante:

P1|P2|P3
Costo fijo 3 2 0
Ingreso por unidad vendida 2 3 1
% de capacidad usada por cada unidad | 20 | 40 | 20

Como se ve en la primera fila de la tabla anterior, el gerente sabe que 2 de estos productos
requieren un costo fijo importante. También conoce el ingreso que recibira la empresa por cada
unidad producida, una vez que la produccién estd en marcha. Ademds, como se ve en la tercera
fila de la tabla, se sabe el porcentaje de capacidad disponible que ocupa cada unidad de producto
al ser fabricada. Por condiciones del mercado se sabe que se pueden vender sélo 3 unidades de
producto 1, mientras que es posible vender todas las unidades que se puedan fabricar de los otros
productos.

b) En esta situacién resuelva, ocupando el modelo de programacién dindmica planteado en la
parte anterior, la estrategia de produccién 6ptima.

¢) Ahora considere que las variables que representan las cantidades de productos a fabricar
son variables continuas. Suponga que tanto los ingresos por unidad como el porcentaje de
capacidad utilizada dadas en la tabla anterior son proporcionales a las fracciones de productos
y se mantienen las condiciones de mercado. Plantee y resuelva el nuevo modelo.

(*) En una popular comuna el alcalde esta bastante preocupado por la seguridad ciudadana, por
lo que ha decidido implementar un curioso sistema de botones de péanico, a través de los cuales la
amedrentada poblacién podra pedir ayuda en caso de emergencia.

Después de grandes esfuerzos por conseguir presupuesto, el alcalde cuenta con un capital que
le permite instalar un maximo de K botones, los cuales debe distribuir en los M barrios de su
comuna. (con K > M).

Segun el experimentado equipo de asesores del edil, que ya piensan en la reeleccion, si en el barrio
m se instalan k botones, el alcalde ganard P,,(k) votos adicionales.

Suponga que es contratado para determinar la asignacién que maximiza la cantidad de votos que
conseguird el alcalde en la préxima eleccion, producto de su campana de seguridad ciudadana.

a) ;Por qué este problema es susceptible a ser abordado por un enfoque de programacién dindmi-
ca?.

b) Modele el problema usando programacién dindmica deterministica, explicitando claramente
las etapas, variables de decisién, variables de estado y funciones de beneficio.



Suponga ahora que si en un barrio m, se instalan méas de U, botones, la oposicién al alcalde lo
acusara publicamente de populista y derrochador. Esto implica una pérdida de r,, votos por cada
botén por sobre U,,, instalado en esta zona.

Por otra parte, si en el barrio m se asignan menos de L,, aparatos de emergencia, la junta de
vecinos del sector también iniciard una campana de desprestigio que implica la pérdida de ¢,
sufragios por cada botén por debajo de L.

¢) Modele el nuevo escenario, usando programacién dindmica deterministica.
d) Suponga que M =3y K =5. Ademés se sabe que L1 = Lo =L3 =2y U; =Uy=U3=3y
se cuenta con estimaciones de los votos que obtendra el alcalde en cada barrio, en funcién del

numero de botones que instale, la que se resume en la siguiente tabla. Con esta informacién
y usando el modelo planteado en la parte (c), encuentre la asignacién éptima de botones.

N° Botones de panico | Barrio 1 | Barrio 2 | Barrio 3

0 0 0 0

1 45 20 50
2 70 45 70
3 90 75 80
4 105 110 100
5 120 150 130
r 10 15 20
t 10 15 20




Solucién Problemas Seleccionados

2. a) Consideremos que la familia ya definié cudl serd el orden en que visitara las ciudades (si
efectivamente decide visitarlas). En dicho caso, una etapa estard en relacién univoca con
una ciudad (Cada ciudad es una etapa y se pasard a la siguiente etapa cuando se pase a la
siguiente ciudad). Ademsds, el estado vendrd dado por el nimero de dias que le restan a la
familia para completar el total de dfas disponibles . Asi, podemos definir:

x; = Numero de dias en la ciudad i (variable de decisién de la etapa 1)

y; = Numero de dias sobrantes después de visitar la ciudad 7 — 1 6 justo antes de visitar la
ciudad i (variable de estado).

Analicemos las ecuaciones recursivas:

» Condicién de borde (iltima etapa):
En este caso habremos visitado las ciudades 1,2, ...,n—1 y tendremos y,, dias disponibles
para usar (dependiendo de cudntos dias hayamos decidido quedarnos en las ciudades
anteriores, ¥y, puede tener varios valores posibles.
Luego, el problema a resolver viene dado por:

Va(Yn)

max gn(Tn)

s.aa 0<x, <uyn

T, entero

= valor de la politica éptima de estadia en la ciudad n si la familia

ya ha visitado n-1 ciudades y aun dispone de ¥, dias disponibles

= Recursion genérica k:
En este caso habremos visitado las ciudades 1,2,...,k — 1 y nos quedan por visitar las
ciudades k,k + 1,...,n siendo y; el nimero de dias que ain nos quedan disponibles.
Luego nuestro problema a resolver serd encontrar el nimero de dias a permanecer en
la ciudad k de modo de maximizar el beneficio de actual més el beneficio de visitar
las préximas ciudades suponiendo que de ahora en adelante tomaremos las decisiones
optimas dado los dias que nos quedaran luego de tomar nuestra decision hoy:

Vi(yr) = méx{gr(zx) + Vi1 (yx — 2x)}
sa 0<z, <y
T, entero
= satisfaccion total éptima por visitar a las ciudades k, k+1,...,n.

Finalmente el 6ptimo de la satisfaccion de las vacaciones de la familia Sampson viene
dado por:
V*=Vi(M)

!También puede considerarse el niimero de dias que ya han gastado



b) Debemos resolver los problemas asociados a cada etapa partiendo desde la tltima 2, para
cada uno de los posibles estados en que puede llegar el problema a la etapa en cuestién.

Para resolver cada uno de estos problemas haremos una enumeracion explicita de los casos

posibles para cada etapa y seleccionaremos la mejor 3.
= Ciudad 3:
ys || 93(0) | g3(1) | 93(2) | 93(3) | 93(4) | 93(5) || V5 (ys) | 23
0 0 i i i i i 0 0
1 0 1 i i i i 1 1
2 0 1 3 i i i 3 2
3 0 1 3 3 i i 3 2,3
4 0 1 3 3 2 i 3 2,3
5 0 1 3 3 2 1 3 2,3

i: infactible, es decir, la familia no puede quedarse esa cantidad de dias porque ya no le
quedan tantos.

s Ciudad 2:

g2(w2)+Va(y2—w2)

Y2 T = 0 Tro = 1 To — 2 Tr9 — 3 Tr9 — 4 To = 5 VQ*(yg) a:§
0 0+0 i i i i i 0 0
1 0+1 140 i i i i 1 0,1
2 0+3 1+1 4+0 i i i 4 2
3 0+3 1+3 4+1 6-+0 i i 6 4
4 0+3 1+3 4+3 6+1 8+0 i 8 4
) 0+3 1+3 4+3 6-+3 3+1 8+0 9 4,3

i: infactible, es decir, la familia no puede quedarse esa cantidad de dias porque ya no le
quedan tantos.

= Ciudad 1:

En este caso, como sabemos que inicialmente (antes de visitar la primera ciudad), la

familia dispone de 5 dias para sus vacaciones, solo analizamos el caso y; = 5

g1(21)+Va(y1—21)

1 H 21 =0 ‘ =1 ‘ x] =2 ‘ x1 =3 ‘ x1:4‘a:1:5 H Vi (y1) ‘ x3

5 049 | 148 [ 246 | 3+4 | 441 | 540 | 9 [ou1
Finalmente existen 3 soluciones 6ptimas, todas con beneficio 6ptimo =9, cuyas estadias en
cada ciudad viene dadas por:

2Porque este es un problema que podremos resolver directamente sin necesitar los resultados de las préximas etapas
3En un problema general no se resolvers de forma tan ineficiente, sino que se recurrird a otras técnicas: Simplex, Branch
& Bound, métodos de descenso, etc.



4.

a)

Solucion Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 3
Itinerario 1 0 3 2
Itinerario 2 0 4 1
Itinerario 3 1 4 0

MODELO GENERAL

Estados: i = 1,... N c¢/u de los subsistemas

Variable de estado: S;, $ disponible al inicio de la etapa i-ésima (antes de decidir el nimero
de unidades de reserva del subsitema i). S; € [0, X]

Variable de decisién: D; Numero de unidades de reserva para el subsistema i-ésimo,

D; € [0, [%]_] (restriccién de la maximizacion).

Recursién: S;11 = S5; — D; - C;

Funcidén objetivo: Buscaremos maximizar la probabilidad que no falle el sistema (y, por lo

tanto, que no falle ninguno de los subsistemas)

V7 (81) = méix | PA(Ds) - Vi (i = Di - Gi)]

S.a. Di : Cl < Sz
Condiciones de Borde:
s 51 =X

» V41 =1 (Valor residual, neutro de la funcién beneficio)

CASO PARTICULAR

Subsistema 3

$ o 1 2 [|[v«s)|D|

0o lo7 i i 07 | 0

100 | 0,7 i i 0,7 0

200 | 0,7 0,9 i 0,9 1

300 | 0,7 0,9 i 0,9 1

400 | 0,7 0,9 0,98 0,98 2

500 | 0,7 0,9 0,98 0,98 2

600 | 0,7 0,9 098] 098 | 2

Subsistema 2

$ | 0 1 2 ||v$) | D*|
0 0,6 - 0,7 i 1 0,42 0
100 | 0,6 - 0,7 i 1 0,42 0
200 | 0,6 -0,9 i 1 0,54 0
300| 0,6-09 0,85-0,7 i 0,595 1
400 | 0,6 - 0,98 0,85 - 0,7 i 0,595 | 1
500 | 0,6 - 0,98 0,85-0,9 i 0,765 1
600 | 0,6 - 0,98 0,85-0,9 0,95-0,7 | 0,765 | 1




6. Para desarrollar este problema supondremos que los buses partirdan al comienzo del minuto desig-
nado de partida, justo después de la llegada de la cantidad d; de pasajeros. Ademés supondremos
que los pasajeros abordan los buses de acuerdo a su orden de llegada. De acuerdo a esto podemos
plantear el siguiente modelo de programacién dinamica:

» Etapas: t =1,...,7 c/u de los minutos.

s Variable de estado:

e S!= nimero de personas que al comienzo del minuto t llevan esperando i minutos para
abordar el bus. (: >0, te{l,...,T}.

e B;= el nimero de buses disponibles, al comienzo del minuto t (antes de la decisién).

= Variable de decisiéon:

e N;= nimero de buses a despachar al comienzo del minuto t.

= Recursiéon:

T—i+2
Sttt = S, —min {Sfl,méx{o, K -min{Ny, By} — Z S%_k}} Vi>0
k=0

T—i+2

St = Dt—ml’n{Dt,méx{O,K~m1’n{Nt,Bt}— > stT_k}}
k=0

Bt+1 = méX{Bt - Nt, O}

» Funcién objetivo: Minimizamos los costos acumulados hacia el futuro, asumiendo que
tomaremos las decisiones 6ptimas desde el préximo periodo en adelante:

T
V(S B;) = Jnix P-min{N, - K,D; +>» St} — F- N,
- k=1
T T—-k+1
—> Ei-min ] Sf, méx{0, K -min{N,, Bi} - > S ;}
k=1 Jj=0

V1 (S, Bt-&-l)}

s Condiciones de Borde:

e S1=0

X T oT+1
o VT+1:_H'Zk:1 Sk+
[ ] B1:B

7. En el problema identificamos:
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» Etapas: Corresponden a los anos del horizonte (tg, t1,t2, ..., t5).
= Decisiones: En cada etapa debemos decidir si conservar o cambiar la maquina.

» Estados: Edad de la méquina al final de la etapa (l¢y, Uy, Ly ooy lts)-
Notamos que:

a) En ty estamos obligados a comprar y en t5 obligados a vender.

b) El espacio de edades posibles varia dependiendo de la etapa:
lp € {O},ll el lr e {1, 2},[3, ly,l5 € {1, 2, 3}

Definimos:

Vi, (1;) = Costo de la politica 6ptima desde t; hasta el final, dado que la edad de la maquina en ¢;
es l;.

Con esto, lo que queremos calcular es V4, (0).

= Ano 5
La méquina debe venderse al final del 1ltimo afio, al valor correspondiente a la edad de la
maquina.
Vis (15) =~
= Ano 4

El problema a resolver dependerd de la edad que tenga la maquina. En efecto, si tuviera 3

anos no tendriamos mas que cambiar.

‘/154(3) = —U3 + C + mi + %5(1)
—U2+C+m1+%5(1)

Vi, (2) =

t4( ) { m3+‘/%5(3)

-1 +C+mq+ Vt5(1)
m2 +Vts(2)

Cambiar)
Conservar)

Cambiar)
Conservar)

(
(
(
(

= Ano 3
El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la maquina.

Vis(3) = —v3+C+m1+ V(1)
Vi, (2) = —vg+C+my + Vg, (1) (Cambiar)
" a m3 + V3, (3) Conservar)

ma + Vi, (2)

(
(
B —v1 +C+mg +V;,(1) (Cambiar)
Viall) = { (Conservar)
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= Ano 2
El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la maquina. Sin embargo,
en el ano 2 (dado que se compra una nueva en t), sé6lo podria tener una edad de 1 o 2.

Vi, (2) = —vg +C +my + Vi, (1) (Cambiar)
P ma+ Vis(3) (Conservar)

—v1 +C+mq + V(1) (Cambiar)
VZ2( )=
ma + Vi, (2) (Conservar)
= Ano 1

El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la maquina. Pero, en el
ano 1 (dado que se compra una nueva en t1), s6lo podria tener una edad de 1.

Vi (1) = —v1 +C+my + V(1) (Cambiar)
BTN g + VL (2) (Conservar)

= Ano 0

Al inicio del primer periodo, necesariamente debemos comprar una méaquina nueva.
‘/;50(0) =C+m + Wl(]‘)

9. a) Parte a:

» Variables de decisién:

X, = unidades de producto n a producir

~

1 Si se fabrica producto n
Yn = 0

s Variables de estado:

Sn = % de la capacidad total disponible para producir producto n

» Beneficio acumulado:

Bn[Sny Xn] - Un : Xn - Cn . Yn + Vn—i—l[Sn - Kn . Xn]
con Spp1 = Sp—Kn-X,
donde V,,[S,] = max [Bn[Sh]]
0< Xy <min($2,Dy)

» Condiciones de borde:

S1 = 100%
VN+1 = 0
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b) Producto 3:

5% [0 1|2 3]s | vaisi) | X |
100% [0|1(2(3]4]5 5 5
80% |0|1(2|3]4 4 4
60% 01|23 3 3
40% (0|12 2 2
20% |01 1 1
0% 0 0 0
Producto 2:
| S2/Xo | 0] 1] 2] V[ | X5
100% |54 |5 5 0-2
80% | 4|34 4 0-2
60% | 3|2 3 0
40% |21 2 0
20% |1 1 0
0% 0 0 0
Producto 1:

[ S/Xi[0]1]2]3] Vils] | X |
| 100% |5[3[4]5] 5 [03]

Por lo tanto existen 3 configuraciones 6ptimas:

Xi X3 X3
0 0 5
3.0 2
0 2 1

¢) La formulacién es igual a la de la primera parte, salvo que las variables X, son continuas.
Entonces debemos resolver para la funcién de beneficio acumulada,

Bn[SnaXn] = Un : Xn - Cn . Yn + Vn+1[Sn - Kn . Xn]
con Sn+1 =85, — Kn- X,

y maximizar para las variables X,, continuas. Como las X, son continuas, las variables de
estado 5, también lo serdn.
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Producto 3: K3 =20

B3[S3,X3) = Us - X3 — C3 - Y3 + V,[S5 — K3 - X3]

Sin embargo

Vi[Sa] = V4[S3 — K3 - X3] = 0,03 =0,U3 = 1

Entonces, Bs[S3, X3] = X3 y debemos maximizar para todos los valores reales positivos que
podria tomar Xj.

Estos valores posibles van desde 0 hasta ‘3—8, que significa que se produce con todo lo que

queda de capacidad disponible.

Es decir, X} = % lo que implica que V3[S3] = %.
Producto 2: Ko =40

By[Se, Xo] =Us - Xo — Cy - Yo+ V3[Sy — Ko - Xo]| =3 Xo —2- Yo 4+ V3[S2 — Ky - X3

- K- X
32[52,X2]—3'X2—2'Y2+(S22022)
Ahora tenemos que analizar 2 casos.
n Yo=0=X2=0
por lo que B3[Ss, Xso] = % = V5[S5]
s Yo=1=
So —40 - X S
BQ[SQ,XQ]:g'X2—2—|—(2202):X2—2—|—2(2)

Para maximizar B3[S2, X»| en este caso, Xo debe tomar el méximo valor posible, que es

S
5%, con lo que

SQ
== e 2
[/2[52] 3 0

Producto 1: K7 = 20, D1 = 3 y por condicién de borde S; = 100( %)

Bi[S1,X1]=U1- X1 —C1- Y1+ V8] =2-X; —3-Y1 + W[5 — K - X/]
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» Y7 =0, entonces, B1[S1, X1] = V2[S1]. Tenemos 2 subcasos:

e Y5 =0, implica, V1[S1] = V»[S1] = % =

o Y5 =1, implica, V4[S1] = Vo[S1] =3 - 5L —2 =55

= Y] = 1, entonces maximizamos Bi[S1, X1] =2+ X7 — 3+ V5[S1 — 20 - X;]

e Y, =0, implica, Bi[S1,X1]=2- X1 — 3+ W

Bi[S1, X1] = X1 -3+ 5t

Para maximizar X; debe ser lo mayor posible, X7 = 3 ya que S; = 100

e Y5 =1, andlogamente implica que B[S, X1] = % —-5+4+3- %. Por lo que X1 =3y
como S = 100,

Vi[S1] =4

De todos los casos vemos que el méximo beneficio acumulado es V1[S1] = 5,5 que significa
Y1 =0, por lo que X; = 0.

Ademas Yo = 1, con lo que Xy = % = % = 2,5 (se ocupa toda la capacidad en fabricar

producto 2. Por lo tanto X3 =0

= X7 =0,
= X3 =125,
= X3 =0,

Vi[Si] = 5, 5.
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10. a) En este punto se deben incluir argumentos como: Existe un conjunto de decisiones interrela-
cionadas, si se modelan adecuadamente las etapas se tendra que la decision para una de ellas
es independiente de decisiones pasadas y solo dependera de variables de estado, etc.

b) De acuerdo al procedimiento usual para definir un modelo de programacién dindmica se
tendra:

= Etapas:
Cada uno de los barrios, m : 1, ..., M.

= Variables de estado:
S, el nimero de botones restantes en la etapa m (sin asignar).

= Variables de decisién:
X, el numero de botones asignados al barrio m.

s Recurrencia de estados:

Serl = Sm —Xm

» Funcion de beneficios:

Vin(Smy, Xim) = P(Xim) + Vni-&-l(‘s’m — Xm)
Donde:

Vin(Sm) = Xmég Vi (Sm, Xon) }

» Condiciones de borde:

Vare1(%) =0
S1=K
¢) Aligual que en el punto anterior se tendra que:

= Etapas:
Cada uno de los barrios, m : 1,..., M.

» Variables de estado:
S, el nimero de botones restantes en la etapa m (sin asignar).

= Variables de decisién:
X, el nimero de botones asignados al barrio m.

s Recurrencia de estados:

Serl = Sm - Xm

s Funcion de beneficios:

Vi (Smy Xom) = P(Xn) —rm -méx{0, Xy, —Up } —tp - max{0, Ly, — Xin } + Vi, 11 (S — Xom)
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Donde:
Vi (Sm) = Xglgfg{m{vm(smu Xm)}

s Condiciones de borde:

V]\*4+1(%) =0
S1 = K

d) De acuerdo al punto anterior y a los datos provistos en el enunciado tendremos que:

Para m=3:
HSg‘l'g:O CL’3:1 173:2 $3=3 IE3:4 $3:5“/3* .’EE;
0 -40 - - - - - 40| 0
1 -40 30 - - - - 30 1
2 -40 30 70 - - - 70 | 2
3 -40 30 70 80 - - 80 | 3
4 -40 30 70 80 80 - 80 | 4
5 -40 30 70 80 80 90 90 | 5
Para m=2:

0 -70 - - - - - -70 | O
1 0 -35 - - - - 0 0
2 40 35 5 - - - 40 | 0
3 50 75 75 35 - - 75 | 1,2
4 50 85 115 105 95 - 115 | 2
5 60 85 135 145 125 80 145 | 3

Para m=1:

HSl\xlz() .1‘1:1 $1:2 561:3 1‘1:4 $1:5‘V1* .%'T

| 5] 125 150 145 130 95 30 [ 150 | 1 |

Entonces la estrategia es la siguiente:

» Barrio 1: 1 Botones
» Barrio 2: 2 Botones

» Barrio 3: 2 Botones

Esta estrategia consigue un total de 150 votos.
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Una de las respuestas posibles es replantear el modelo, sin embargo esto requiere mucho
esfuerzo en la modelacién (no solo basta con agregar una variable de estado que indique
si sobrepase el limite Y de botones, dado que toda la estructura de costos sera afectada
por el valor de la variable).

La idea de la pregunta es que los alumnos notasen que esta problematica puede ser
resuelta utilizando el modelo de programacién de la parte anterior y comparando los
resultados entre instancias: La primera, contar con K botones, pero solo ganar la mitad
de los votos. La segunda es mantener la estructura de votos original pero solo contar con
Y botones inicialmente. La que entregue un mayor niimero de votos sera la estrategia
Optima.

Esto es tan solo aplicar el mismo modelo de programacion, pero considerando la existen-
cia de Z - M barrios.



