Capitulo 1
Introduccion

1.1. Motivacion

Parte de los avances en fisica a
lo largo de su historia han sido he-
chos al incorporar nuevas simetrias
en la descripcion de las leyes
fisicas. No siempre estas simetrias
son descubiertas en forma directa,
a menudo es el descubrimiento de
nuevas leyes fisicas lo que acarrea
consigo la incorporacion de nuevas
simetrias en la descripcion del mun-
do fisico.

Asi tenemos que inicialmente la
mecanica trataba las direcciones
“horizontale” en forma simétrica
mientras que la “vertical” jugaba un
papel privilegiado. La isotropia tridi-
mensional se introdujo en la fisica
solo con el nacimiento de la teoria
de la gravitacion de Newton. Tam-
bién la homogeneidad del espacio
es incorporada a la fisica por New-
ton como una nueva simetria. Los

cuerpos geomeétricos tienen nor-
malmente algin tipo de simetria.
Simétrica es la ley de Coulomb, etc.

Una simetria se describe en
matematicas como la invariancia
bajo una cierta transformacion. Por
ejemplo, la homogeneidad del es-
pacio se expresa como la invarian-
cia de éste bajo traslaciones arbi-
trarias. Una de las tantas simetrias
de un cubo se describe como la in-
variancia del cubo al ser rotado en
7 alrededor de un eje que pasa por
el centro de dos caras opuestas. La
simetria de la ley de Coulomb 1/r
se refiere a la invariancia de ésta
a rotaciones arbitrarias alrededor de
cualquier eje que pase por el centro
(r =0) del potencial.

Salvo contadas excepciones
a cada simetria o conjunto de
simetrias combinadas le corre-
sponde una cantidad conservada
ylo reglas de seleccion. Sistemas
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fisicos que se mueven en un espa-
cio homogéneo (invariancia a trasla-
ciones) tienen un momento lineal
conservado. Si ademas este espa-
cio es isotropo habra momento an-
gular conservado. La conservacion
de la energia se puede deducir de
la homogeneidad del tiempo, o sea,
invariancia del Hamiltoniano del sis-
tema a traslaciones temporales.

A menudo sucede en fisica que
una nueva simetria es descubier-
ta como consecuencia de descubrir
una cantidad conservada o ambos
descubrimientos son hechos en for-
ma independiente y por lo tanto el-
los se corroboran . Un caso notable
es el descubrimiento de la invarian-
cia (covariancia) de las ecuaciones
de Maxwell bajo el grupo de Lorentz
y poco después el descubrimiento
de la constancia de la velocidad de
la luz.

Otras dos simetrias notables de
un gran numero de leyes fisicas
son la invariancia bajo reflexiones y
qgue conduce al concepto de paridad
conservada en mecanica cuantica
y la invariancia bajo inversion tem-
poral la cual no tiene una cantidad
conservada asociada.

Hasta aqui se han menciona-
do simetrias de caracter puramente
geométrico o cinematico. Existen
también simetrias dinamicas. Tal
es el caso, por ejemplo, del de-
scubrimiento de Galileo de que

1.1. MOTIVACION

la aceleracion de los cuerpos en
caida libre es constante e inde-
pendiente de la masa considera-
da. Otro ejemplo mucho menos triv-
ial de simetria dinamica es aquel-
la de los potenciales centrales tales
que tienen oOrbitas cerradas. Exis-
ten solo dos potenciales de este
tipo se simetria, 1/r (Coulombiano) y
r2 (oscilador arménico); las respec-
tivas simetrias dinamicas de estos
dos casos son mucho mayores que
la simple simetria de rotacion del
potencial. Se puede demostrar que
corresponden a los grupos SO(4) y
U (3) respectivamente.

El estudio de simetrias lleva en
forma natural al estudio de la teoria
de grupos, y esto se debe a lo sigu-
iente: i) si hay dos transformaciones
Tay T, que dejan invariante a un sis-
tema, entonces los dos productos:
TaTy, ¥ TyTa son nuevas transforma-
ciones que también dejan invariante
al sistema (estas dos transforma-
ciones son en general diferentes);
i) no es dificil ver que también
el producto de transformaciones de
simetria es asociativo, Ta(T,Tc)
(TaT,)Tc; iii) evidentemente la trans-
formacion identidad es una trans-
formacion de simetria (deja invari-
ante al sistema); iv) con un sim-
ple razonamiento se puede ver que
si una transformacion sobre un sis-
tema determinado es de simetria
también su inversa lo es. Estas cu-

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Apuntes de grupos de simetria en mecanica cuantica 7

atro propiedades son necesarias y
suficientes para asegurar que el
conjunto de todas las transforma-
ciones de simetria de un sistema
forman un grupo.

La finalidad de estas notas es
ensefar los elementos basicos de
utilizacion del concepto de grupos
de simetria en sistemas cuanticos.
Esto, sin embargo, no es posible
desde el comienzo de la exposicion
ya que primero se debe aprender la
teoria matematica basica, esto es,
teoria de grupos.

Estas notas estan divididas en
tres partes, las dos primeras son
principalmente una exposicion de
teoria de grupos. En la Parte |
se da los primeros rudimientos de
teoria de grupos abstractos con
un namero finito de elementos lo
que luego se ilustra estudiando
las simetrias de diversos cuerpos
geométricos (simetrias puntuales).
A continuacion se ve la parte
matematica mas fundamental del
curso, que es la teoria de repre-
sentaciones de grupos (finitos). Es-
ta primera parte se finaliza dan-
do algunas aplicaciones fisicas es-
quematicas y muy generales. La
Parte Il comienza con un capitu-
lo sobre el grupo simétrico (grupo
de permutaciones de n objetos)
en el que se da algunos resulta-
dos basicos y varias “recetas” que
son necesarias mas adelante. Este
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es uno de los puntos mas débiles
del curso pero aparentemente na-
da puede hacerse por superar es-
ta definicion dada la enorme com-
plejidad de las demostraciones de
las propiedades del grupo simétrico.
La mayor parte de la segunda parte
del curso esta dedicada al estudio
de los llamados grupos de Lie, que
son grupos con un continuo de el-
ementos (ej. grupos de rotaciones).
Nuevamente aqui debe entregarse
una enorme cantidad de resultados
sin demostracion alguna mas que
nada por falta de tiempo ya que
las demostraciones no son de gran
complicacion. Sin duda el tema gru-
pos de Lie podria dar para un cur-
so completo. También en esta se-
gunda parte se dan algunas breves
apliaciones fisicas. Es recién en la
Parte Il del curso que el analisis
de sistemas fisicos concretos toma
el primer plano. Consta esta parte
de tres capitulos dedicados a ato-
mos, moléculas diatomicas y soli-
dos cristalinos respectivamente.

A lo largo del curso se ilus-
tra especificamente como la teoria
de grupos: sirve como guia para
buscar y/o interpretar leyes dinami-
cas, sirve como apoyo para resolver
ecuaciones fisicas y para etiquetar
las soluciones, en particular permite
describir adecuadamente la degen-
eracion del espectro de Hamiltoni-
anos cuanticos, permite facilmente
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deducir las reglas de seleccion de
transiciones entre los niveles dis-
cretos de energia de un sistema,
ayuda a construir en forma natural
conjuntos completos de soluciones
aproximadas ortogonales, permite
una sencilla descripcion cualitativa
de los efectos de una perturbacion
en el desdoblamiento de los niveles
de energia de un sistema cuantico,
es una heramienta (til para el es-
tudio del acoplamiento de dos sis-
temas de simetria conocida etc.

Tan (tiles son las simetrias y por
lo tanto teoria de grupos en fisica,
gue existe una constante busque-
da de ellas (lo cual, como ya se
ha dicho esta intimamente ligado
a la busqueda de cantidades con-
servadas) y a menudo se recurre
al artificio no de buscar simetrias
exactas sino aproximadas, cuando
las primeras no existen con toda
la riqueza necesaria. Un caso tipi-
co lo encontramos en el estudio de
atomos. Como simetria aproximada
se supone que los elementos giran
independientemente alrededor del
ndcleo sin “sentirse” unos a otros,
esto lleva al concepto de ortibales
n2 tal como se encuentran en los

1.1. MOTIVACION

textos elmentales de quimica. So-
lo la aproximacion mas fina de con-
siderar la interaccion entre los elec-
trones lleva al concepto de canti-
dades como momento angular total
L del atomo.

Es importante que el alumno se
de cuenta que este curso solo en-
trega una parte menor de las pli-
caciones de teoria de grupos en
fisica cuantica. Aparte de lo in-
completo que quedan los temas
fisicos tratados en la tercera parte
del curso, como es facil de com-
probar simplemente consultando al-
gunos de los textos y tratados que
aparecen al final de la introduccion,
tambén debemos mencionar que
existe una interesantisima gama de
aplicaciones del concepto de gru-
pos de simetria en otras ramas de
la fisica como son fisica nuclear y
fisica de particulas. Esperamos, sin
embargo, que con la base concep-
tual contenida en este curso, no sea
dificil profundizar los temas en for-
ma independiente y también pene-
trar en los temas no tocados de es-
tas materias.

P.C.
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Capitulo 2

Conceptos basicos y ejemplos

2.1. Definiciones

Grupo es un conjunto G con aplicacion G x G — G llamada producto y
gue tiene las siguientes propiedades,

i) Producto: a todo par ordenado ab de elementos de G esta asociado
otro elemento de G, c= ab.

i) El producto es asociativo: a(bc) = (ab)c.

lii) Existe un elemento neutro, denotado e, tal que ae=ea=ay a e se
le llama la unidad.

iv) Atodo elemento ade G le esta asociado otro elemento de G, llamado
el inverso de a, a 'y se cumple que aa l=ala=e

De esta definicion se desprende que cualquier grupo queda totalmente
caracterizado por su tabla de multiplicacion, es decir, la ley que asocia a
cada par ordenado de elementos del grupo un nuevo elemento del grupo.
Un ejemplo muy simple es el siguiente,

aa = b
e a b e a b _

ab = e
a b e quedebeleerse a aa ab con _

ba = e
b e a b ba bb bb = a

13
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EJERCICIO: Construya un grupo de cuatro elementos (e, a, b, ¢) cuidando
que se cumplan todas las propiedades del producto.

Grupo abeliano es un grupo conmutativo, esto es, ab=ba Va,b e G.

De la tabla de multiplicacion de un grupo se reconoce que este es
abeliano si la tabla es simétrica con respecto a la diagonal.

Dos grupos Gy G’ se dicen isomorfos (G ~ G') si existe una aplicacion
biunivoca entre ellos que preserva el producto. Asi sias ad ybs b
entonces ab < ab’. Por lo tanto las tablas de multiplicacion de grupos
iIsomorfos son equivalentes.

EJERCICIO: Demostrar que todos los grupos de tres elementos son iso-
morfos.

Todos los grupos se pueden separar en tres tipos de grupos: los gru-
pos finitos, los grupos infinitos numerables y los infinitos no numerables
0 continuos. Ya hemos dado un ejemplo de grupo finito. Un grupo infinito
numerable es el de todas las traslaciones que llevan a hacer coincidir una
red cristalina infinita con si misma. El grupo de rotaciones es una ejemplo
de grupo continuo.

El orden y de un grupo finito es el nUmero de elementos de grupo.

Un subconjunto H de un grupo G se dice subgrupo de G si sus elemen-
tos forman un grupo con la misma ley de multiplicacion que Gy se denota
H < G. Es claro que el grupo completo Gy el conjunto formado s6lo por
la unidad e son subgrupos de G; estos se llaman subgrupos triviales. Si H
es un subgrupo no trivial de G se dice que es subgrupo propio y se denota
H<G.

Si G es grupo finito y g € G llamaremos orden de g al menor entero n
para el cual se cumple g"=e.

TEOREMA DE LAGRANGE: si H < G, G de orden ny H de orden p entonces
m=n/p es un entero, que llamaremos indice de H con respecto a G. (Ver
Prob. 2.1)

Un elemento g, se dice conjugado a otro elemento g, de G si existe un
tercer elgmento g3 de G t.all que g, = gsgzg?j.l y se escribe g, ~ g,. Es facil
ver que ésta es una relacion de equivalencia, o sea,

) g~¢
i) 9, ~0,<0,~0;

2.1. DEFINICIONES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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i) Sig;~0, ¥ 0,~0;=0;~03

de modo que se puede decir que dos elementos son conjugados en vez
de decir que uno es conjugado del otro.

Las clases en que queda dividido el grupo G debido a la relacion ~ se
llaman clases conjugadas. Es trivial verificar que el subconjunto formado
solo por la unidad constituye una clase conjugada.

Si H < Gy sucede que H; = H para todo a € G entonces H se llama
subgrupo invariante de Gy se escribe H < G. Los dos subgrupos triviales
de G son subgrupos invariantes. Si H es subgrupo propio y ademas in-
variante entonces se abrevia H < G. Todos los subgrupos de un grupo
abeliano son subgrupos invariantes.

Un grupo G que no posee subgrupos invariantes propios se llama sim-
ple.

Un grupo que no posee subgrupos invariantes abelianos se llama semi
simple. Todo grupo simple es semisimple pero no al reves.

El coseto izquierdo de H < G con respecto a a € G es el subconjunto
aH ={be G| b=ahtodo he H}, el coseto derecho se define como Ha
(algunos textos toman las definiciones a la inversa).

Es facil demostrar que si un subgrupo H de G es invariante entonces
cada coseto izquierdo es igual al respectivo coseto derecho, aH = Ha.
Considerando estos cosetos (sin apellido) como elementos de un conjunto
y definiendo sobre este conjunto la ley de multiplicacion (aH)(bH) = (ab)H
se verifica que queda definido un grupo que recibe el nombre de grupo
cuociente G/H.

Si un grupo G tiene una familia de subgrupos H;,H,,...Hy tal que se
cumple

ii) Vge Galh, e Hy,h, € H,,---hy € Hp g=h,h,---hp

entonces se escribe G=H; x H, x --- x H, y se dice que G es el producto
directo de sus subgrupos H; -- - Hy.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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2.2. El grupo simétrico

El grupo simétrico .#, de orden y=n! es el grupo de todas las op-
eraciones de permutacion entre n objetos. Rotulando estos objetos con
un indice i que toma los valores i = 1,2,---,n, cada permutacion puede
caracterizarse por la permutacion de estos indices. Un elemento tipico de

“h se escribe
1 2 3--- n
<P1 P P Pn) @23)

y que quiere decir que 1 pasa a p,;, 2 pasa a p, etc. donde p,---py N0 son
sino una reordenacion de los mismos nimeros de 1 a n.

Concretamente consideremos el elemento

P_ 123456 738
~\231547¢6 8

Una notacion mucho mas compacta y comoda escribe cada permutacion
como producto de ciclos. Asi, el ejemplo anterior se escribe,

P = (123)(45)(67)(8),

Dentro de cada ciclo un nimero pasa en aquel que tiene a su derecha y el
altimo nimero de cada ciclo pasa en el primero del mismo ciclo. Los cic-
los que tienen un solo nimero suelen omitirse, P = (123)(45)(67) pero en-
tonces debe aclararse que se trata de un elemento de .#;. Notese ademas
que un ciclo se llama asi porque es ciclico, (123..n) = (n12.n—1) = (i,i +
1,.n,1,2,3..i—1).

Para aprender a multiplicar permutaciones volvamos a la notacion us-
ada en (2.2.1). Consideremos el producto

12 3 123\ (123
312 132) \321)
Este se ha calculado como sigue. Se supone que primero act(a la
permutacion que esta a la derecha. Asi 1 pasa a 1y en la permutacion
de la izquierda 1 pasa a 3, resultado total: 1 pasa a 3. Nuevamente en la

permutacion de la derecha 2 pasa a 3 y en la de la izquierda 3 pasa a 2,
resultado total: 2 pasa a 2. Finalmente 3 pasaa 2y luego 2 pasa a 1 luego

2.2. EL GRUPO SIMETRICO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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3 pasa a 1. El efecto total queda resumido en el resultado que se escribe
a la derecha de la igualdad. Este mismo calculo se puede hacer usando
ciclos:
(132)(23) = (13).

Para obtener el lado derecho de la igualdad se procede siempre con-
siderando primero la accidon que sobre un nimero tiene el ciclo de mas
a la derecha y luego la accion que tiene sobre este nuevo namero el ci-
clo que esta a la izquierda; asi 2 pasa en 3 y luego 3 pasa en 2 lo que
da como resultado que 2 pasa en 2, que no se escribe en le lenguaje de
ciclos; nuevamente considerando el ciclo de la derecha 3 pasaen 2y en
el de la izquierda 2 pasa en 1, luego 3 pasa a 1. Finalmente el ciclo de la
derecha 1 en este ciclo, pero en el de la izquierda 1 pasa en 3 lo cual da
como resultado neto que 1 pasa en 3. Estos resultados estan resumidos a
la derecha de la igualdad. Con practica estos productos se pueden hacer
muy rapidamente.

EJERCICIO: Verifique que

12345678 12345678 \ [ 12345678
31476825 23154768 )\ 14367285

y repita el calculo usando ciclos.

Para calcular el inverso de una permutacion es mas facil usar la no-
tacion de ciclos. El inverso de (abc...yz) es (zy...cha).

Ciclos que no tienen nameros en comdn conmutan, pero si tienen
nameros en comdn en general con conmutan. Compruébese por ejem-
plo que (23) (123) = (12) mientras el producto invertido da (13).

La paridad de un ciclo es + (par) 6 — (impar) segun si la cantidad de
namero en el ciclo es impar o par (notese que es al revés) o sea, una
trasposicion (ciclo de dos nimeros) es impar, un triciclo es par, etc. Una
permutacion es par o impar segln sea el producto de las paridades de los
ciclos que la componen es par o impar. Ejemplo: la permutacion P definda
al comienzo de esta seccion es par ya que esta compuesta de tres ciclos
de paridades +, —, —.

Se llama grupo alternante A, al subgrupo de .#, de todas las permuta-
ciones pares. Su orden en %n!

TEOREMA DE CAYLEY: Todo grupo finito G de orden n es isomorfo a un
subgrupo de .#,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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2.3. Elementos de simetria puntual

La simetria de un cuerpo se describe dando el conjunto de todas las
transformaciones geométricas que preservan las distancias entre cua-
lesquiera par de puntos del cuerpo y que llevan al cuerpo a coincidir con-
sigo mismo. Toda transformacion de este tipo se dice de simetria.

Las transformaciones basicas de simetria son

I) rotaciones (en general discretas)

i) reflexiones

Si un cuerpo es infinito en extension (ejemplo, red cristalina ideal)
también se incluye entre las transformaciones de simetria basica ciertas
traslaciones discretas. Por ahora nos limitaremos a cuerpos finitos.

Los grupos finitos generados por las dos operaciones basicas men-
cionadas mas arriba se llaman grupos puntuales, y se caracterizan por
dejar por lo menos un punto del cuerpo invariante. Todos los ejes de
rotacion y planos de reflexion pasan por este punto, que recibe el nom-
bre de centro.

Mas explicitamente los elementos de simetria son,

= C, rotacion en un angulo %’T alrededor de un eje fijo. En particular se
tiene queC, =e, C'= Cn/m, C)"=e

= 0 es una reflexion en un plano que recibe el mismo nombre. Siem-
pre se cumple que 02 = e. Cuando la simetria del cuerpo tiene un
eje principal este define la direccion vertical y por lo tanto la hori-
zontal. Se designa con el simbolo g, a un plano de reflexion que
contiene al eje principal y o;, es el plano de reflexion perpendicular
al eje principal.

= U, designa a un eje de rotacion en 7t perpendicular al eje principal.
= S, es la operacion que se llama rotoreflexion y se define por

Sj - CnUh - O-hcn

2.3. ELEMENTOS DE SIMETRIA PUNTUAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Es importante notar la diferencia que existe entre una rotoreflexion par
y una impar
0, Si n es impar

e si n es par

de lo cual se desprende que si n es impar S, es un elemento del grupo
de simetria de un cuerpo, necesariamente también lo son g, y C, ya que
todas las potencias de un elemento del grupo también son elementos de
ese grupo. Si nes par S, puede ser elemento de un grupo de simetria sin
que g;, 0 C, tengan que serlo.

I: con este simbolo se designa la inversion con respecto al origen,
| =S,

Corolario de esta propiedad es que las clases conjugadas de los gru-
pos de simetria estan constituidas por operaciones de la misma natu-
raleza. Dos elementos de simetria conjugados se dicen equivalentes.

Nota: No debe confundirse el grupo como estructura abstracta, defini-
da exclusivamente a través de su ley de multiplicacion con la estructura
concreta a través de la cual los grupos son normalmente definidos en
fisica. En el caso actual a través de operaciones geométricas definidas
en el espacio fisico tridimensional. Es por medio de la definicion concreta
gue se obtiene la ley de multipliacion y por lo tanto la estructura abstracta.
Nuestra notacion no siempre hara diferencia entre estos dos significados.

2.4. Ejemplos de grupos

2.4.1. Elgrupo puntual C;, |

Un tetrahedro cuya base es un triangulo
equilatero y cuyo vérticie superior esta sobre la
perpendicular a la base que nace en el centro
de gravedad de ella es invariante con respecto a
la operacion C, y también con respecto a cada
plano de reflexibn que contiene a un vértice de
la base y al eje principal de la figura. El grupo
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tiene, en total, seis elementos (transformaciones de simetria de la figura),
(e,C3,C§,01,02,03) y el grupo tiene tres clases conjugadas: (€), (C3,C§),
(04,0,,03).

2.4.2. Elgrupo puntual D,

El grupo D,; es el grupo de
simetria de un polihedro rectangular de
base cuadrada que tiene dos tipos de
vértices, como se aprecia el la figura
adjunta. Debido a esto dltimo la figu-
ra no es invariante a rotaciones C, (en
1t/4) en torno al eje principal, sino tan o
solo a rotaciones C, (en 71/2). Una op- @ -
eracion menos trivial que también deja
invariante la figura es

“Ejeprincipal

Esta es una rotacion en 11/4 en torno al eje principal, seguida por una re-
flexion con respecto a un plano horizontal que corta a la figura en sus dos
mitades. Ninguno de los factores (g, y C,) son operaciones de simetria,
pero si lo es S,. Es trivial ver que S = C,. También hay cuatro planos
verticales de reflexion (que contienen al eje principal) que son planos de
simetria, dos son diagonales y dos son paralelos a algunas de las aristas
horizontales. Se menciona que otras operaciones de simetria son rota-
ciones C, en torno a ejes horizontales que pasan por el centro de caras
opuestasperpendicular al eje principal. Un C, perpendicular al eje principal
suele denominarse U,.

En total, se puede ver, que este grupo tiene ocho elementos.

2.4.3. Los grupo puntuales T,y O,

Se deja como ejercicio encontrar los grupos de simetria del tetrahedro
regular, T, y del cubo, O,. Estos grupos tienen 24 y 48 elementos respec-
tivamente y T, es subgrupo de O,..
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2.4.4. Algunos grupos continuos

En los grupos continuos, como el grupo de rotaciones, es posible ca-
racterizar sus elementos por los valores de unos pocos parametros reales
y continuos (e.g., los angulos de Euler en el caso del grupo de rotaciones:
SO(3)). Si estos parametros tienen un rango finito de variacion se dice que
el grupo continuo es compacto. El grupo de transformaciones de Lorentz
no es compacto, porque ademas de angulos de Euler tiene parametros
que corresponden a angulos hiperbolicos. Las transformaciones propias
de Lorentz constituyen el grupo llamado SO(3,1).

Otro grupo de mucho interés en mecéanica cuantica es el grupo O(3).
Tiene una estructura muy sencilla en términos del grupo de rotaciones
SO(3). Los elementos de O(3) son a) rotaciones puras R(A, a) o bien b) son
de la forma I R(A,a) donde | es la operacion de inversion. Esta Gltima
operacion es aquella que simultaneamente cambia el signo de las tres
coordenadas: (X,Y,z) — (—X,—Y,—2). La inversion | conmuta con todas las
rotaciones, por lo que O(3) es el producto directo de dos grupos,

0(3) =0(3) x {e 1} (2.4.1)

2.5. Problemas

2.1 a) Demostrar que la relacion g, ~ g, divide a un grupo G en clases
disjuntas; b) demostrar que Hy = aHa ! es un subgrupo de G si H
es subgrupo de G. Hy= {h' € G| = aha~',vhec H;ac G}

2.2 Encontrar el nUmero de cosetos izquierdo que tiene un grupo G con
respecto a un subgrupo propio H conociendo los 6rdenes de Gy H
y demostrar el teorema de Lagrange.

2.3 Demostrar que G/H es grupo solo siH < G.
2.4 Demostrar que el conjunto {g;e,¢,9,,---,9;0n} donde G={e,g,,...,0n}
es igual al conjunto de elementos de G. Esto significa que en la tabla

de multiplicacion de un grupo aparecen en cada columna y en cada
fila todos los elementos del grupo una y solo una vez.
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2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

Construir todos los posibles grupos (tablas de multiplicar) de 4, 5y
6 elementos. Indique cuantos esencialmente diferentes existen (no
iIsomorfos).

A ( 123456789,10,11,12,13 s ( 1,2,3.45%6,7,8,9,10,11,12,13
~ \ 564137298,12,10,13,11 /° =\ 7,11,9,10,3,13,1,8,5,2,4,6,12

Calcular AB y BA usando ciclos y también determinar A=,

Construya la tabla de multiplicacion de .#; y determine sus clases
conjugadas.

Considere el grupo de todas las permutaciones de los cuatro vértices
de un tetraedro regular. Interprete geométricamente cada una de es-
tas operaciones. ¢ Qué caracteristica comun tienen las operaciones
geomeétricas asociadas a las permutaciones pares?

Sean Ay B dos operaciones elementales del grupo de simetria de
un cuerpo dado. Demostrar que la operacion R= ABA~! es una op-
eracion del grupo de la misma naturaleza que B, es decir,: si B es
un C, también lo es R; si B es un o también lo es R; si B es un §,
también lo es R.

Encuentre la tabla de multiplicacion del grupo D, y las clases conju-
gadas de este grupo (en una clase conjugada solo puede haber op-
eraciones de la misma naturaleza pero no siempre las operaciones
de la misma naturaleza pertenecen a la misma clase conjugada).

Determine el grupo que se general a partir de tres operaciones C,
en torno a ejes mutuamente ortogonales (ejes X, Y, Z).
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