
Caṕıtulo XII

RELATIVIDAD ESPECIAL

XII.1. Introducci ón

La relatividad especial, de acuerdo al libro de Sir E. Whittaker:A History of the theories
of Aether and Electricity, fue introducida por H. Poincaré, H. A. Lorentz, G. F. FitzGerald,
y puesta en la forma final por A. Einstein en 1905.

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por J. A.
Wheeler, quien conoció y trabajo con Einstein en sus años en Princeton.

Einstein teńıa una especial preocupación por entender el origen y naturaleza del tiempo.
Una pregunta que lo fascinaba era: ¿cómo aparecerı́a el universo para un observador que
viajara en un rayo de luz?. Estas preocupaciones unidas a sus sólidos conocimientos de
fı́sica y mateḿatica, su genialidad y persistencia1 le permitieron dar una forma definitiva
a la teoŕıa de la relatividad especial. Einstein postuló que la velocidad de la luz tiene el
mismo valor en cualquier sistema de referencia inercial.Éste es el principio ḿas relevante
en su teoŕıa. Genera dos consecuencias inmediatas.

Como existen infinitos sistemas inerciales, cada uno moviéndose con una velocidad re-
lativa constante con respecto a otro2 este principio afecta directamente al principio de
superposicíon de velocidades en la forma como fue establecido en el movimiento relativo
de la cineḿatica newtoniana. También este principio establece, como veremos más ade-
lante, el caŕacter relativo de la idea de simultaneidad. Esta frase expresa lo siguiente: dos

1Einstein no teńıa en esáepoca un cargo en una universidad.
2Ver Caṕıtulo IV, acerca de la validez de las Leyes de Newton.
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hechos3 que ocurren simultáneamente en el sistema de referencia de un observador iner-
cial no ocurren aśı desde el punto de vista de otro observador en movimiento relativo con
respecto al anterior. Para esteúltimo observador, uno de los hechos mencionados ocurre
antes que el otro.

Dentro del contexto de la relatividad especial, la idea de simultaneidad para dos hechos
estaŕa asociadáunicamente al observador inercial que ası́i lo establecío. Para otro observa-
dor inercial, en movimiento relativo con respecto al anterior estos dos hechos no ocurrirán
en forma simult́anea.

Tambíen como consecuencia de adoptar la velocidad de la luz como una constante uni-
versal, desaparece la necesidad de especificar un medio que soporte las oscilaciones de la
luz, considerada como una onda electromagnética propaǵandose. Desaparece la necesidad
de postular la existencia de un medio, denominadoéter, que sostenga las oscilaciones de
las ondas electromagnéticas. Tambíen junto con eĺeter desaparece la posibilidad de que
exista un sistema de referencia en reposo absoluto.

Einstein tuvo el coraje de abandonar la idea de un espacio y un tiempo absoluto y es-
tablecío la idea de un espacio-tiempo construido por cada observador inercial en base a
los principios de la relatividad especial. Este espacio-tiempo es propio de cada observa-
dor inercial. Las mediciones del largo de una vara o el largo de un intervalo son también
propias de cada observador, relativas al observador que realiza las mediciones. En este
esquema, la velocidad de la luz es un elemento básico, puesto que es universal, el mismo
para todos los observadores inerciales.

Que el valor de la velocidad de la luz sea tan grande comparada con cualquier otra
velocidad, dificult́o la posibilidad de destacar su importancia en las mediciones realizadas
en la vida diaria.

El siguiente ejemplo ilustra una situación que no se ajusta a nuestra intuición, y que
sucedeŕıa si existieran objetosmacrosćopicosque viajaran a velocidades cercanas a las de
propagacíon de la luz. O que sucederı́an en caso que la velocidad de la luz tuviera un valor
cercano a los que ocurren en la vida diaria.

Nuestra experiencia diaria indica que si un helicóptero se acerca a una muralla ilu-
minándola con un foco, como se ilustra en la Figura, la zona iluminada se acerca desde
infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es posible que el movimiento
de la sombra proyectada por una muralla debido al foco en movimiento, puede desplazar-
se desde la muralla hacia infinito, si el foco (o el helicóptero) se acercara desplazándose a

3Más adelante, definiremos la idea de evento que reemplazará lo que vagamente definimos aquı́ como
”hechos”
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velocidades cercanas (pero inferiores) a la velocidad de la luz.

Ejemplo

Un avión viaja en forma rectilı́nea a una velocidadu, cercana a la velocidad de la luz y
a una alturaH sobre el suelo. Una linterna, abordo del avión ilumina el espacio emitiendo
destellos de luz periódicamente,

Dos observadoresA y B en reposo, descansan detrás de un muro de alturah. B se ubica
justo detŕas del muro, mientras queA permanece a una distancia` deB.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidadu de modo que el destello (fotón)
emitido desde el avión enP , alcance al observadorA justo en el instante en que el fotón,
emitido desde la linterna cuando el avión pasa por el puntoD, alcanza al observadorB.

Hallar el rango de valores delánguloφ para el cual ocurre esta situación.

b) Demuestre que si la velocidad del avión es mayor que el valor encontrado en la
pregunta anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad
que hay en el lado izquierdo del muro retrocede desdeB haciaA.

Use cineḿatica no-relativista.

a) Para encontrar el valor que debe tomaru, debemos calcular el tiempo que tarda el
rayo de luz en recorrer los dos caminos (ver Figura):

T (P → C → A) ≡ TA,
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T (P → D → C → B) ≡ TB.

TA es el ḿas f́acil de calcular.

Como los tríangulos rect́angulos∆ CDP ∼ ∆ CBA, entonces

AP

AC
=

H

h
, de aqúı se obtiene AP =

H

h
AC =

H

h

√
`2 + h2,

donde hemos usadoCA =
√

h2 + `2.

PeroTA es el tiempo que el fotón demora en recorrer la distanciaPA, de modo que:

TA =
H

h

√
h2 + `2 · 1

c
. (XII.1)

Para calcular la velocidadu de modo que el destello emitido enD llegue aB simult́anea-
mente con el fot́on que salío desdeP y alcanzaA, debo considerar el tramoPD que
recorrío la linterna.

TB = T (P → D) + T (D → C → B).

El tiempo que transcurrió entreP → D es

T (P → D) =
PD

u
.

De la Figura se tiene:
PD

DC
=

`

h
de modo que

PD =
`

h
DC =

`

h
(H − h) (XII.2)

de esta forma

T (P → D) =
` (H − h)

hu
.

El tiempo de viaje del destello entreD y B es:

T (D → B) =
H

c
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de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el
instante desde que el avión emitío el otro destello en el punto P:

TB ≡ T (P → B) =
` (H − h)

hu
+

H

c
.

Si imponemos la condición queA y B reciban los destellos simultáneamente, se debe
cumplir queTA = TB, y de esta ecuación obtenemos la condición buscada:

` (H − h)

hu
+

H

c
=

H

c

√
h2 + `2

h
,

despejandou/c, obtenemos:

u

c
=

(
1− h

H

)
√√√√ 1 +

(
h

`

)2

− h

`

como
h

`
≡ tan φ, entonces:

u

c
=

(1− h
H

)[
1

cos φ
− tan φ

] . (XII.3)

La condicíon que debe cumplirse es:

u

c
< 1 ⇒ 1− sen φ

cos φ
> (1− h

H
).

Es decir, dado un valor deu < c, existe unánguloφ espećıfico desde el cual ambos
destellos alcanzanA y B simult́aneamente. En el gráfico que se acompaña se puede estimar
el rango de valores posibles que puede tomarφ.
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b) Es claro que si la velocidad del avión u aumenta, entonces el destello emitido en
P , llega aA despúes que el emitido desdeC, puesto que ahora el avión viaja ahora ḿas
rápido.

Si el avíon viaja con una velocidadu = u(φ) que se ajusta a la a la ecuación XII.3, la
regiónAB se ilumina en forma instantánea.

Si

1 >
u

c
>

1− h

H
1− sen φ

.

entonces la zonaAB se ilumina desdeB haciaA, siempre que no emita destellos cuando
φ < 0, 6, de acuerdo a lo que se aprecia en el gráfico.

Más adelante, una vez equipado con el formalismo relativista podremos criticar alguna
de las afirmaciones hechas aquı́. Por ejemplo dentro del esquema de la relatividad especial
el ánguloφ no es el mismo si es medido por un observador en el avión o uno en tierra.

Es posible evitar estas dificultades modificando el enunciado. En lugar de instalar una
linterna en el avíon, podemos colocar dos linternas en los puntos P y D, apuntando apro-
piadamente para alcanzar los puntos A y B, y que sean activadas por el avión al pasar por
dichos puntos. Este cambio no afecta ninguno de los cálculos hechos, el resultado es el
mismo y las objeciones relativistas desaparecen.
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XII.1.1. Sinopsis del origen y resultados de la relatividad especial

La mećanica newtoniana supone la existencia de un tiempo y un espacio absoluto, rı́gi-
do, inamovible y, en consecuencia el mismo para todos.

Este esquema es obvio para nosotros: coincide con la experiencia diaria. Nadie ha re-
gistrado un acortamiento en el largo de una barra en movimiento o un desajuste en el reloj
de un viajero internacional a su regreso.

La ausencia de evidencias de este tipo se debe a que la magnitud de la velocidad de la
luz,≈ 300,000 km/s, supera ampliamente cualquier velocidad cotidiana. Por esta razón
algunos de los ejercicios propuestos son más bien experimentos pensados. Sin embargo,
las predicciones de la relatividad especial han sido verificadas en todos los experimentos
realizados hasta el presente.

Uno de los postulados de la relatividad especial afirma que la velocidad de la luz es
la misma en todos los sistemas de referencia inerciales. Este principio genera cambios
profundos en la concepción del tiempo y del espacio. Para aceptarlos es necesario su ve-
rificación experimental. En esta tarea juega un papel central la precisión alcanzada en la
medicíon del tiempo. Por esta razón, antes de adentrarnos en los postulados de la relati-
vidad especial, haremos una reseña del paulatino incremento en la precisión con que se
registra el tiempo. En la actualidad, esta es la variable que se puede medir con mayor
precisíon.

XII.1.2. La medición del tiempo

El tiempo se define en forma tal que la descripción del movimiento resulte simple [2].
De hecho, uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertir un péndulo en una ḿaqui-
na confiable para registrar el paso del tiempo. Como lo señala Penrose [3], los griegos lo-
graron un entendimiento aceptable de los fenómenos estáticos, pero no ası́ de los dińami-
cos. Este hecho proviene, en parte, por la falta de una forma adecuada de cuantificar el
cambio de posición de un objeto. Otro de los aciertos de Galileo fue utilizar un reloj de
agua para tabular el tiempo durante la caı́da libre de los cuerpos.Éste fue tambíen el origen
de la utilizacíon de planos inclinados y poleas, que surgieron como una forma de hacer la
cáıda libre ḿas lenta y por tanto ḿas f́acil de tabular. Es también, el origen de los ejercicios
propuestos en los libros introductorios de mecánica.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII reem-
plaźo el reloj de ṕendulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte helicoidal. De
este modo se aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre el funcionamiento del
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reloj. Otro relojero John Harrison (1693–1776) utilizó un resorte bimetálico para dismi-
nuir los efectos debido a los cambios de temperatura y logró construir un reloj que śolo se
atrasaba 54 segundos después de una travesı́a maŕıtima de 156 d́ıas.

El más antiguo de los relojes lo constituye el movimiento de la Tierra alrededor del
Sol. Sin embargo, en este caso, a medida que aumentó la precisíon de los instrumentos
utilizados, comenzaron a surgir dificultades debido a que la tierra describe una elipse alre-
dedor del sol y, por la conservación del momento angular, hay tramos en los cuales viaja
más ŕapido (ver Figura) y el d́ıa solar, considerado como el intervalo de tiempo que trans-
curre entre dos posiciones consecutivas del sol en el cenit de un mismo lugar, se alarga en
aproximadamente 4,7 segundos con respecto al dı́a promedio.

¿Es posible detectar estos cambios?

En 1900 los relojes se ajustaban de acuerdo al tránsito de las estrellas más luminosas a
través de los meridianos de los observatorios terrestres. Esto se define como un dı́a sideral.

En 1936 la construcción de relojes de ṕendulo era t́ecnicamente tan sofisticada que en el
instituto BIH (Bureau International de l’Heure) se logró alcanzar una precisión suficiente
para poder comparar la duración del d́ıa en dos fechas diferentes y asegurar que el largo de
un d́ıa de Enero de dicho año excedío a uno de Julio en aproximadamente 2 milisegundos
[8].

En 1955 la precisión de los relojes atómicos permit́ıan medir el tiempo con una exactitud
de una parte en1011 y su tamãno y peso permitı́an hacer comparaciones entre puntos
alejados uno del otro.

Hoy, la precision y estabilidad de los relojes nucleares permite una exactitud en su
medida de 2 partes en1014.4

4El reloj nuclear es uńatomo de Cesio 133, que al sufrir una transición (hiperfina) entre dos estados
posibles, emite una onda; 9.192.631.770 ciclos (oscilaciones) de esta onda, corresponden a un segundo. Esta
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Escalas de tiempo

El tiempo solar medioes la escala
de tiempo obtenida mediante la posición
aparente del Sol, después de aplicar di-
versas correcciones para lograr una escala
más uniforme.
El tiempo universalUTO, es el tiem-
po solar medio referido al meridiano
de Greenwich (Greenwich Mean Time o
GMT).
Pequẽnas correcciones adicionales de la
uniformidad del movimiento de la Tierra
debido a fluctuaciones en la dirección del
eje polar y otros movimientos periódicos
asociados a la atḿosfera, las corrientes
océanicas , ...etc. lleva a otras escalas aún
más uniformes: UT1 y UT2.

Con la existencia de los relojes atómicos, numerosos laboratorios han cooperado para
generar lo que se denominael tiempo coordenado universal(UTC), que es un promedio
de las escalas de tiempo atómico de cada uno de los laboratorios. Para mantener la equi-
valencia entre el UTC y el largo del dı́a, es necesario añadir o quitar, en forma ocasional,
un segundo a la escala atómica. Este es elsegundo bisiestoque se menciona en el recorte
de un períodico que se acompaña.

Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la escala del
navegante UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.

es la definicíon de un segundo y, en forma simultánea, da una idea de la tecnologı́a involucrada en el proceso
de medicíon.
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XII.1.3. Las ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo pasado existı́an dos teoŕıas que hab́ıan demostrado, a través de nu-
merosos experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza. Estas eran, la teorı́a
elaborada por J. C. Maxwell acerca de la electricidad y magnetismo de los cuerpos (que
llamaremos ecuaciones de Maxwell) y la teorı́a mecanicista de Newton. James Clerk Max-
well (1831 – 1879) unifićo los diversos experimentos relacionados con cargas eléctricas,
corrientes, bobinas...etc., realizados hasta esaépoca en un conjunto de ecuaciones que
llevan su nombre. Esta unificación se logŕo incorporando un término extra en una de las
ecuaciones que, no contradecı́a ninguno de los experimentos conocidos y que añad́ıa una
mayor belleza –o simetrı́a–, a las ecuaciones. Este término dio origen a una ecuación de
onda cuya velocidad de propagación en el vaćıo era igual a la velocidad de la luz. A
ráız de estos resultados, Maxwell postuló, por primera vez, que la luz, era una onda elec-
tromagńetica.Éstas ondas fueron encontradas experimentalmente por Heinrich Hertz en
1888, cuando Maxwell habı́a muerto.

Como sabemos, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los sistemas
inerciales.

Sin embargo, estas mismas transformaciones al extender su rango de validez a las ecua-
ciones de Maxwell generaban problemas. Al realizar una transformación de coordenadas
de la forma (XII.4), las ecuaciones de Maxwell toman una forma totalmente diferente en
el nuevo sistema de referencia. Si se acepta esta situación como correcta, se deduce enton-
ces que existe un ḿetodo para identificar un sistema de referencia en reposo absoluto. Es
aquel donde las ecuaciones de Maxwell toman la forma más simple. Se postuló que este
medio en reposo absoluto era eléter.

Figura XII.1: Un destello (o fot́on) lanzado por un observador en reposo en el laboratorio
debeŕıa tener una velocidadc−u en el sistema de referencia de un observador que se aleja
del anterior con una velocidadu.
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Por otra parte, si la luz es una onda, el criterio mecanicista obliga a pensar en un medio
sobre el cual se propaga esta onda. Más áun, de acuerdo a la composición de velocidades
introducida por Galileo, si la velocidad con que viaja un destello de luz en nuestra sala es
c, la velocidad de este mismo destello, medida por un observador que se desplaza con una
velocidadv con respecto a la sala deberı́a ser:c′ = c ± v, dependiendo del sentido de la
rapidez del observador.

Si las ecuaciones de Maxwell cambian de forma al ir de un sistema de referencia a otro,
podemos pensar que se propagan con una velocidad constante en el sistema en reposo
absoluto. Este es elétermencionado anteriormente.

La influencia hist́orica de las ondas mecánicas en cuerdas y otros ejemplos, impulsó a
los estudiosos de láepoca a postular la existencia de este medio etéreo, que servı́a de
medio de transmisión para las ondas electromagnéticas y a la luz en particular.

Obviamente, este medio no se podı́a detectar mediante ningún experimento fı́sico. La
teoŕıa de Einstein desechó la idea de la existencia deléter y adopt́o el principio que la
velocidad de la luz en el vacı́o era una constante universal, toma el mismo valor en todos
los sistemas inerciales de referencia.

Hubo varios experimentos que indicaban que esta composición de velocidades no corres-
pond́ıa a lo observado. Uno de estos experimentos fue el de Michelson-Morley, quien,
utilizando un dispositivóoptico, intent́o detectar alguna diferencia en el valor de la velo-
cidad de la luz, dependiendo de la dirección y sentido en que viajaba con respecto a la
velocidad orbital de la Tierra. El resultado fue negativo: no se encontró evidencia, dentro
del margen de error, de una superposición de velocidades del tipo utilizado en la mecánica
Newtoniana.

Esto es importante, puesto que de acuerdo a las ecuaciones de Maxwell, la luz es una
onda electromagńetica, de este modo si la luz no discrimina entre dos sistemas inerciales
en movimiento relativo, tampoco lo deben hacer las ecuaciones de Maxwell.

Por esta raźon, entre otras, revisaremos la relatividad de Galileo.

XII.1.4. El principio de relatividad de Galileo

La primera Ley de Newton es la definición de un sistema inercial. Si un cuerpo per-
manece en reposo (o en movimiento uniforme), lo podemos considerar como un sistema
de referencia inercial. Una vez definido necesitamos un protocolo para relacionar las ob-
servaciones desde un sistema inercial a otro, de forma que las leyes de Newton sean las
mismas en ambos.Éste es elprincipio de relatividad de Galileo.
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Establece quelocalmente, no existe un experimento que permita a un observador dis-
tinguir entre un movimiento uniforme rectilı́neo y el reposo.

De hecho, como señala Penrose [3], Galileo fue particularmente claro en este punto,
más áun que Newton mismo, dando incluso un ejemplo concreto.

Ilustraremos este principio con la caı́da libre de un objeto, observada por dos sujetos,
uno en tierra y otro en un carro en movimiento, como aparece en la Figura. La palabra
localmenteindica que a partir del resultado del experimento, cada observador opina que el
otro est́a en movimiento.

Transformacíon
de

Galileo



x′ = x + v0 · t,

y′ = y,

z′ = z,

t′ = t.

(XII.4)

Figura XII.2: Para un observador en el interior de un carro del Metro, (que se mueve con
velocidad constante) una pelota en caı́da libre se comporta exactamente igual a lo que
observa una persona que deja caer una pelota en la estación.

Podemos ilustrar esta idea con el siguiente experimento pensado. Supongamos dos ob-
servadores viajando en el espacio vacı́o –sin estrellas o galaxias a su alrededor que les
sirvan de referencia– con una velocidad relativavo. Como ambos observadores no sienten
ninguna fuerza extrãna, suponen que su sistema se encuentra en reposo absoluto y le ads-
criben a cada punto del espacio una coordenada. Totalmente ignorantes del principio de
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relatividad de Galileo, cada uno de ellos supone que los puntos espaciales están en reposo
absoluto en su nave y por lo tantoen cada instante son los mismos puntos. Esta es la opi-
nión del observador A. En la otra nave, el observador B hace un análisis similar y concluye
que es el espacio tridimensional desunave el que permanece quieto y que, obviamente,
los puntos del espacio tridimensional del otro sistema de referencia, van cambiando en el
tiempo.

La solucíon a este problema es la relatividad especial.

Einstein postuĺo que las ecuaciones de Maxwell no pueden distinguir un sistema de
referencia inercial de otro.

En uno de sus postulados, el más fuerte, Einstein afirma que la velocidad de la luz es
una constante universal, independiente de la velocidad de la fuente que genera el destello
de luz y la misma en todos los sistemas de referencia inerciales.

Otro de los postulados afirma que no es posible distinguir, mediante un experimento
fı́sico, entre dos sistemas inerciales.

Estos postulados conforman la aproximación que nosotros adoptaremos en estas notas.
Para respetar el enunciado de estos principios fue necesario derribar el dogma del tiempo
absoluto. Otra consecuencia de estos postulados se refiere al concepto de simultaneidad.
Éste se establece para cada sistema inercial en forma separada, la simultaneidad deja de
ser un concepto absoluto. Directamente asociado con este cambio en la idea de simulta-
neidad, aparece la necesidad de dejar claramente establecido qué se entiende por el largo
de una barra. Concepto que también resulta ser relativo, sin que la barra experimente fı́si-
camente ninguna contracción o alargamiento. Esta relativización de las longitudes es una
consecuencia directa de la definición cuidadosa de simultaneidad que incorporó Einstein
a la f́ısica.

En resumen, si respetamos el principio de relatividad de Galileo: todos los sistemas
inerciales son equivalentes, no existe un espacio en reposo absoluto, fijo e inamovible.
Sólo existe un evento caracterizado por sus coordenadas y el instante en que se determinó,
y estos ńumeros est́an directamente asociados al observador que empleó un cierto ḿetodo
para establecerlos. Cada observador debe hacer la misma tarea. No hay un espacio fijo e
inamovible, depende del observador. El hecho de asociar una coordenada a un objeto en
cada instante, nos lleva a un espacio en cuatro dimensiones: una temporal y tres espaciales.
La primera nos dice cuando realizamos la medición de las coordenadas de un determinado
objeto.

De esta forma hemos introducido el espacio-tiempo, la necesidad de realizar gráficos
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que incluyan el tiempo en la descripción de las coordenadas.

Figura XII.3: Cada uno de los planos representa el espacio tridimensional asociado al
instantet de uno de los observadores.

Las medidas realizadas por un observador inercial pueden ser relacionadas con las efec-
tuadas en otro de los sistemas inerciales. La fórmula que los relaciona depende de las
hipótesis que se asuman. Nosotros repasaremos brevemente las asumidas por Newton y
que dominan toda la fı́sica pre-relativista. Posteriormente incursionaremos en una teorı́a
más completa, con otros postulados que constituye la relatividad especial.

Newton postuĺo un tiempo universal, el mismo para todos los observadores inerciales.
La transformacíon de las coordenadas espaciales obedece a la observación más elemental:

En la siguiente sección describiremos con ḿas detalle los diagramas espacio-tiempo y
posteriormente enunciaremos los postulados de la relatividad especial.

XII.2. Postulados de la Relatividad Especial

XII.2.1. Diagramas Espacio–Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto como el instante
en que un objeto al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo... etc. Esto se
denomina unevento. Localiza un hecho en un diagrama espacio-tiempo.
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Mateḿaticamente está definido por un conjunto ordenado de cuatro números que corres-
ponden al tiempo, el primero, y a las tres coordenadas espaciales, los consecutivos.

Evento : Es un tetrada ordenada de números que describen un hecho pun-
tual. Constituye un primer paso para asignar coordenadas al espacio–tiempo,
cuando no existen puntos de referencia.

Figura XII.4: La ĺınea A, a la izquierda de esta Figura, representa la trayectoria en el
espacio-tiempo de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha, se dibuja un
observador (puntual) que se aleja del origen con una velocidad V. La recta inclinada repre-
senta la ĺınea de universo de este observador.

Un evento entonces corresponde a la ceremonia que se realiza en la vida diaria para
concertar una cita: se indica el lugar (las coordenadas espaciales) y la hora.

Por ejemplo una barrano es un evento puesto que no es posible definirla mediante un
conjunto de cuatro ńumeros. El instante en que dos barras chocan es un evento, el tiempo
asociado es el instante del choque y las coordenadas espaciales definen el lugar en que
ocurrió.

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujaremos sólo una o dos
coordenadas espaciales.

Si uno deja caer un objeto en una fuente con agua, se genera una onda que se aleja del
punto donde cay
’o la piedra con una velocidad caracterı́stica. El frente de onda es una circunferencia que
se expande alejándose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, la trayectoria de una
de las ondas aparece como un cono cuyo vértice descansa en el punto (evento) donde se
originó la onda, que en este caso coincide con el origen del sistema de coordenadas. Algo
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Figura XII.5: Lı́nea de universode una partı́cula querota alrededor del origen describien-
do una circumferencia de radioa. A la derecha se incluye una partı́cula que repentinamente
explota en tres pedazos.

Figura XII.6: Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido propagándose en la super-
ficie del agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso luminoso
propaǵandose en dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud en ambos ejes x y
ct.

similar es lo que sucede con un destello de luz,éste se propaga como un cascarón esf́erico
en un espacio de 3 dimensiones. Una de las diferencias con el caso anterior es queésta
se propaga en el vacı́o, no necesita de una cuerda u otro medio material para propagarse.
En los diagramas, esta onda se transforma en uncono de luz. Definimosct como las
dimensiones del eje vertical, de este modo todos los ejes tienen la dimensión de longitud.
Esta eleccíon es śolo una convención y no tiene ninguna importancia conceptual. También
elegiremos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad de la luz se propague
formando unángulo de45o con las coordenadas espaciales y el tiempoct. Esto es una
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Figura XII.7: Lı́nea de universode los puntos extremos de una barra rı́gida que viaja con
velocidadv con respecto al sistema S. A la derecha se indica la lı́nea de universo de los
extremos de una barra que gira en torno al origen.

forma de facilitarnos la vida al dibujar la trayectoria de los rayos de luz. No tiene ningún
trasfondo conceptual. Refleja el hecho que los rayos de luz son vitales en el desarrollo de
la teoŕıa y aparecen una y otra vez.

Esta simplificacíon se logra usando como unidad de longitud la misma unidad utilizada
en el eject. De esta forma la trayectoria de un rayo de luz forma unángulo de 45o con el
eject. Cabe destacar –como explicaremos en detalle más adelante–, que esto ocurre sólo
en el sistema de referencia donde nuestro observador se encuentra en reposo. En cualquier
otro sistema de referencia, que se desplace con una velocidad finita con respecto al anterior
el rayo de luz bisecta eĺangulo formado por los ejes ct’ y x’.

El hecho que la velocidad de la luz tome el mismo valorc en todos y cada uno de
los sistemas inerciales es fundamental en la construcción de la teoŕıa de la Relatividad
Especial.

XII.2.2. Postulados de la Relatividad Especial

Esta es una teorı́a del espacio-tiempo donde hemos eliminado todo tipo de interacción
o fuerzas y, de esta forma, sólo queda por estudiar lacineḿatica de los objetos que la
habitan. En esta sección nos avocaremos a sentar las bases para que cada observador iner-
cial establezca su malla de relojes sincronizados, distancias relativas y formalismo para
comparar sus coordenadas con los de otro observador inercial.
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Figura XII.8: El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja de vuelta hacia el Obser-
vador O. En nuestros diagramas usuales (sin el eje çt”) lo hubiésemos descrito de la forma
que se aprecia a la derecha de la figura.

Sólo permitiremos la emisión y recepcíon de rayos de luz por parte de estos observado-
res.

A continuacíon estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.

Postulado 0

El espacio eshomoǵeneo e iśotropo.

Esta afirmacíon indica que el resultado del experimento no depende del lugar dónde se
realiźo (homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la dirección donde apuntemos con
nuestros ejes coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isotropı́a).

En la superficie de la tierra existe una dirección preferida que está sẽnalada por la atrac-
ción gravitacional. Al eliminar la gravitación (haciendo G = 0), el espacio recupera su
isotroṕıa. La homogeneidad e isotropı́a del espacio ha sido verificada con un error menor
que±2× 10−15 [11].

Postulado 1

Un movimiento no-acelerado o inercial es elúnico que puede determinar-
se en forma absoluta, sin referencia a ningún otro observador. El observador
inercial no puede asegurar que está en reposo absoluto.
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Las ecuaciones de Newton son válidas en un sistema inercial. Un sistema inercial es
aqúel en el cual una partı́cula que est́a en reposo permanece en reposo. Esta es la Primera
Ley de Newton, la definición de un sistema inercial.

No existe un sistema inercial, existen sólo buenas aproximaciones. La superficie de la
tierra es considerada como un sistema inercial y en la mayorı́a de los casos se comporta
de esa forma. Sin embargo, sabemos que está girando con respecto a un eje diametral y
tambíen en torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Unsistema inercialocurre cuando cada partı́cula de prueba que está ini-
cialmente en reposo, permanece en reposo y cada partı́cula de prueba que está inicialmente
en movimiento contińua en movimiento, sin cambio en su rapidez o dirección.

Postulado 2

Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con
respecto a otro sistema de referencia inercial con velocidad constante, cons-
tituye otro sistema inercial.

Cualquier sistema de referencia que se mueve con velocidad constante con respecto a un
sistema de referencia inercial es también inercial. Las leyes fı́sicas deben tener la misma
forma en todos los sistemas de referencia. Si las leyes cambiaran al ir de un sistema a
otro podŕıamos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un sistema maestro con
respecto al cual referir toda la fı́sica. Sabemos que esto no es posible de realizar en la
realidad. Por tanto, debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Los experimentos descritos en el enunciado del principio de la relatividad de Galileo
haćıan uso de este postulado puesto que comparaban dos sistemas inerciales.

Postulado 3

La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es
una constante universal de la naturaleza.

Este postulado va mucho más alĺa del resultado experimental establecido en el año 1887
por Michelson y Morley, dos fı́sicos norteamericanos que intentaron medir el cambio que,
en base a la teorı́a del eter, deberı́a experimentar la velocidad de la luz al propagarse a favor
y en contra del movimiento de la tierra. Recordemos que eléterera un medio indetectable
que estaba –en un sentido más bien oscuro–, en reposo absoluto. Era además elúnico
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Figura XII.9: La propagación de un pulso de luz visto por un observador en reposo en la
nave (izquierda) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de la nave. Paraéste
el pulso se propaga con la velocidad c y alcanza la cola de la nave antes que la nariz, a
diferencia de lo observado por el piloto de la nave.

sistema inercial en el cual las ecuaciones de Maxwell tomaban su expresión más simple y
por lo tanto la ḿas bella.

El resultado del experimento de Michelson–Morley resultó ser nulo: no encontraron
una diferenciadetectableentre las velocidades en los distintos sentidos. Afortunadamen-
te, experimentos ḿas recientes, con mayor poder de precisión, han llegado a la misma
conclusíon [12].

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (XII.4). Si la velocidad
de la luz en un sistema de referencia esc, en el sistema que se mueve con una velocidad
V con respecto al anterior, de acuerdo a las ecuaciones (XII.4), deberı́a serc′ = c ±
V , dependiendo del sentido en que se traslade. Esta fórmula constituye una excelente
aproximacíon cuando las dos velocidades involucradas son mucho más pequẽnas que la
velocidad de la luz.

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian información mediante un
rayo de luz, lo ven propagarse con la misma velocidad enambossistemas de referencia.
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Figura XII.10: La ley de composición de velocidades usual, es decir que se ajusta a las
transformaciones de Galileo, es incompatible con la constancia de la velocidad de la luz
en todos los sistemas inerciales.

Este postulado es el origen de todas las paradojas de la relatividad especial. Esta situación
se origina en nuestra ignorancia con respecto a fenómenos que involucran velocidades
cercanas a la velocidad de la luz.

El valor de la velocidad de la luz que usaremos esc = 300,000 km/s. La velocidad de
la luz hoy en d́ıa es una cantidad que se define, no contiene error.

Postulado 4

Definimos distancia espacial como la distancia definida en la geometrı́a
Euclideana, medida entre dos eventos simultáneos. Por ejemplo, la longitud
de una barra se define como la distancia espacial entre sus dos extremos.

Nos corresponde ahora definir simultaneidad en relatividad especial.

XII.3. Simultaneidad

El concepto de simultaneidad cambia profundamentamente con la relatividad especial.
La definicíon de simultaneidad relativa que daremos a continuación es la pieza clave de es-
te rompecabezas. Al incrustarla podremos ver la nueva figura de la realidad que se está co-
menzando a esbozar.
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Comenzaremos con la simultaneidad absoluta, que corresponde a lo que nosotros es-
tamos acostumbrados, a lo que nos resulta natural, pero que resulta ser errónea, como
mostraremos a continuación.

XII.3.1. Simultaneidad Absoluta

Normalmente no encontramos objetos cuya velocidad es cercana a la velocidad de la
luz. Para todos los efectos de la vida diaria, la luz se propaga convelocidad infinita.
De esta forma no hay retardo en recibir la información entre dos eventos separados una
distancia arbitraria. Cuando recibo el fotón indica que el evento que lo originó tomo lugar
en el preciso instante en que lo recibı́.

En el diagrama espacio–tiempo, esta situación se representa como dos eventos ubicados
en un plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra definición de eventos simultáneos.

El fotón que arranca de la ḿaquina fotogŕafica se refleja instántaneamente enB y vuelve
aA, donde graba la imagen deB. A y B son simult́aneos.

Lo mismo sucede con el eventoC, el rayo con velocidad infinita recorre en ida y vuelta
el caminoA C, sin demora, de esta formaA y C son simult́aneos. Ańalogamente, y por
las mismas razonesA, B y C son simult́aneos. Prosiguiendo con este método podemos
formar l ı́neas de simultaneidad absoluta. Estas son perpendiculares al ejec t.

Los eventosa, b, c, d y e son simult́aneos y ocurren en el instantet1.

Los eventosA, B, C,D y E son tambíen simult́aneos, pero ocurren en el instantet2 con
posterioridad at1.

Supongamos a continuación un observador que viaja con velocidadv con respecto al
anterior, nos preguntamos: ¿cu’al es la lı́nea de simultaneidad que le debemos asociar?
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La respuesta es la misma que le asociamos al observador en reposo. La razón es que
siendo la velocidad de la luz infinita, no importa la velocidad con que se desplace este
nuevo observador, los eventos A y B, le parecerán simult́aneos debido a que la luz no
demora en recorrer una cierta distancia, por larga que sea.

XII.3.2. Simultaneidad relativa

Como adelantamos, la velocidad de la luz es finita y además tiene el mismo valor para
todos los observadores inerciales, nos permite tener una definiciónúnica de simultaneidad.
En el proceso de sincronizar relojes utilizando la velocidad de la luz, obtendremos en
forma indirecta, la distancia espacial que los separa.

Se denominasimultaneidad relativaporque est́a asociada a un sistema de referencia
particular. Dos eventos simultáneos, lo son śolo en el sistema de referencia en el cual
aśı se determińo. No constituye una propiedad universal. El origen de este cambio radical
se debe al Postulado 3: la velocidad de la luz es finita y toma el mismo valor en todos los
sistemas inerciales.

Definimossimultaneidad en forma análoga al caso anterior: se envı́a un rayo de luz que
rebota en el objeto y retorna a la fuente. Si el pulso de luz tardó 2 T segundos, concluimos
que este valor señala que el objeto en el cual rebotó se ubica a una distancia(c · T ) y se
define como simultáneoslos dos eventos siguientes: aquel cuando el rayo de luz rebota en
el objeto y cuando el reloj del observador marca el instanteT .

El pulso de luz se refleja en el objetoB y el reloj en reposo señala el instanteT .

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en el ejec t est́a definida de la
misma forma que en el caso anterior (conc = ∞). La ventaja de adoptar esta definición
es que en lı́mite de bajas velocidades se aproxima al método establecido anteriormente.
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Figura XII.11: Los dos observadores no pueden coincidir acerca de la simultaneidad de
dos eventos separados por una cierta distancia, si la velocidad de la luz toma el mismo
valor en ambos sistemas de referencia.

Con este ḿetodo podemos sincronizar los relojes en el sistemaS. El método formal
seŕıa el siguiente. Al llegar al pulso a un punto del espacio, activa el reloj que allı́ se ubica
y al reflejarse y volver al punto de partida se calcula la distancia a que se encuentra el
reloj y posteriormente se le comunica que su coordenada espacial esd = T c y que debe
adelantar su tiempo end/c segundos.

De esta forma hemos definido la simultaneidad relativa al sistema S: está formado, para
el caso unidimensional, por una serie de lı́neas todas perpendiculares al eje verticalc t que
representa al tiempo que marca el reloj asignado al observador ubicado en el origen

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y me-
diante una serie de señales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj
principal y, al mismo tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada.
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Fı́s. Moderna 133

Figura XII.12: El observador en el Laboratorio y el Astronauta en su nave, construyen, en
forma independiente suenrejado espacio-tiempo. Cada uno de ellos lo construye rectan-
gular (como el que aparece a la izquierda en la Figura). La dificultad se traslada entonces
al proceso de relacionar un sistema con el otro.

Resumiendo, podemos decir que a la nube de eventos que pueblan el espacio tiempo,
le hemos asignado un tiempo y una coordenada espacial usando un método covariante, es
decir aplicable a cualquier sistema de referencia inercial. Atrás hemos dejado la existen-
cia de un espacio rı́gido impuesto desde fuera de la fı́sica y un tiempóunico y absoluto.

A continuacíon usaremos esta definición para asignar las coordenadas espacio tempo-
rales a un observador que designamos como S’, y que aleja con velocidadV constante,
del observador en el sistema S. Como S’ constituye también un sistema inercial, debemos
aplicar el mismo ḿetodo para definir las superficies de simultaneidad: el rebote de los
rayos de luz. De la Figura se aprecia que debido a la asimetrı́a del ejec t′, las ĺıneas de
simultaneidad no van a coincidir con aquellas de S, como era el caso en la simultaneidad
absoluta.

Despúes de determinar dos puntos simultáneos, definidos como el punto de rebote del
rayo y el punto medio del tramo comprendido entre la partida y el regreso del destello de
luz, es evidente de la Figura que las lı́neas de simultaneidad están inclinadas con respecto
a las anteriores.
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La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales

⇓
dos eventos simultáneos en un sistema de referencia inercial,

no lo son en ninǵun otro sistema en movimiento relativo.

Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desarrollamos
una familia de ĺıneas de simultaneidad asociadas al observador S’.

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son simultáneos para
el observadorS (y tambíen para todo su equipo de relojes sincronizados), perono lo son
para el observador designado porS ′. De hecho, en el sistemaS ′, A sucede antes que B. La
simultaneidad esrelativa, est́a asociada a un sistema de referencia especı́fico.

XII.3.3. La velocidad de la luz y la simultaneidad relativa

En la parte izquierda de la Figura, los rayos provenientes de los extremos de la estación
llegan simult́aneamente al centro donde se ubica el director de la estación. Paráel no hay
problema, ambos rayos salieron simultáneamente y llegaron simultáneamente al centro
de la estacíon. En cambio para el astronauta viajando en la nave espacial -que sabe que
ambos rayos salieron del extremo de su nave debido a que existe evidencia fotográfica
(por ejemplo)-, hay otras interpretaciones posibles. Examinaremos sólo dos de ellas aquı́.
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Figura XII.13: El observador en la estación espacial permanece en reposo mientras que el
astronauta en la nave espacial se aleja de la estación con velocidad constante. Examinamos
aqúı el conflicto de la simultaneidad generado por la constancia de la velocidad de la luz
en ambos sistemas de referencia.

El punto de vista pre-relativista, el más cercano a nuestra intuición, nos ofrece la siguiente
explicacíon: ambos destellos salieron simultáneamente de ambos extremos de la nave (la
idea de simultaneidad absoluta) pero, como nos estamos desplazando hacia la izquierda, el
fogonazo de la izquierda se acerca más ŕapido, con velocidadc+v. Por otra parte el destello
proveniente de la cola se está alejando y tiene velocidadc − v. Por el argumento anterior
es f́acil darse cuenta que uno de los rayos debe llegar antes que el otro.El problema con
esta interpretacíon es que no hay experimento alguno que indique que la velocidad de la
luz dependa de la velocidad de la fuente que la emitió. En consecuencia optamos por la
interpretacíon ofrecida en el esquema de la derecha de la Figura, que podemos resumir
con las dos afirmaciones siguientes:

• La velocidad del destello proveniente de la cola y de la nariz se aproximan con la
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misma velocidad:c.

• Alcanzan el centro de la nave en tiempos diferentes porque el operador de la estación
espacial no los disparó simult́aneamente, de hecho gatillo el de nariz primero y después el
de cola.

XII.4. El M étodo de Bondi

XII.4.1. El Efecto Doppler

Las galaxias están alej́andose de la nuestra con una velocidad proporcional a la distan-
cia que nos separa5. La frecuenciaν ≡ 1/T de la luz que proviene de estas galaxias y la
identificacíon delátomo que las emitió, revela que nos llegan con un cierto corrimiento en
el valor de la frecuenciaν ′ = ν + ∆ ν. Esta diferencia, ḿas algunos resultados básicos
de cosmoloǵıa, nos permite estimar la velocidad con que se están alejando. Este fenóme-
no se denominacorrimiento al rojo, que resalta el hecho que las galaxias se alejan. Si
las galaxias estuviesen acercándose, el corrimiento cambiarı́a de signo y se denominarı́a
corrimiento al azul.

Una explicacíon cualitativa de lo que aquı́ sucede es la siguiente: suponga que enviamos
una sẽnal a un habitante de dicha galaxia,ésta consiste en dos destellos de luz separados
por un intervaloT . Como, desde nuestro punto de vista, la otra galaxia se aleja, el segundo
destello debe recorrer un trayecto más largo que el primero y por lo tanto demora más en
alcanzar la galaxia y en ser detectado por uno de sus habitantes. Este retraso es depende
linealmente del lapso que media entre ambas señalesT y de la velocidad relativa entre
ambos medios. Si designamos comok T , el intervalo con que se recibe la señal, donde
k = k(v) es una funcíon que śolo depende de la velocidad de separación de estos dos
objetos.

Utilizaremos esta función k(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan al re-
latividad especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de un sistema
inercial con las de otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funcíonk tiene una interpretación f́ısica bien concreta: es el efecto Doppler relati-
vista, de esta manera, cuando en la siguiente sección calculemos el valor dek, habremos
encontrado el valor que debemos utilizar para determinar el corrimiento de la frecuencia
de un objeto que se aleja (o acerca) en forma relativista.

5Existe una componente en la velocidad que no se considera aquı́, la velocidad peculiar, cuyo origen es
la interaccíon gravitacional con las galaxias cercanas
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XII.4.2. La funci ón k

La función k fue introducida hace alrededor de 30 años por Hermann Bondi, un fı́sico
del Reino Unido. El desarrollo que hemos adoptado aquı́ es una versión más detallada de
lo expuesto por R. Wald [5] en su libro.

A continuacíon calcularemos analı́ticamente la relación entre las mediciones hechas
en distintos sistemas de referencia. Usaremos el método gŕafico. Primero calcularemos
el efecto Doppler relativista, cuyo nombre se refiere al cambio de color (o longitud de
onda) que detecta un observador en reposo cuando un rayo de luz (o un sonido) es emitido
desde una fuente en movimiento, o viceversa, el observador está en movimiento y la fuente
emisora en reposo. Para que este fenómeno ocurra debe existir una velocidad relativaV
entre la fuente y el observador.
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En A dos observadores (puntos) iner-
cialesO1 y O2, se cruzan y sincro-
nizan sus relojes. De acuerdo al re-
loj de O1, T segundos ḿas tarde,
éste env́ıa un rayo de luz aO2. Es-
te lo recibe en el instante que defini-
mos comok T . Postulamos aquı́ que
cualquier diferencia en los intervalos
puede ser explicada en base a esta
funciónk(v). La funcíonk sólo pue-
de depender de la velocidad relati-
va v, puesto que es elúnico paŕame-
tro del problema:k = k(v) ≥ 0.
Además, siv → 0, k → 1, pues-
to que no hay velocidad relativa en
este caso.
Si a su vezO2, al recibir la sẽnal la
responde inmediatamente, entonces
O1 la recibiŕa en el instantek(kT ).

El último argumento se apoya en el postulado # 3, que señala que ambos sistemas son
equivalentes, de forma que si al ir deO1 hastaO2 el intervalo de tiempo aparece multipli-
cado por un factork, lo mismo debe suceder al viajar deO2 haciaO1. Ambos son sistemas
inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes enA. Cada vez que un observador
(S) detecte que otro sistema de referencia (S ′) se est́a alejando, los intervalos de tiempo
se relacionaŕan con la funcíonk(v) como se ha especificado aquı́.

La distancia espacialEC que aparece en el gráfico se puede calcular de dos formas:

Primer Método: podemos calcular cuánto se demoró el rayo de luz en llegar al punto
G que, como es simultáneo conE en el sistemaS, es equivalente a calcular el tiempo que
marca el reloj del observador enE. Este valor es:

EG = c · DB

2
= c · [k2 − 1]

T

2
. c≡ velocidad de la luz. (XII.5)

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta teorı́a, por lo
tanto cuando decidimos comparar dos eventos simultáneos para el observador
O1, hemos quebrado la simetrı́a entre los dos sistemas inercialesO1 y O2. Los
resultados son v́alidos śolo para el sistema de referenciaO1.
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Volviendo a nuestro ćalculo, sabemos que la distancia que se alejó O2 a partir del punto
en que ambos coincidı́an,(A) es:

EG = v · AE = v · (k2 + 1)
T

2
. (XII.6)

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

v · [k2 + 1]
T

2
= c(k2 − 1)

T

2
, despejando (v/c), se obtiene:

β ≡
(

v

c

)
=

k2 − 1

k2 + 1
, k2 =

1 + β

1− β
.

Notemos que, sik = 1, entoncesβ → 0 lo cual equivale a que la velocidad de la luz
c, sea infinita. Este es el lı́mite Newtoniano: en este caso las transformaciones de Lorentz,
que deduciremos ḿas adelante, toman la forma de las transformaciones de Galileo (XII.4).

Ya hemos encontradok como funcíon de la velocidad. Podemos explicar brevemente
como podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un in-
tervalo de tiempoT . Estos al rebotar en el objeto que se aleja con velocidadvo vuelven
en un intervalo(k2 − 1) · T . Al medir este intervalo y conociendoT y la expresíon –ya
obtenida– dek2 podemos conocer la velocidad. Este es el principio fı́sico que regula el
funcionamiento de los radares de velocidad de la policı́a.

Para dos sistemasalejándose: k =

√√√√√1 + β

1− β

Para dos sistemasacerćandose: k =
1

k
=

√√√√√1− β

1 + β
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Ejercicio

Demuestre que:

k +
1

k
=

2√
1− β2

= 2 γ, donde hemos definidoγ =
1√

1− β2
.

XII.4.3. Dilataci ón del Tiempo

Usando la definicíon del factork(v), podemos demostrar que el tiempo transcurre más
lentamente para un observador que se aleja de nosotros con velocidad constante. En este
caso haremos las comparaciones entre dos eventos que son simultáneos con respecto a
nosotros, el sistema de referencia enreposo. De esta forma nuestros resultados no son
universales, son sólo válidos en nuestro sistema de referencia. La razón: la simultaneidad
es relativa.

De la Figura, los eventosA y B, son simult́aneos en el sistemaS. Si definimos como
∆ t|S = OA, los segundos que marca el reloj del observador en reposo con respecto aS,
debemos evaluar la cantidad∆ t′ ≡ ∆ t|S′ = OB: es decir ¿qúe tiempo indica el reloj
que se mueve con el observadorS ′?

De la geometŕıa de la Figura obtenemos que:

OA =
k2 − 1

2
T + T =

k2 + 1

2
T.

El reloj del observadorS ′, que se aleja deA, al pasar frente aB marca (de acuerdo a la
definición dek)

OB = k T.
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Si comparamos los tiempos:

OA ≡ ∆t |S=
k2 + 1

2
T,

con OB ≡ ∆t′ |S′= k T,

despejandoT de las ecuaciones anterio-
res, obtengo

∆t |S=
∆t′ |S′√
1− β2

. (XII.7)

Esta es la dilatación del tiempo de acuer-
do al observador en reposo enS. Si∆t′ =
1, entonces∆t > 1, el tiempo transcurre
más lentamente en el sistemaS ′.

El hecho que el tiempo transcurre más lentamente en el sistema que está en movimiento,
no determina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con respecto a otro. La razón
es la siguiente: al comparar los tiempos∆t |S y ∆t′ |S′ para dos eventossimult́aneos en
S, estamos quebrando la simetrı́a entre los sistemasS y S ′, y de esta forma obtenemos el
resultado asiḿetrico ya sẽnalado.

A continuacíon se demuestra que la expresión para la dilatación del tiempo es siḿetri-
ca: el observador en reposo enS ′, midiendo dos eventos simultáneos en su sistema de
referencia encuentra que el tiempo transcurre más lentamente enS.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los relojes,pero ahora
midiendo eventos simultáneos enS ′. Obtenga:

∆t |S=
∆t′ |S′√
1− β2

.
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¿Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabrarealmenteutilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que traiga a
escena el tiempo absoluto. Al formularla no se hace mención al sistema de referencia que
se considera.

La respuesta es que este resultado sólo sẽnala que el sistema de relojes sincronizados
por S’ se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero este resultado, de
acuerdo a S’ no permite concluir nada puesto que, en su opinión, los relojes de S no están
sincronizados. Para ilustrar esto, podemos ubicarnos en el sistema de S’ y considerar que
S est́a retrocediendo con respecto a nosotros y repetir el mismo cálculo. Lo que obtenemos
es que ahora el reloj de S se atrasa con respecto al de S’.

De aqúı se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo transcurre
diferente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la evolución del tiempo en dos sis-
temas de referencia en movimiento relativo, debemos compararlos mismos relojes dos
veces. Con esta consideración, ya no es posible refutar un resultado debido a la imposibi-
lidad de sincronizar los relojes de los dos sistemas de referencia. En la siguiente sección
daremos una respuesta concluyente a este problema.

XII.4.4. El tiempo transcurrido depende de la trayectoria

A continuacíon demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de
forma diferente para distintos observadores en movimiento

relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste
lo siguiente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje
interestelar y posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad t́ecnica que plantea este problema es la aceleración que experimenta el
gemelo interestelar en el momento de invertir el sentido en la dirección de su viaje con
el objeto de retornar. Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo
a los postulados, que excluyen los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usa-
remos tres sistemas inerciales sincronizados y concluiremos que el tiempo, efectivamente
transcurre ḿas lentamente en uno de los sistemas de referencia.

XII.4. EL MÉTODO DE BONDI Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Figura XII.14: Nosotros nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una
velocidad relativa V y C se aproxima hacia A con una velocidad V (según A).

Antes de plantear este problema ha-
gamos un ejercicio cuyo resultado
seŕa de utilidad ḿas tarde.
Encontramos la expresión dek en
función dev en las ṕaginas anterio-
res. Note quek(−v) = 1/k(v), es
decir que cuando dos observadores
se aproximan debemos usar(1/k)
en lugar dek para relacionar los in-
tervalos correspondientes de tiem-
po. Para demostrar que el tiempo
no es absoluto y depende del cami-
no recorrido necesito 3 observado-
res (o relojes)A, B y C.

En el desarrollo del problema distinguimos 3 eventos:

→ A coincide conB definido como:AB

→ B coincide conC definido como:BC

→ C coincide conA definido como:CA

DenominamosT al tiempo indicado porel reloj de B que transcurre entre el evento:
[A coincide conB] y el otro evento [B coincide conC]. El intervalo que transcurre entre
el evento: [B coincide conC] y el evento [C coincide conA] es tambíenT , seǵun el reloj
de C. Esto se puede notar en la Figura, las lı́neas de universo deC y B son siḿetricas
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con respecto a la vertical, porque los trazos que van desde [AB], hasta [BC] y desde [BC]
hasta [CA], son id́enticos y por lo tanto ambos toman el valorT .

De acuerdo aĺalgebra de losk el tramo entre los eventos[AB] y [AC] es[k T + T/k] .

Por otra parte, si en[BC], el observadorB acciońo el reloj deC y lo dejó marcando
T segundos, cuandoC llegue al encuentro conA marcaŕa un tiempo2 T. Comparando
ambas cantidades, podemos concluir:

(k +
1

k
) T ≥ 2 T

Estas expresiones son iguales sólo sik = 1 ⇒ v0 = 0, ’o c = ∞.

k +
1

k
=

2√
1− β2

≥ 2.

De esta forma el tiempo que marca el relojC es menor que el indicado porA. El tiempo
no es absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenida aqu’i . El gemelo de
viaje llega ḿas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que
obtuvimos, puesto que es necesario considerar la aceleración que experimenta durante
parte del viaje. En este caso no tiene sentido intentar utilizar el argumento de la simetrı́a
de los sistemas inerciales para invalidar el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe
perfectamente que su sistema de referencia, al menos por unos segundos, no fue inercial.

Tambíen se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes
en A, pero lo esencial aquı́ es que el reloj C al compararlo con el de A, traı́a informacíon
acerca del tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspondı́a. Se
demostŕo entonces que el tiempo contabilizado a lo largo del camino AB→ BC→ y CA,
es ḿas corto que el tiempo contabilizado porS entre AB y CA.

XII.4.5. La contracción del largo

Definición de longitud

Para medir la longitud de una barraun observador en reposo con respecto a ella, se
ubica en el medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz en viajar hacia
un extremo y volver al punto de partida.

¿Ćomo sabemos que estamos en el centro de la barra?
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Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observador envı́a en forma si-
multánea dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra donde serán reflejados. Si
recibe de vuelta ambos simultáneamente entonces está justo en el punto medio de la barra.
De otra forma deberá desplazarse hasta lograrlo.

¿Por qúe medir longitudes con un rayo de luz y no con un metro patrón?

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz son válidos en cualquier sistema de referencia inercial.

Contracción del largo

La inclusíon del postulado # 3, nos previene que sólo est́a definida la distancia espacial –
o el largo entre los extremos de una regla– entre dos eventos que ocurren simultáneamente
en un sistema de referencia.
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Estudiaremos la contracción del largo
usando eĺalgebra de losk.
Por definicíon la longitud es la distancia
espacialentre dos eventos simultáneos.
Aqúı vamos a comparar el largoL′ de un
barra en reposo en un sistemaS ′, con el
largo de esta misma barra, pero medido en
el sistemaS, que lo denominamosL. La
configuracíon se indica en la Figura adya-
cente.
El método que usaremos nos permi-
tirá manipular coordenadas en distintos
sistemas de referencia.
Calculemos las coordenadas del eventoN
en el sistemaS. De la Figura se desprende
que

c ∆ t+ = (L + v ∆ t+), y que

c ∆ t− = (L− v ∆ t−).

Este resultado se obtiene siguiendo la trayectoria del puntoM en la Figura. Ent = 0 su
coordenada espacial esL, en∆ t+ es[L + v ∆ t+], puesto que se está alejando deS.

En ∆ t+, la barra est́a representada porNN ′ seǵun el observadorS. En ese instante se
env́ıa un rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo alcanza en∆ t− segundos ḿas tarde
y la distancia que debe recorrer es el largo de la barra menos lo queésta se acerca, en el
intervalo de tiempo∆t−, una distanciaL − v ∆ t−. Despejando(∆ t+ + ∆ t−) de estas
dos expresiones obtenemos:

∆ t+ + ∆ t− =
L

c + v
+

L

c− v
=

2c L

c2 − v2
. [i)]

Como los eventos marcados por A y B son simultáneos, utilizando los resultados delúltimo
ejercicio, tenemos:

∆ t+ + ∆ t− =
∆ t′+ + ∆ t′−√

1− β2
. [ii)]

Finalmente, como en el sistemaS ′, el rayo de luz parte del origen de la barra ent0 = 0 y
vuelve aS ′ enB, desṕues de rebotar en el otro extremo de la barra, entonces tenemos:

c [∆ t′+ + ∆ t′−] = 2 L′ [iii)]
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Despejando(∆ t+ + ∆ t−) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor de(∆ t′+ +

∆ t′−) obtenido en [iii)], tenemos la relación deseada entreL y L′:

L′ =
L√

1− β2

Comprobamos queL < L′, al medir el largo de una barra en movimiento, medimos un
largo menor. Como hemos señalado, este hecho es consecuencia de que la simultaneidad
es relativa. A la barra no le pasa absolutamente nada, no se comprime.

XII.4.6. Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de
un evento P =(tp, xp), en un sistema inercialS, con las coordenadas que describen el
mismo evento P, en otro sistemaS ′: P = (t′p, x′

p).

El puntoP es lo que hemos denominado un evento en el espacio–tiempo. Con respecto
al observadorA, el puntoP tiene coordenadasP (t, x) puesto que consideramos sólo dos
coordenadas una espacial y otra temporal, para mantener la simplicidad. En la figura, el
origen del tiempo se ubica arbitrariamente en cualquier punto de la lı́nea de universo de
A.

El sistema de coordenadas se ubica con el observadorA, éste tiene coordenadas(t, 0).
El puntoQ es simult́aneo conP y por lo tanto ambos tienen la misma coordenada temporal
en el sistemaA.

Q = Q(t, 0), P = P (t, x).

Para enviar un rayo de luz desdeA hastaP , debo gatillar el haz de luz en el instante
(t− x/c). Dicho rayo rebota enP y alcanzaA en el instante(t + x/c).
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La cantidad(x/c) tiene dimensiones de
tiempo.
Supongamos que existe otro observa-
dor inercialB, que asigna al eventoP ,
las coordenadas(t′, x′). La relacíon en-
tre (t, x) y (t′, x′), que respeta los pos-
tulados de la relatividad especial, se de-
nominan las transformaciones de Lo-
rentz. Ubicamos el origen del tiempo
en la intersección de las ĺıneas de uni-
verso deA y B. Al enviar un rayo de
luz desdeA, este cruza la lı́nea de uni-
verso deB en(ct′−x′) y posteriormen-
te alcanza el puntoP . De vuelta toca la
lı́nea de universo deB en(ct′ +x′) y A
en(ct + x).

Usando el ḿetodo de la funcíonk, podemos relacionar ambos sistemas de referencia.

ct′ − x′ = k (ct− x),

Este caso corresponde a la relación que existe entre el tiempo que transcurrió entre el
origen del tiempo (intersección de las ĺıneas de universo de A y B) y el instante en que se
env́ıa el primer rayo desdeA y el tiempo que tardaB en recibirlo:T ′ = k T .

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz reflejado desde el puntoP y relaciona el
tiempo que ha transcurrido según el reloj deB cuando recibe el rayo de luz, con el tiempo
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que ha transcurrido paraA cuando recibe de regreso el mismo rayo de luz:

(ct + x) = k (ct′ + x′)

De estas dos ecuaciones se puede despejarx′ y t′ como funciones dex y t.

2 c t′ = k(ct− x) +
1

k
(ct + x),

2 x′ = −k (ct− x) +
1

k
(ct + x),

pero recordando que:

1

2
(k ± 1

k
) =


γ

β γ
con k =

√
1 + β

1− β

Donde hemos definidoβ = v/c y γ = 1/[
√

1− β2].

Despejandox′ y t′ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

x’ = γ{x− v t},

t’ = γ{t− v
c2

x}.
(XII.8)

Ejemplo

Un trenS ′ se mueve con velocidadv = 0,6 c en la direccíon +x con respecto a un
observador en reposo en el sistemaS. Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubican
a L = 5m de distancia en el sistemaS. Ambos rufianes disparan simultáneamente de
acuerdo a relojes sincronizados en el sistemaS . Al gatillar el atomizador aparecen2
manchasA′ y B′ en el tren. Los rufianes aseguran que la distancia entre las manchas es
L = 5m (La distancia que separa los atomizadores del tren esdespreciable).

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los pasajeros del
tren ¿quíen dispaŕo primero?
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b) ¿Cúal es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador enreposo
con respecto al tren?

c) ¿Cúal es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros enreposo con
respecto al tren?

Respuesta

Del gŕafico se desprende queB su-
cede antes queA, seǵun un obser-
vador en la nave. Calculemos la di-
ferencia de tiempo. Debemos com-
parar los eventosA y B en los dos
sistemas de referencia. En el siste-
ma fijo a la tierra los eventosA y
B son simult́aneos y ocurren a una
distanciaL:
∆x = L, y ∆t = 0.
En el tren, las coordenadas son

∆t′ = γ(∆t− v∆x

c2
) = −γ

v L

c2
.

Donde∆t′ ≡ [t′B − t′A] = −γ
L v

c2
.

c t′B = 0− 5
3

5

5

4
= −15

4

t′B = 1, 25× 10−8.

Las dos manchas una vez en el tren se propagan rı́gidamente cońel, es decir su lı́nea
de universo nace enA y B peroa partir de entonces se propaga paralela a la lı́neat′. La
distancia entre las manchas, medida con un metro por un observador en la tren esAC, que
definimos comoL′.

¿Cúanto vale L’?

i) Primer ḿetodo.

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del puntoC en funcíon de
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las coordenadas del mismo evento en tierra, son:

x′
c = γ [xc − v(tc − tA)] ,

pero xc es la posicíon en el sistemaS del extremo de la barra después que ha transcurrido
un intervalo(tc − tB) ≡ (tc − tA), su valor es:

xc = xB + v (tc − tA) , adeḿasxB ≡ L ,

xc = L + v (tc − tA),

de modo que:

x′
c = γ [L + v(tc − tA)− v(tc − tA)] = γL .

L′ = γ L.

ii) Segundo ḿetodo.
C es la proyeccíon de la coordena-
da x′ de B. En el fondo eso es lo
que representan las Transformacio-
nes de Lorentz: una proyección del
vector (AB en este caso, del siste-
ma (x, t) al sistema (x′, t′). La pro-
yeccíon deB enx′ es simplemente
∆x′ = γ(∆x− v∆t) = γ L, (∆t =
0, x′

B = x′
C , puesto queAB es si-

multáneoS). L′ = 1,25L = 6m.
Note queAC > AB′.

c) La ĺınea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama de
espacio-tiempo fijo en la tierra.

A y B sẽnalan la posicíon de los rufianes. Esta distancia según un observador en el tren
es la intersección entre ĺınea de universo deB y la lı́nea de simultaneidad de un observador
en el tren (por ejemplo : el puntoC. La coordenada deC en el sistema (t′, x′) :
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x′
c = γ [xc − (tc − tB)v] ,

xc = xB = xB − 0 = xB − xA = L,

x′
c = x′

c − x′
A = L′′,

L′′ = γ [L− v(tc − tB)]

pero t′c − t′A = γ [(tc − tA)−

− v
c2

(xc − xA)
]

A y C son simult́aneos en S’, luego:
0 = γ

[
(tc − tA)− v

c2
L
]

tB ≡ tA (simult́aneo enS)
xc ≡ xB en S

L′′ = γ

[
L− v2

c2
L

]
=

1

γ
L .

Ejemplo

Sean S y S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve con
respecto a S en la dirección (x+), con una velocidadv = constante. En el origen de S’
existe una pantalla de cine que proyecta una pelı́cula de t’ minutos, la cual es vista por un
observador que se encuentra en el origen de S. ¿ Cuánto tiempo dura la pelı́cula para el
observador en S? Suponerv = 0, 6 c.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:

Para S’: ∆t′ = γ(∆t− v

c2
∆x),

Para S: ∆t = γ(∆t′ +
v

c2
∆x′).

Sabemos lo que dura la pelı́cula en S’⇒ ∆t′ es conocido (con respecto a las mediciones
que hace un observador en S’). Además∆x′ = 0 (la pantalla permanece fija en S’). Luego
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∆t = γ∆t′. Sin embargo, debemos calcular el tiempo que demora en llegar a S elúltimo
fotón de la pantalla.

i.e.∆t∗ =
∆x

c
ya que cuando en S’ terminó la peĺıcula,ésta áun no ha finalizado en S.

Por otra parte∆ x = γ(∆ x′ + v ∆t′) = γv ∆t′

⇒ ∆t = γ ∆t′ + ∆t∗ = γ ∆t′
(
1 +

v

c

)
= 2 ∆t′

XII.4.7. El retorno de lo absoluto, los invariantes.

Se puede verificar, a través de las transformaciones de Lorentz, que la combinación

(ct′)2 − x′2 = ct2 − x2

es un invariante: posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. Estadistancia
la denominamos(∆s)2. Aqúı hemos encontrado una cantidad que tiene un valor indepen-
diente del sistema de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto en la teorı́a de Galileo
y Newton.

∆s2 = c2(∆t′)2 − (∆x′)2 = c2(∆t)2 − (∆x)2

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadas en mecánica,
electricidad...etc.. El equivalente en relatividad especial son losinvariantes.

Como ejercicio, podemos reobtener la di-
latacíon del tiempo (que el reloj enB
funciona ḿas lento que un reloj, id́enti-
co, enA). O1Q y O2P son ĺıneas (o pla-
nos en tres dimensiones) de simultanei-
dad con respecto al observadorA. Llame-
mos∆s = PQ.
∆s2 = c2 T ′2, puesto queP y Q se ubican
en la ĺınea de universo deB y por lo tanto
x′

P = x′
Q.

∆s2 = PQ
2

= c2(tP − tQ)2− (xP −xQ)2

PQ
2

= c2 T 2 − (∆x)2.

Hemos definido∆x = xP − xQ.
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Como(∆s)2 es un invariante,

∆s2 = c2 T ′2 = c2 T 2 − (∆x)2

cT ′ = cT
[
1− (

∆x

cT
)2
]1/2

,

pero∆x/T = Vo, velocidad con que B se aleja de A.

T ′ = T
√

1− β2 ⇒ T = T ′/
√

1− β2.

Si T = 1 s,T < 1, puesto queβ ≤ 1 y 1/
√

1− β2 ≥ 1. Esto se denomina la dilatación
del tiempo.

XII.4.8. Composición de velocidades

Usaremos eĺalgebra de las funcionesk para encontrar la composición de velocidades.

Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transformaciones
siguientes, el sistema A con B:T ′ u−→ kAB T , el sistema B con C:T ′′ v→ kBC T ′. A
partir de estas relaciones podemos conocerT en funcíon deT ′′: T ′′ V→ kAB kBC T . Si
V ≡ VAC , es la velocidad relativa del sistemaC con respecto aA entonces se debe cumplir
quekAC = kBC kAB. Reemplazando cada uno de losk por sus respectivas velocidades
tenemos:

VAC

c
=

k2
AC − 1

k2
AC + 1

=
k2

AB k2
BC − 1

k2
AB k2

BC + 1

De aqúı, haciendo elálgebra corres-
pondiente, obtenemos la Ley de Com-
posicíon de velocidades.

VAC =
(u + v)

1 +
u v

c2

.

Para poner a prueba esta relación, supongamos que un carro se mueve con velocidad
c/2 con respecto a la tierra. Sobre el mismo carro un atleta, super–lenteja corre con una
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rapidezc/2 en el mismo sentido que el movimiento del carro. ¿Cuál es la velocidad de
este super atleta con respecto a la tierra?

Reemplazando en la fórmula anterior, tenemos:

VAC =
(c/2 + c/2)

1 +
c2

4 c2

=
4 c

5
.

La velocidad resultante es menor que la velocidad de la luz. La suma de velocidades rela-
tivistas es una expresión no–lineal, a diferencia del caso no–relativista.

Postulado # 5

En los ejes perpendiculares a la dirección de movimiento no existe acor-
tamiento o alargamiento de las barras.

XII.4.9. Suma de velocidades

El método de los productos de la función k para obtener la suma de las velocidades no
es el ḿas sencillo. Sirve para ilustrar que todas las fórmulas de la relatividad especial se
pueden obtener a través de su uso.

A continuacíon incluimos una derivación alternativa.

Supongamos que un cuerpop viaja con velocidadu′ con respecto a un sistemas′. A
su vez, este sistema viaja con una velocidadv con respecto as. Queremos calcular la
velocidadu de este cuerpo con respecto al sistemas.

Designamos las coordenadas dep con respecto as′ como(t′p, x
′
p). Las coordenadas de

este punto con respecto al sistemas son (tp, xp). La relacíon entre ambas coordenadas
est́a dada por la transformación de Lorentz (donde hemos suprimido el subı́ndicep)

∆x′ = γ(∆x− v∆t),

∆t′ = γ(∆t− v

c2
∆x).

Por definicíon

u′ =
∆x′

∆t′
, por otra parte
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u =
∆x

∆t

∆x′

∆t′
= u′ =

∆x− v∆t

∆t− v

c2
∆x

=

∆x

∆t
− v

1− v

c2

∆x

∆t

u′ =
u− v

1− v · u
c2

Despejandou de esta ecuación

u′(1− v · u
c2

) = u− v,

(1 +
v · u′

c2
)u = u′ + v,

u =
u′ + v

1 +
v · u′

c2

Esta es la ley de composición de velocidades. Es directo comprobar que siu′ = c , v =
c ⇒ u = c.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando velocida-
des con esta ecuación relativista.

Supongamos que además el observador en S’ se desplaza en un eje perpendicular a
la direccíon de desplazamiento, digamos el ejey. La velocidad relativa, de acuerdo a un
observador en S es:

∆ y′

∆t′
=

∆ y

γ [∆ t− v ∆ x

c2
]
, dividiendo ambos factores por∆ t y definiendo
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y definiendo v′y ≡
∆ y′

∆t′
, y

y vy ≡
∆ y

∆t
, obtenemos:

∆ y′

∆t′
= v′y =

vy

γ [1− v2

c2
]

= γ vy

Esta es la f́ormula que relaciona una velocidad perpendicular a la dirección de movi-
miento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el sistema de referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se realizan en
el mismo sistema de referencia, toda la cinemática y la geometrı́a de un curso de Intro-
duccíon a la F́ısica son v́alidas. Śolo cuando queremos relacionar medidas en sistemas de
referencia inerciales diferentes es necesario recurrir a las transformaciones de Lorentz y a
la geometŕıa del espaciotiempo.

Ejemplo

Analicemos el siguiente experimento desde el punto de vista de un observador en tierra
(S) y el de otro observador viajando en una nave espacial (S’). En el sistemaS ′ el astro-
nauta env́ıa un destello de un rayo láser contra un espejo situado en el ejey′, perpendicular
a la velocidad relativa de la naveu. La distancia del origen deS ′, O′ al espejo superior es
L.

Relacionando las mediciones efectuadas por ambos observadores y recordando que las
mediciones en los ejes perpendiculares al movimiento permanecen inalteradas, obtenga la
expresíon para la dilatación del tiempo.

En el sistema del laboratorio, el destello parte deO′, rebota enL y vuelve aO′.

Utilizando el Postulado # 5, el largo medido en ambos sistemas de referencia es el mis-
mo. Por otra parte, cada uno de los pasos representa un evento en el sistema de Laboratorio.
Cuando sale el rayo (’ultima fila en la Figura XII.4.9), cuando llega al espejo superior y la
posicíon del origenO′ del sistema S’, son tres eventos referidos al sistema de Laboratorio.
Con ellos podemos dibujar un triángulo rect́angulo y aplicar el teorema de Pitágoras:

(u ∆ ts)
2 + L2 = (c ∆ ts)

2,

dondeu ∆ ts es la distancia que recorre la nave en el intervalo∆ ts, L es la distancia entre
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Figura XII.15: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen después de rebotar
en el espejo superior. El mismo fenómeno, observado en el sistema de Laboratorio se
indica inmediatamente abajo del anterior.

espejos enS ′ (que es la misma que enS) y c ∆ ts es la distancia que recorrió el rayo de
luz de acuerdo aS.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que empleó el rayo en ir desde el espejo
inferior (origenO′) hasta el espejo superior nos indica que es∆ ts′ = L/c. Reemplazando
este valor en la ecuación anterior y despejando∆ ts en funcíon de∆ ts′, tenemos:

∆ts′ =

√
1− u2

c2
∆ ts, o bien ∆ts = γ ∆ ts′

Conclusión : ∆t > ∆t′. El tiempo enS transcurre ḿas ŕapido que enS ′.

Afirmaci ón: Entonces puedo distinguir entre dos sistemas inerciales. Aquel en el cual
los relojes transcurrenmás lentamente, están en movimiento con relación a los otros que
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est́an en reposo.

Respuesta: Falso. La asimetrı́a que se observa en el transcurrir del tiempo se debe a que
el experimento en sı́ , es asiḿetrico: en el cohete el rayo de luz sale y llega a las mismas
coordenadas espaciales, en el Laboratoriono es aśı. Si modificamos el experimento de
forma que el observador en el Laboratorio envı́e el rayo y lo reciba en su mismo lugar, el
resultado ser’a una expresión similar a la anterior, donde sólo se debe intercambiar∆ t por
∆ t′:

∆ t′ = ∆t

√
1 +

(
∆ x

2 L

)2

.

Ejemplo

Un sistemaS ′ est́a en movimiento uniforme con respecto a otro,S. EnS ′ se ubica una
barra que forma uńanguloθ′ con respecto a la dirección del movimiento. ¿Cúal es la
direccíon de la barra medida por un observador enS.

De la figura se obtiene:

∆x′

∆y′
= cot θ′

Usamos esta relación porque∆y′ es per-
pendicular al movimiento y por el Postu-
lado # 5 :∆y′ = ∆y.

Cualquier diferencia en el valor delángulo que aparezca enS proviene de la relación
entre∆x′ y ∆x. Gráficamente lo que mideS se ve en la figura:
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Coordenada deA :

x′
A = γxA(puesto que∆t = 0 enS)

x′
A ≡ x′

c ⇒ ∆x′ = γ∆x

∆x

∆y
=

∆x′

γ∆y′
=

1

γ
cot θ′

∆x

∆y
= cot θ

cot θ =
√

1− β2 cot θ′

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la orientación del teles-
copio debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. Este fenómeno
se denominaaberracíon de la luzy consiste en el cambio de dirección de la propagación
de la luz, al pasar de un sistema en reposo a otro en movimiento relativo, si elángulo de
incidencia no es paralelo a la velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinacíonθ′ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a la Figura,
en los dos casos siguientes:

a) Calcule el valor deĺanguloθ′, en la forma cĺasica, es decir sin usar relatividad espe-
cial.

b) Desarrolle el ćalculo delánguloθ′ en forma relativista y compare este resultado con
el anterior.

a) Como la Tierra se está acercando a la estrella, de acuerdo al esquema indicado, la
velocidad relativaaumentau+c sen θ, recordemos que no estamos utilizando la relatividad
especial.

.
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Figura XII.16: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia que se están en
movimiento relativo. A la derecha se da una idea del cambio de dirección que se le debe
dar al telescopio para enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

tan θ′ =
u + c sen θ

c cos θ

tan θ′ =
[
tan θ +

u

c cos θ

]

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia, la
velocidad relativa aumenta.

v′x = −c cos θ

v′y = −(u + c sen θ)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.
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De acuerdo a las fórmulas dadas

v′x =
vx − u

1− u vx

c2

v′y =
vy

γ[1− u vx

c2
]

vx = −c sen θ vy = −c cos θ

v′x = − [c sen θ + u]

1 +
u sen θ

c

v′y = − c cos θ

γ[1 +
u sen θ

c
]

tan θ′ =
v′x
v′y

=
u + c senθ

1 +
u senθ

c

× 1
c cos θ

γ[1 +
u senθ

c
]


tan θ′ = γ

u + c senθ

c cos θ
= γ[tan θ +

u

c cos θ
]

La diferencia con el tratamiento no–relativista es un factorγ en frente de toda la expresión.

XII.5. Din ámica Relativista.

En esta sección definiremos la velocidad en 4-dimensiones y a partir de ella el moméntum
usando ańalisis dimensional. En ambos casos debemos recordar que las expresiones rela-
tivistas, deben tener como caso lı́mite la forma usual de la mecánica de Newton. Es decir,
cuando las velocidades de las partı́culas considersdas sean muy pequeñas comparadas con
la velocidad de la luz, ambos resultados deben coincidir.

XII.5.1. La Cuadrivelocidad.

A partir de Minkowski, quien mostró que el tiempo y las coordenadas constituı́an un
sólo bloque en la descripción de la naturaleza, es necesario definir cada unos de los ele-
mentos de la mecánica en funcíon de cantidades con cuatro componentes. La más elemen-
tal de ellas es la velocidad.

¿Ćomo podemos definir la cuadrivelocidad?
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Sabemos que en la fı́sica newtoniana el tiempo es absoluto y la velocidad se obtiene
dividiendo el desplazamiento∆ ~x de una partı́cula por el tiempo∆t en que transcurre este
desplazamiento.

En relatividad especial procedemos en forma análoga, manteniendo en mente dos ele-
mentos fundamentales: la naturaleza parece preferir cuatro dimensiones, por eso definire-
mos objetos cuadridimensionales[t, x, y, z], y adeḿas, para calcular la cuadrivelocidad di-
vidiremos el desplazamiento en 4 dimensiones por∆ s, que es uninvariante: una cantidad
que toma el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales, es el equivalente
al tiempo absoluto de Newton.

d s2 = c2 (d t)2 − d~x2. (XII.9)

Definimos la cuadrivelocidad como:

uµ ≡ d xµ

d s
=

[
d t

d s
,
d x

d s
,
d y

d s
,
d z

d s

]
, dondeµ = t, x, y, z. (XII.10)

Si una part́ıcula permanece en reposo en el sistema de referencia que estamos usando
entoncesd~x = 0. y uµ toma la siguiente forma:

uµ ≡ [
c d t

c d t
, 0, 0, 0] = [1, 0, 0, 0].

Ahora, si la part́ıcula se desplaza en el sistema de referencia que estamos usando, entonces
podemos factorizar el tiempo a partir de la expresión ded s2, para que la cuadrivelocidad
se asemeje lo ḿas posible a la expresión usual de la velocidad.

d s2 = c2 (d t)2
[
1− [d x/(c d t)]2

]
, (XII.11)

perod x/d t es la velocidad de la partı́cula con respecto al sistema de referencia elegido en
la direccíon x. Análogamente con el resto de las coordenadas, de forma que la expresión
anterior se transforma en:

d s2 = c2 (d t)2
[
1− ~v2/c2

]
, (XII.12)

donde~v es la velocidad de la partı́cula. Tomando la componente positiva de la raı́z cuadra-
da de esta expresión y recordando la definición deβ y γ podemos escribir la cuadriveloci-
dad de la siguiente forma:

uµ = [γ, ~β γ]. (XII.13)

Note que la expresión obtenida no tiene dimensiones.
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A partir de nuestra definición de cuadrivelocidad y del invarianted s2, XII.9, tenemos:

ut ut − ux ux − uy uy − uz uz = +1. (XII.14)

Esta relacíon es muy importante puesto que restringe los valores de cada una de las compo-
nentes de la cuadrivelocidad. Más adelante, cuando definamos el moméntum, daŕa origen
a la equivalencia entre energı́a y masa.

Clasificación de los cuadri-vectores

Dados dos cuadrivectores cualquieraAµ y Bν , podemos definir un ńumero a partir de
ellos, de la siguiente forma:

Aµ Bµ ≡ A0 B0 − A1 B1 − A2 B2 − A3 B3

La expresíon a la derecha de la ecuación es un ńumero, puesto que proviene de la suma
de cada una de las componentes. Más importante áun, es el hecho que este número es un
invariante, es decir toma el mismo valor en cualquier sistema de referencia utilizado. La
existencia de invariantes es fundamental en cualquier cálculo relacionado con choques de
part́ıculas.

El caso ḿas interesante es aquel en el cual usamos el mismo vector dos veces:

Aµ Aµ ≡ At At − Ax Ax − Ay Ay − Az Az

Ahora, esta operación permite clasificar los cuadrivectores:

Si Aµ Aµ > 0 ⇒ cuadrivector tipotiempo

Si Aµ Aµ = 0 ⇒ cuadrivector tipoluz

Si Aµ Aµ < 0 ⇒ cuadrivector tipoespacio

Esta clasificacíon de los cuadrivectores es invariante: el signo y el valor de esta cantidad
Aµ Aµ toma el mismo valor en todos los sistema inerciales de referencia.

El significado f́ısico de esta cantidad es el siguiente: si un cuadrivector estipo tiempo,
indica que es un vector que está contenido dentro del cono de luz. Por ejemplo si el cuadri-
vector representa a la cuadrivelocidad de una partı́cula, ésta se desplaza con velocidades
menores que la velocidad de la luz. En cualquier otro sistema de referencia inercial, se
cumple la misma condición.

Si la part́ıcula es tipo luz, el vector se apoya en el manto del cono de luz. Finalmente si
el vector estipo espacio, indica que el vector se ubica fuera del cono de luz.
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XII.5.2. El cuadrimoméntum.

Usando los resultados de la sección anterior, podemos definir el cuadrimoméntumP µ,
como

P µ = (
mo c√
1− β2

, mo cγ~β) = mo c (γ, γ~β), (XII.15)

introduciendo la expresión de uµ,

P µ = mocu
µ. (XII.16)

Comouµ es un cuadrivector,P µ tambíen lo es.

El factor (moc) aparece por razones dimensionales, el cuadrivectoruµ, no tiene dimen-
siones. La primera componente del cuadrivector moméntumP µ se define como la energı́a
asociada a la partı́cula. Las otras tres componentes constituyen el vector moméntum, es
decir, éstas son las componentes que en un régimen no relativista se transformarán en el
moméntum usual de la mecánica Newtoniana.

Mencionamos que los invariantes son importantes puesto que toman el mismo valor en
cualquier sistema de coordenadas. Calculemos el invariante obtenido a partir del cuadri-
moméntum.

P µ =
(

E

c
, ~P
)

(XII.17)

P µPµ = (moc)
2uµuµ = (moc)

2 (XII.18)

P µPµ =
(

E

c

)2

− ~P
2

= m2
0c

2 (XII.19)

En un sistema en que la partı́cula se encuentre en reposo,~P = 0, y por lo tanto la enerǵıa
toma el valor conocido

E = mo c2 (XII.20)

Otra consecuencia de este cálculo es que la definición de masa en reposo está bien
definida: es proporcional al valor del invarianteP µPµ, por lo tanto es un ńumero que no
depende del sistema de referencia utilizado.
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XII.5.3. La Conservación del Moméntum.

Continuando con la generalización de las cantidades que aparecen en la mecánica usual
de Newton, nos queda por definir la cuadrifuerza. Se define a partir del cuadrimoméntum
en la forma que se indica a continuación:

F µ ≡ dP µ

d s
. (XII.21)

Si no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema de partı́culas que estamos estu-
diando, entoncesF µ = 0 y en un choque entre partı́culas ocurre que

P µ
Total = Constante. (XII.22)

Como el cuadrimoḿentum se conserva, cada una de sus componentes se conserva, toma
el mismo valor antes y después del choque.

P o
antes = P o

despúes→ la enerǵıa se conserva. (XII.23)

~Pantes = ~Pdespúes→ el moḿentum se conserva. (XII.24)

Una de las consecuencias de la conservación del 4 - moḿentumpµ es que la masa y
la enerǵıa no sean independientes como ocurrı́a en la mećanica de Newton. La ley de
conservacíon de la masa y la ley de conservación de la enerǵıa se vuelven una sola en el
contexto de la Relatividad Especial.

En relatividad Especial las ecuaciones son cuatro:

P o
inic = P o

final (conservacíon de masa y energı́a)
~Pinic = ~Pfinal (3 ecuacíon, conservación del moḿentum)

Transformación de masa en enerǵıa

Supongamos que una masaM , inicialmente en reposo se divide en dos partı́culas id́enti-
cas.
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Figura XII.17: En la mećanica de Newton ocurre que:M = m1 + m2 + m3 , p = ~p1 +
~p2+~p3 y Ei = Ef , Ei = 1

2
m1v

2
1 + 1

2
m2v

2
2 + 1

2
m3v

2
3. Estas 5 ecuaciones se transforman

en 4 ecuaciones en la relatividad especial.

Utilizando el invariante

P inic
µ P µ

inic = P fin
µ P µ

fin

tenemos

P µ
inicial = {M c,~0}
P µ

final = {(m1 + m2) c γ, γm1 ~v1 − γm2 ~v2}
Si ambos trozos 1 y 2 son idénticos m1 = m2, entonces

Pmu
final = {2mcγ,~0}, puesto que~v1 + ~v2 = 0.Además

P µ
inic P inic

µ = M2c2 = m2c2γ2 = P µ
finalP

final
µ

De aqúı tenemos

M = 2mγ, como γ ≥ 1,

entonces M > 2m. La masa no se conserva. Parte de la masa inicial se transformó en
enerǵıa. Con el objeto de hacer una analogı́a con la mećanica de Newton, afirmamos que
la masa se convirtió en enerǵıa cińetica. Definimos la energı́a cińetica como:

T ≡ E − Eo, (XII.25)
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dondeEo proviene del invarianteP µPµ

P µ Pµ =
E2

c2
− p2 =

E2
o

c2
, con p = γ m v.

E =
√

E2
o + p2c2

T ≡
√

E2
o + p2c2 − Eo.

Otra forma que puede adoptar este resultado, se obtiene desarrollandoγ en serie de
potencias de(v/c)2:

T =
m c2√
1− v2

c2

−m c2

T = mc2{1 +
1

2

v2

c2
+

3

8
(
v2

c2
)2 ∓ · · ·} −mc2

T ≡ Enerǵıa Cińetica Relativista=
1

2
mv2 +

3m

8
(
v4

c2
)∓ · · ·

Este es el valor de la energı́a cińetica para cada partı́culam. Para comparar con el valor
inicial M

2T = 2mγc2 − 2mc2 = (M − 2m)c2,

la diferencia de masa se transformó en enerǵıa cińetica.

La ley de conservación de masa de Lavoisier no es exacta. Claro está que la diferencia
entre la masa inicial y final es, en la mayorı́a de los casos, despreciable.

La enerǵıa se transforma en masa

En la reaccíon

2H2O + Enerǵıa→ 2H2 + O2,
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la enerǵıa ãnadida al agua se convierte en masa. En 1000 toneladas de agua convertida
a hidŕogeno y ox́ıgeno, estos productos gaseosos tienen alrededor de 0,3 gramos de masa
en exceso del original.

Ejemplo

a) Suponga que dos masas iguales chocan frontalmente para producir una sola partı́cula
de masa en reposo4m.

b) El mismo caso anterior, pero ahora una de las partı́culas est́a en reposo en el Labo-
ratorio y la otra choca frontalmente. Calcule la energı́a de la part́ıcula incidente.

a) Utilicemos los invariantes

P µ
inP

in
µ = P µ

finP
fin
µ

P µ
in =

(
2
Ei

c
, P1 + P2

)
,

pero ~P1 + ~P2 = 0, luego:

2E2
i

c2
=

E2
f

c2

Ei = m γ

Ef = 4m

2mγ = 4m

⇒ γ = 2 ⇒ v =

√
3

2
c = 0,87c

Ambas part́ıculas deben aproximarse con la velocidadv = 0,87c

b) En el segundo caso, la partı́cula de masa4m no puede estar en reposo, de esta forma

(
E1

c
+ mc

)2

− P 2
1 =

(
Ef

c

)2

− P 2
f

comoP1 = γmv, E1 = mcγ, entonces

(mc)2(γi + 1)2 − γ2
i mv2 = (4γfmc)2 − (4mγfvf )

2

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



170 Nelson Zamorano H. versión de 13 de mayo de 2003

γi =
1√

1 + (vi

c
)2

, γf =
1√

1 + (
vf

c
)2

(mc)2 + 2(mc)2γi + γ2
i m

2c2(1− v2
i

c2
) = 16γ2

fm
2c2(1−

v2
f

c2
)

2(mc)2(1 + γi) = 16m1c2, de aqúı se obtiene γi = 7, ⇒ vi ' 0,99 c.

En este caso, bombardear una partı́cula contra un blanco en reposo, se necesita una
cantidad apreciablemente mayor de energı́a que el caso anterior. Es por esta razón que los
aceleradores modernos utilizan haces de part’iculas que chocan frontalmente para producir
como part́ıculas ḿas masivas.

Por ejemplo, el descubrimiento del bosón Z, que era una predicción de la teoŕıa de
Weinberg, Salam y Glashow y que les valió el premio Nobel en 1979, tiene una masa mil
veces mayor que la de unátomo.

La part́ıculaZ se produce en los aceleradores a partir del choque de dos partı́culas y la
masa de la partı́culaZ es 100.000 veces mayor que la masa de cada una de las partı́culas
incidentes.

Esta part́ıcula fue detectada en Enero de 1983. Para te-
ner una idea de la magnitud del acelerador,éste con-
tiene un magneto de 800 toneladas para producir un
campo magńetico de 0.7 Tesla.

XII.6. Ejercicios

1.– Un vaǵon de tren se mueve sobre una vı́a a velocidad constantev. A y B est́an en los
extremos del vaǵon y los observadores C y D están de pie junto a la v́ıa. Definimos
el evento AC como ocurrencia de A al pasar frente a C, y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, ¿cuáles sirven para que los observadores
que est́an sobre la v́ıa midan el paso de un reloj llevado por A?

(b) Sea∆t el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadores que
est́an a un lado de la vı́a. ¿Qúe intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?
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(c) Suṕongase que los eventos BC y AD son simultáneos en el sistema de referencia
de la v́ıa. ¿Son simultáneos en el sistema de referencia del vagón?. Si no, ¿cúal es
primero?

2.– Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para
la lı́nea 6563Ådel HidrógenoHα, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra
a una velocidad relativa de10−3c, 10−2c, y 10−1c. ¿Es una buena aproximación el
resultado a primer orden?

3.– Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad
uniforme de 630m

seg
, con respecto a la Tierra.

(a) ¿Qúe fraccíon de su longitud de reposo parecerá acortarse, con respecto a un
observador sobre la Tierra?

(b) ¿Cúanto tiempo tardará, seǵun los relojes en tierra, para que el reloj del aeropla-
no se retrase un microsegundo? (Suponga queúnicamente es v́alida la relatividad
especial).

4.– El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad
a que gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ¿Cuánto parecerı́a acortarse el
diámetro de la Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento
orbital de aquella?

5.– Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual
a la mitad de su longitud propia.

(a) ¿Cúal es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador? ¿Cuál
es la dilatacíon del tiempo unitario de la nave?
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6.– Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema
propio. Se desplazan en sentidos opuestos, cruzándose en el vuelo. El astronauta que
va en la nariz de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre
entre el paso de la nariz y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de observa-
ción. Encuentra que este intervalo es2, 50 × 10−6 segundos. A partir de este dato,
encuentre:

(a) ¿Cúal es la velocidad relativa de las naves?

(b) ¿Cúal seŕıa el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el
intervalo que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A)
y la cola de (B) pasa frente a la cola de (A)?

Acompãne ambas respuestas con un gráfico espacio-tiempo.

7.– (a) Si la vida (propia) promedio de un mesónµ es2,3 × 10−6 segundos, ¿qué distan-
cia promedio viajaŕıa éste en el vaćıo antes de morir, de acuerdo con mediciones en
diferentes sistemas de referencia, donde su velocidad es de0,00c, 0,60c, 0,90c, y0,99c
respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo mesón me-
dirı́a.

8.– A 200 km sobre el nivel del mar, una partı́cula de rayo ćosmico primario choca
contra la atḿosfera de la Tierra; en esta colisión de alta energı́a se produce un mesón
π+, el cual desciende verticalmente a una velocidad de0,99c y, en su sistema propio,
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se desintegra2,5 × 10−8seg despúes de producido. Según se ve desde la Tierra, ¿a
qué altura sobre el nivel del mar se desintegra el mesón?

9.– En la Figura, A y B son los puntos de intersección del ejex (varilla estacionaria) con
una varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. La varilla
inclinada se está moviendo en la dirección + y (sin cambiar de inclinación) a una
velocidad v.

(a) Demuestre que el punto de intersección de las varillas tiene una velocidadu =
v cot θ hacia la izquierda.

(b) Seaθ = 30o y v = 2
3
c. Demuestre que, en este caso,u excede a c y

explique porqúe no existe ninguna contradicción con la relatividad.

10.– Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se están movien-
do en ĺınea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de
0,9 c y el segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil
con respecto al otro.

11.– Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda una señal con una linterna
cada seis minutos. Otro observador, B está en una estación espacial estacionaria con
respecto a la Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A
a B, con una velocidad constante de 0,6 c, con respecto a A.
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(a) ¿A qúe intervalos recibe B las señales de A?

(b)¿A qúe intervalos recibe C las señales de A?

(c) ¿A qúe intervalos recibe B los destellos de C?

12.– Considere la existencia de partı́culas que tienen vida finita y cuyo número en funcíon
del tiempo est́a dado por:

N(t) = No exp
−t ln 2

τ
.

SiendoNo el número de partı́culas que existen ent = 0 y es la llamada vida media
de las part́ıculas, ya que en el tiempot = τ el número inicial se ha reducido a la
mitad:

N(0) = No, N(τ) =
No

2
.

Los mesonesπ+ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta energı́a entre una
part́ıcula de rayo ćosmico primario y la atḿosfera terrestre. Su vida mediapropia
esτo = 2, 6× 10−8 s. Suponiendo queNo mesonesπ+ se han formado a la altura h
de la tierra y que descienden hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el
1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegarı́a a la superficie terrestre
si no se hicieran correcciones relativistas.

13.– La Paradoja del Granero
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Suponga que un atleta va corriendo con una
garrocha de largo propio 20 m. (La velocidad
del atleta con respecto al granero es de

√
3 c

2

). Este la sostiene de modo queésta va para-
lela a la direccíon del movimiento del atleta. En
su carrera, el deportista pasa por un granero de
longitud propia = 10 m. ?’ Serı́a posible cerrar
los dos extremos del cobertizo de manera que
el atleta y la garrocha queden atrapados en su
interior?
Analice su respuesta desde el punto de vista del
atleta y del observador en el interior del granero.

14.– Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativis-
tas. El observador O tiene un cañón en la cola de su nave apuntando en dirección
perpendicular al movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A’. En el sistema
de referencia de O, el otro misil sufre una contracción de Lorentz. En consecuencia
O sospecha que su bala no dará en el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’,
es el misil O el que aparece contraı́do y por lo tanto, cuando A y A’ coinciden el
observador ve lo que aparece en la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Descúbralo.
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(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en
este encuentro.

Nota: L ≡ largo propio de los misiles.u ≡ velocidad del misil O con respecto a
O’.

15.– Un fot́on que inicialmente tiene energı́a Ei choca con un protón que est́a en reposo
inicialmente. El prot́on tiene masamo. Calcular la enerǵıa final del fot́on.

Indicación: Recordar quep = E/c, para el fot́on (p ≡ cantidad de movimiento
lineal).(

Respuesta:Ef = Ei/
[

2 Ei

mo c2
+ 1

])
.

16.– Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de
esta barra se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga que un fotón
se encuentra entre ellos. Si ent = 0 el espejo de la izquierda coincide con el punto
x = 0 y justo en ese instante el fotón est́a siendo reflejado en ese mismo espejo,
dibuje la trayectoria del fotón y de la barra en un diagrama espacio-tiempoc = 1.
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17.– En el sistemaS ′, un sujeto corre en la dirección del ejey′ con velocidad constante

V =
L′

T ′ , dondeL′ es la distancia propia con respecto aS ′ y T ′ es el tiempo que

marca un reloj estático con respecto aS ′.

A su vez,S ′ se mueve con una velocidadU con respecto a otro sistema de referencia
inercialS.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistemaS, calcule las dos componen-
tes de la velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangente
del ángulo con quéeste se aproxima.

b) Suponga que en el sistemaS ′ hay una serie de interruptores separados por una dis-
tancia propiaL′. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados,
estos env́ıan un fot́on (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) queviaja directamente
haciaS en la direccíon del ejex del sistemaS.

Calcule la velocidadωy con que los detectores se encienden en el sistemaS, a me-
dida que van recibiendo la señal luminosa proveniente deS ′. Suponga, si le ayuda
utilizar este dato, que inicialmente el sistemaS ′ se encontraba a una alturaH so-
breS. Recuerde que la distancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren
alteraciones.

Figura XII.18: Ejercicio # 19

c) Si el observador enS, U = V cos θ, V = V sen θ, representan las componentes
de la velocidadV con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con
que se encienden los detectores en el sistemaS es:
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wy =
V sen θ

1− V cos θ

c

d) Demuestre que siV ≈ c (es decir,β ≈ 1) y el ánguloθ es muy pequẽno, la
velocidadwy toma su ḿaximo valor paraθ2 = 2 (1−β) ≈ (1+β)(1−β) ⇒ θ ≈
1/γ.

18.– Un observador en un sistema inercialS informa que dos proyectiles se están mo-
viendo en ĺınea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denominamos uno
de los proyectiles porO1 y le asociamos la velocidadV1 = 0,9 c y al otro,O2 la
velocidadV2 = 0,7 c:

a) Encuentre la velocidad deO1 con respecto aO2.

b) Si los largos propios sonL1 y L2 respectivamente, cuál es el largo del coheteL2,
de acuerdo aO1.

Figura XII.19: Ejercicio # 20

19.– Una barra de largoL′ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una velocidad
Vo de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la barra se
env́ıan dos destellos en formasimult́anea con respecto al sistema fijo en la barra,
calcule la diferencia de tiempo∆ t con la cual arriba cada uno de los destellos al
observadorS.
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Nota: El intervalo∆ t, no depende de la dis-
tancia a la cual se ubica la barra del origen de
S. Ud. puede posicionarla donde más le acomo-
de, respetando las condiciones impuestas en el
enunciado del problema.

20.– Dos cohetes que viajan en la misma dirección pero en sentido opuesto, se cruzan,
como se sẽnala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la Tierra, ambos
cohetes tienen rapidezu y largo`.

i) Calcule el intervalo –medido por un observador en Tierra–, que transcurre entre
el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que comienzan a
separarse.

ii) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves –sistemaS ′–,
entre el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que las naves
comienzan a separarse.
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21.– Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un obser-

vador en reposo con una velocidad
24

25
c, como se indica en la Figura.

a) ¿Cúal es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla está inclinada en uńanguloθ′ = arcos(5/6), en el
sistema de referencia que viaja con la varilla. Calcule elángulo de inclinacíon de la
varilla medido en el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo,
para esta segunda configuración.
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