CapiTuro 1

Sistema de Particulas.

1.1. Ecuaciones de movimiento.

Esta parte de la Mecédnica, se presenta en forma bastante resumida. Se
presentan las principales definiciones y relaciones cinemdticas asi como las
ecuaciones clédsicas de movimiento para un sistema de particulas puntuales
suponiendo interacciones que cumplan el principio de accién y reaccién. Las
definiciones de cantidades Fisicas cinemdticas, que involucran las masas, las
posiciones, las velocidades, tales como la energfa cinética, momentum lineal,
momentum angular, son naturalmente relativas al sistema de referencia que
se escoja. Entre esos diversos sistemas de referencia, las relaciones que exis-
tan entre esas cantidades fisicas, se desprenderdn de las transformaciones de
Galileo para sistemas, vea figura (1.1), que se trasladan unos respecto de
otros con velocidad constante v

r'=7r—ut.
Ms4s en general para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo acele-
raciones y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones
entre velocidades y aceleraciones de particulas son méas complicadas. Podemos
adelantar que las relaciones entre velocidades y aceleraciones son
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Figura 1.1: Transformacién de Galileo

siendo @ = di/dt. Debe notarse que la velocidad y aceleracién relativas son
las derivadas de los vectores posicién y velocidad relativos manteniendo fijas
las direcciones de los ejes moéviles, lo cual en algunos textos se indica por
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1.1.1. Sistema Inercial de referencia.

En la formulacién de la dindmica clésica, se supone la existencia de al me-
nos un sistema privilegiado de referencia, un Sistema inercial de referencia.
Por definicién, un sistema inercial de referencia es aquel (hipotético) sistema
relativo al cual una particula libre tiene velocidad constante o en particular
nula (vea péagina 5 de referencia [6]) . Como consecuencia de la transforma-
cién de Galileo, todo sistema que se traslade con velocidad constante respecto
a uno inercial de referencia, es también sistema inercial de referencia. La e-
xistencia de uno por lo menos, serfa materia de validacién experimental, con
las obvias dificultades que ello presenta. Se acepta que al menos aproxima-
damente, el marco de las estrellas fijas, lo es. Esta es una materia hoy en dia
de acuerdo internacional. En efecto en Agosto de 1997, la Unién Astronémi-
ca Internacional (IAU) decidi6 que a partir del primero de Enero de 1998,
el TAU sistema de referencia celestial sea el sistema (ICRS), en reemplazo
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del sistema FK5. Hay abundantes referencias en la WEB, por ejemplo en
http://hpiers.obspm.fr/webiers/general /syframes/icrsf/ICRS.html.

Definiciones y notacién

Respecto a un determinado sistema de referencia, ver fig.(1.2) (no necesaria-
mente inercial), sean

T et los vectores posicién de las N particulas

My eeeeeaainnnns las masas de la particulas

U =dri/dt ...... la velocidad de la particula i.

a; =dv;/dt ...... la aceleracién de la particula i.

F’i ............... la fuerza que actia sobre la particula ¢ producida por
agentes exteriores al sistema.

ﬁj ............... la fuerza que la particula j ejerce sobre la particula 7.

P= Somit; .. ... el momentum lineal o cantidad de movimiento lineal

del sistema.

Lo => m;T; X U; el momentum angular o cantidad de movimiento an-
gular del sistema respecto al origen O.

e = »_ m;T;/M . la posicién del centro de masas del sistema.
M=>m; ...... masa total del sistema

Fest la fuerza externa resultante.

ret el torque o momento de las fuerzas externas resultan-

te, respecto al origen O.

En este resumen no se pretende discutir los fundamentos de la formulacién
Newtoniana, cuya mayor dificultad radica en las definiciones (independien-
tes) de Fuerza, masa y aceleracion, asi como en los conceptos de espacio y
tiempo, que supondremos materias conocidas.

1.1.2. Ecuaciones de movimiento.

Con respecto a un sistema inercial de referencia, cada una de las N par-
ticulas cumple con la llamada segunda ley de Newton

mid; = F,+ Y fij. (1.1)
i
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Figura 1.2: Sistema de particulas

Si las fuerzas de interaccién f;; satisfacen la llamada ley de accién y reaccién,
es decir

fis + 1 =0, y  fiyx(ri—75) =0,
puede demostrarse a partir de las N ecuaciones de movimiento, las siguientes
dos importantes ecuaciones

dP -

— = pest 1.2
dt ) ( )
dLo =

—— =Tt 1.3

La primera de ellas es bastante evidente. Para demostrar la segunda, basta
considerar que

S X = x =g S S ) x iy =0

JFi J#i JF#i

Las ecuaciones (1.2) y (1.3) son, en general, insuficientes para determinar las
posiciones de las particulas siendo la excepcién més notable un sistema rigido
de particulas, que tiene justamente 6 grados de libertad, o en otras palabras,
que su posicién puede especificarse con solo 6 coordenadas o pardmetros. La
segunda de las ecuaciones anteriores, toma la misma forma en un sistema
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especial, no necesariamente inercial, con origen en el centro de masas G y tal
que sus ejes no roten. Es decir, puede probarse que

—¢ T, 1.4
Entre el sistema inercial y ese otro mencionado con origen en G, pueden
demostrarse las siguientes relaciones (relaciones de Koenig), consecuencias
simples de la transformacién de Galileo

Lo = MFGxﬁg—i—EG
1
K = 5J\4v2;+KG

siendo Kg y Lg la energfa cinética y momentum angular relativos al sistema
con origen en G.

EJERciIcIO 1.1.1 En general, si se considera otro sistema con origen en un
punto A, cuyos ejes no roten, demuestre que

— = o — o —
Lo = M7y X g+ MAG X U4+ Ly

La =
dd—tA =T — MAG x d, (1.5)

de modo que, la relacion entre derivada del momentum angular y torque, es
vdlida para puntos (A) que cumplan una de las siguientes condiciones:

—
A=G, as =0, aa paralela a AG.

EJERCICIO 1.1.2 Discuta la posible aplicacion del tercer caso (d paralela a
A_G) ), cuando se trata de un cuerpo rigido que rueda sin deslizar, conside-
rando el punto A como el punto de contacto. Es un error comin considerar
como argumento para el uso de lo anterior que dicho punto tiene velocidad
instantdnea cero, pues en general tiene aceleracion no nula.

1.1.3. Teorema Energia Trabajo.

De las ecuaciones de movimiento es posible escribir una primera integral
de ellas en la forma que sigue, donde, sin perder generalidad, se separan las
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fuerzas externas en sus posibles partes conservativa y no conservativa. Ade-
maés se supone que las fuerzas de interaccién son derivables de un potencial de
interaccién dependiente de la distancia entre las dos particulas y posiblemen-
te de pardmetros propios de ellas dos (masas, cargas, etc.). En el caso de un
sistema rigido de particulas, la 1ltima suposicién no es necesaria, por cuan-
to el trabajo que realizan las fuerzas de interaccién es nulo, al mantenerse
constantes las distancias entre particulas. Este teorema es

A(K +V + V™) = WS, (1.6)

donde el trabajo no conservativo (nc) externo (ext) es la integral de linea

2
Wi, = / Festne . g,

1

V es la energfa potencial asociada a la posible parte conservativa de la
fuerza externa y V™ la energia potencial de interaccién. Si el lado derecho,
el trabajo realizado por la posible parte no conservativa de la fuerza exterior
es cero, entonces se conserva la energfa mecédnica total del sistema. En el caso
importante de un sistema rigido de particulas, al no variar las distancias entre
las particulas, puede tomarse V¥ = 0.

EJERrCICIO 1.1.3 Demuestre que la suma de los trabajos internos es cero si
las distancias entre las particulas son invariables.

EJErcicio 1.1.4 Demuestre el teorema 1.6.

1.1.4. Sistema de dos particulas.

El problema definido por el conjunto de ecuaciones (1.1), es en general
no solucionable analiticamente, si N > 3. La principal dificultad consiste en
la imposibilidad de separar variables. El sistema de dos particulas interac-
tuando a través de una fuerza conservativa es un caso soluble de sistemas de
particulas. Tomando en cuenta la validez del principio de accién y reaccion,
las dos ecuaciones para ese caso son

—
—

miay = ( 1 H)

mzag = (T‘ )
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Esas ecuaciones son facilmente desacoplables utilizando como nuevas varia-
bles las posicién del centro de masa 7g y la posicién relativa 7 = 7 — 75
resultando

Mag =0,
pi = f(7),
siendo p la masa reducida del sistema de dos particulas, es decir
_ mumy

m1+m2

Entonces, el problema se ha reducido a resolver el problema de una particula
de masa reducida p en presencia de una fuerza central, con centro de fuerza
en una de las particulas. Este resultado es sorprendentemente simple consi-
derando que el origen (la posicién de una de las particulas) estd acelerado.

EJERCICIO 1.1.5 Demuestre que las relaciones de transformacion de varia-
bles pueden escribirse:

L L Mo
1 =Tg+ —T,
L L, ma
rETe Ty

EJERCICIO 1.1.6 Demuestre que la energia cinélica de un sistema de dos
particulas puede escribirse:

1 1

K = -Muvg + v’

Ve gk
EJERCICIO 1.1.7 Analice las dificultades que se presentan al tratar de sepa-
rar variables en el sistema de dos particulas en el caso relativista, es decir
cuando las masas dependen de la velocidad en la formam = mg/+/1 — (v/c)2.

EJERCICIO 1.1.8 FEn el choque de dos particulas, compruebe la equivalencia
entre conservacion de energia y coeficiente de restitucion unidad.

EJERCICIO 1.1.9 Suponga un asteroide esférico de 1 Km de didmetro que tie-
ne una rapidez de 60 [Km/s], con una densidad (como el agua) de 1 [gm/cc].
Determine la energia que deberia liberar una explosion interna para dividir
al asteroide en dos trozos iguales, cada uno formando un dngulo de un grado
respecto a la direccion de la velocidad original.
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1.2. Campo Central de Fuerza.

Consideraremos una particula de masa p sobre la cual actda una fuer-
za central conservativa cuya direccién es paralela al vector posicién 7. Més
adelante, al estudiar scattering entre dos particulas consideraremos méas en
detalle la presencia de los dos cuerpos y la transformacién entre coordena-
das relativas y coordenadas del laboratorio Por ahora, el vector posicién 7
representara el vector posicién relativo entre las dos particulas. Si escribimos
la fuerza central como

iy = -5,

de la ecuacién de movimiento anterior, se tiene

y se deducen de aqui, (demuéstrelo)

» TEOREMA 1.1
Se conserva el momentum angular lp = pur’ X v.

» TEOREMA 1.2
La trayectoria estd sobre un plano fijo, perpendicular al vector constante lo.

Por lo tanto, es suficiente utilizar coordenadas polares (r, ) en el plano del
movimiento. En esas coordenadas, las ecuaciones de movimiento serén

(Z_;_ 9) vt (L.7)

lo = pr?0 = constante. (1.8)

y

Eliminando 6 es posible escribir una ecuacién radial para r(t) y su primera
integral que corresponde a la conservacion de la energia E. Es decir

Fr By ave)
P e wrd ) dr

y
1 12
§u7*2 + 2,uo7"2 + V(r) = E = constante.
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Si llamamos potencial efectivo para la coordenada radial a

ef _ 1o
Ue = Sur? + V(r),

este es diferente de cero para una particula libre. El efecto del primer término
es siempre repulsivo lo cual se puede entender, para el caso de una particula
libre que se mueve en linea recta, simplemente porque la distancia r al origen
pasa siempre por un minimo. Para potenciales V(r) atractivos (negativos),
en general pueden haber maximos y minimos de la distancia r, los llamados
puntos de retorno.

1.2.1. Ecuacién diferencial para la érbita.

La dependencia de las variables polares en el tiempo es compleja. Es
més simple encontrar la dependencia de la distancia con el dngulo, es decir
encontrar la érbita. En efecto, haciendo uso de la conservacién del momentum
angular, es posible eliminar el tiempo de la ecuacién radial (1.7) mediante

d _dod B d
dt  dtdd  pr2do’
resultando para s = 1/r la siguiente ecuacién diferencial (ecuacién de Binet):

d?s pdV(1/s)
@ T 4

Para un campo de fuerza inverso al cuadrado de la distancia, la integracién
de la tdltima ecuacién es simple. Es decir si

siendo K > 0 para el caso atractivo y repulsivo en caso contrario, entonces
la ecuacién se reduce a

d?s 1
— +s=3K,
do? 12
cuya solucién general, en términos de dos constantes e y a es
_ BK

s = (1 —ecos(d — a)),

)



