Analisis de Senales
Capitulo IV: Densidad
espectral y correlacion

Profesor: Néstor Becerra Yoma
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4.1 Densidad espectral de

energia
e Teorema de Parseval => relacion entre 1(t) y F(m),
energ1a de una senal.

o dt—a w__JF(a))\ dw

[=—o0

* |[F(w)I> => densidad espectral de energia, permite
calcular la energia en una banda de frecuencias

 F(-w)=F(0)* => [F(-0)I*=[F(®)I*> => IF(w)I*> es par



4.1 Densidad espectral de
energia

e Atenuacion de la energia de una sefal al pasar por
un sistema

Y(w)=F(0)H () = Y (o) =|F(o)|'|H (o)
* Energia en la salida:

E,=—| |H[|F(o)dw

J (@)




4.1 Densidad espectral de

energia
e Si el filtro es un pasabandas estrecho:
[ ]
~w,*Aw/2 | @, tAw/2
1
E,=—| |H)||F(o)|do
27 Jo=—
1l ro+Aw/2 ’ 1 roy+rw/2 ’
EY _E a):—a)O—Aa)/Z‘F(w)‘ dw+gjw:wo—Aw/2‘F(w)‘ 4w
1 ro,+Aw/2 ’
E, =— F(w)| do

71 Jo=w,-Aw/?2



4.1 Densidad espectral de
energia

7 1 ro,+Aw/2 7 2d
re ; a)=a)0—Aa)/2‘ (C())‘ @
e S1 Am pequeiio:

1
E, = ;\F(a)o)\zAa)

e Densidad espectral de energia: se grafica usando
un banco de filtros pasabanda




4.1 Densidad espectral de
energia

e
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4.1 Densidad espectral de
energia

F(o)
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4.1 Densidad espectral de
energia

e Ej: Una senal 1(t) se aplica a un filtro pasabanda
1deal, de ganancia de baja frecuencia 1 y ancho de
banda 5 [rad/s]. Determinar la energia de la sefial a
la entrada y a la salida.

- | 1
— =5t F — =St—jor —
fO=eult) = F(w) Loe dt P
2 1

F —
F@) @ +25

{1 we [-5,5]
H(w) =

0  fuera



4.1 Densidad espectral de
energia

H(o)

Y()

0.044
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% 4.1 Densidad espectral de

energia
—5¢ = 51 1
f@)=e ult) >k, = e drzg
1 1 we[-55]
F(o)| =———, [H®)| =
@ +25 0 fuera
oo oo 1
. —5¢ . 10 g, L _
E,. —J:O(e )zdt—LOe dt—lo 0.1
EY=;J5 21 da)ziltan_l(l)z ! T ! =0.05
=0 @ +25 7/ Sn 4 20
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4.2 Densidad espectral de
potencia

e No todas las sefales tienen energia finita

e Algunas de ellas tienen potencia media finita =>
senales de potencia

P =lim—~ Clrolde= £

—)ooT -T/2

e Se puede definir una densidad espectral de
potencia:

P= 1 S (w)dw
27 2



4.2 Densidad espectral de

potencia
* S;se puede aplicar tanto en el caso deterministico
como aleatorio.

e Calculo de S;: Supongamos que se tiene una sefial
f(t), y cortamos un trozo

4O, fr (@)
N N AR =
,\/ U \J U

I
2

N |



4.2 Densidad espectral de

potencia
E, =" |f@fdi=— j F (o) do e
1 ¢7/2
=—f_T/2\f(r)\2d ———J Fpo)fdo
T T
P=tim— (" | £(0| dt = lim -~ j Fr(w) do — >

T—oo [T J-T/2 T —s00 272

_L,S (w)da)—hﬂﬂ?j F (o) dw




@ 4.2 Densidad espectral de

potencia
( 2
1 (= 1 |,  |Fr(@
> P=—1| S/ (0)do=— hm‘ r )‘ dw
27 I 2 | Toe T )

2
S (w) = lim ‘F T ((())‘ = espectro de potencia de {(t)
f - .
T—so0 T Se puede estimar usando T grande
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sl 4.2 Densidad espectral de

potencia 1)
e Si1se usaun trozo de largo T para /\U
aproximar S; => la resolucion en

N |~

frecuencia es del orden de 1/T -

e Serequieren T grandes para buena
resolucion de S;.

fr(t)= f(t) rect(t/T)
F.(o)=F(w)*T Sa(wl /2)

e
Filtro pasabajos, baja la resolucion en frecuencia.

El espectro se “aplana” y pierde detalles




4.2 Densidad espectral de
potencia

Densidad espectral de potencia de una sefial de potencia:

— 2
S, (@)=27 Y |F,| 6(w—nay)
3 Coeficiente de la serie de Fourier

n exponencial.



4.2 Densidad espectral de
potencia

* Ej: Hallar la S; para un coseno:
f(t)=Acos(a,t+6)

e Solucion: descomponiéndolo en exponenciales:

4 4
(Z‘) — —€]¢€]w0t _|__e—J¢erof
/ 2 2
A . A .
F="¢e" F =—¢’ F =0 paraotron

2 2



e
@ 4.2 Densidad espectral de
potencia

A° A°
S, = 27r?5(a)—a)0) +2n?5(a)+ @,)

S, :%M2(5(a)—a)o)+5(a)+ w,))
fz(t)zL ) lm&12(5(a)—a)0)+5(a)+a)0))a’a)
270 =72

1 1 1
2B =—A*+ =A== 4
fr=y Ay A =3
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4.2 Densidad espectral de

potencia

e Ej2: Encontrar, para T finito e infinito, la

expresion para la densidad espectral de potencia

de: ()= Aejw‘)’rect(iw
r J

S{A recz‘[i j} = ATSa(w—Tj
r 2
Flw)= S{A rect(%}jwot} = ATSa((w_za)O )T )

Fof A‘ZTSaz( (@-ay )T
T

e Solucionm:

/



@ 4.2 Densidad espectral de
potencia

e Para un T finito:

s @=L \A\ZTSa2((w_ @) |
T 2

e Para T infinito:
‘ 2

F(w —w,)T
S, (a))—hm‘ = lim 27| 4| —Sa ((w %) ]
T —oco T T —o0 2
2 k e -
Sf(a)):27z‘A‘ o(w—w,) Area=1
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4.3 Ruido promediado en el

tiempo
e Ruidos: poco predecibles, contaminan la sefal,
fluctuaciones erraticas

e Se pueden describir de forma estadistica, pero no
analitica.

e Algunos ejemplos de promedios:

: — 1 12
— Valor medio: n(t) = lim — n(t)dt
T—eo T J-T12
— Valor cuadrético medio: 2 .1 gr2 2
() =lim— | |n()| dr



@ 4.3 Ruido promediado en el
tiempo

— Raiz cuadratica media (rms): _/,, (t — 11m\/ jT/ Z‘W(f )‘ dt

— Componente alterna (ca): o(t)=n(t)— n(t )
(no es un promedio)

e Notar que los promedios (que tienen la barra
arriba) son constantes y no funciones de t

n(t) o (1)
MWW
A AP PAAAPA




4.3 Ruido promediado en el

tiempo

2
dt /
T/2

n(t)| di

{—oo T -T/2

Constante

Media cero

20 dt +21lim n(t)O'(t)dl‘ +lim—

t%oo

\o-(r)\ dt



@ 4.3 Ruido promediado en el
tiempo

e Ej: Calcular el valor medio, la potencia de cay el
valor rms para: v(¢) =1+ cos(a,t)

1 772
V(1) =1+ cos(@y) = j_m (1+ cos(ayt) e =1

1 c7/2 1
2 . 2 —
ol(0)=— j_mcos ()t =

2O =v0) +2 ()=

2
VRMS:\/VTU):\E




4.3 Ruido promediado en el
tiempo

Potencia de la sefal limpia

e RazoOn senal a ruido: /

%zsz(t)/nz(t)

e En decibeles:

SNR = 1ozog(sz(z)/n2(zﬂ/d3]
J/

SNR- Signal-To-Noise ratio
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4.4 Funciones de correlacion

e La densidad espectral de potencia es:

S (@) =lim — \F ()|

T T
e Se desea encontrar su representa010n en el tiempo:
1
SUS (@)} =R, () =—| lim— \F (o) ¢’ dw
27 e T—e T

R (z')—;gg?g J F, *(@)F, (w)e’” dw



4.4 Funciones de correlacion
R,(7)=lim~ [ ( [ Tfm F(t)e’™ di, ILTZT/Z Ft,)e ™ dr, ]ef“”da)

T—eo T" D gp Joo=—o0

Rf (7)= ;i—rg?:l:—mf @ )~~2=—T/2f(t )_,[ fiw(tl_tzw)da) at, df,
. 1T T
Rf(T)Z;I_I)I}o?U :_mf (¢, ). :_mf(r Yo(t, —t, +7)dt, dt,
tL—t,+1=0=1,=t +1
|
R (z')—hm fE@) f @ +71)dt

T—eo T Jty=-T12

= R (r)_;gxoloijf () Ft +7)dt



b
4.4 Funciones de correlacion

e Funcion de autocorrelacion de f:

R@=lim [ fr@ /e, S(R,@)=S5, ()

* Nueva forma de calcular S..

e La autocorrelacion también equivale a la
convolucion de f(t) con f(-t) para sefales reales.
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4.4 Funciones de correlacion

e Idea intuitiva para f(-) real: En promedio, el signo
de 1(t) es 1gual al signo de (t+At) para At pequeno

(por continuidad por tramos de la funcion), pero
puede ser distinto para At grande

t, t,+At,

/(@)

"\ AN N AN LIANNA

=~ T VUV

t, + At

V"VV v - -

R ()= f*()f(t+7)



e
== 4.4 Funciones de correlacion
o t, + At,

/(@)

"N N AN LINNAS
-~ V\/V'VV v ¥ -

t, + At

Correlacion: entre f(t) y 1(t+7)

Rf (7) = f 8 (f)f(t +7) Para f(-) real

R ¥ (’[0) >0 = En promedio, f(t) y f(t+7,) tienen el mismo signo

R ¥ (Zl) <0 = En promedio, f(t) y f(t+7,) tienen signo opuesto
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4.4 Funciones de correlacion

e Ej: Encontrar la autocorrelacion para:
f(t)=2cos(wyt+6q)

1 12
(T)= ;Lngo Py 2cos(myt + 0) cos(wyt + w,T + 0)dt

.1 2 1 2
R (7)= ;glolo ) cos(w,T)dt + ;13010 Py cos(2m,t + @, 7 +20)dt

R, (7)= cos(a)oz')

e Notar que se pierde la informacion de la fase
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4.4 Funciones de correlacion

 En general, los ruidos n(t) pueden cambiar de
signo rapidamente con el tiempo => R (T) es
positiva para T muy pequeno, tiene un “peak™
grande en t=0 => permite separar la senal del
ruido

* Ejemplo: la sefial es un trozo de onda periddica
cuadrada (R aproximado para T grande) y el ruido
es aleatorio.

* Aunque el ruido sea tal que no permita distinguir
la sefial, al usar la correlacion se puede “ver”.



&
== 4.4 Funciones de correlacion
e Para separar (y no solo distinguir) la sefial del

ruido se debe definir otro promedio para senales:
la correlacion cruzada.

Ry@=lim—[ " g+ o)



4.4 Propiedades de la correlacion

e Simetria:

R,(~7) = lim Tj B AIGYIGY

R, (- r)_lgI}oT j R [ ()

R, (-7)=R, * (1)

e Parte real par, imaginaria impar
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B
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e

e Valor cuadratico medio:

R, (7)=lim — T j [EO S+t

Ry (0) = lim L™ pe frdi=17(0)= P

4.4 Propiedades de la correlacion

e Periodicidad:
J@+T)=f(t)=> R, (t+T)=R,(¢)



=t #{ . ;—-‘:‘-
R

4.4 Propiedades de la correlacion

e Valor promedio: Sean 1(t), g(t) dos senales. Sea
f(t)=x(t)+m,, g(t)=y(t)+m,; x(t), y(t) con media

Cero.
1 712
R, (7)= ;ﬂ?y_m[x(t)+ml]* [y(t+7)+m,]dt
1 ¢7/2
R, (7)= ;13)10? _mx*(t)y(t+z')a’t+mlm2
1 fri2 1 12
R, (7)=lim— lim — x*(@)y(+7)dt dT+mm,

T’—c0 T’ T=—T1"12 T— T t==T12



N
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4.4 Propiedades de la correlacion
R it 1 (772 ’ 1 712 y i d
fg(f)—T}g}oF oy M| (O y(t+7)dt dT+mm,
R 1 1 (72 () 1 1 772 Jr d
fg(T)_Tlgolo? 12 (t)TgI}oF r=-T"/2 y(t+17) dt di+mm,

R, (T) =mm,

e El valor medio de la correlacion cruzada de 1(t) y
g(t) es el producto de sus valores medios.

 =>FI] valor medio de la autocorrelacion de {(t) es
el cuadrado de su valor medio.



4.4 Propiedades de la correlacion

* Valor maximo: R, (0) es el maximo de R,(7)

e Idea: desigualdad de Schwarz

lim — j L TE@ f(t+z')dt f e +1)| dr

T—ee T
R (1)< R, (0)R,(0)

<11m J ‘f(t)‘ a’thm J

T/2 T/2




4.4 Propiedades de la correlacion

e Aditividad:
R, (@ =*0)+y*O))xt+0)+ y(t+7))
R, (D) =x*(Ox(t+T)+x* @)yt +7)+ y*(O)x(+T)+ y* () y(1 +7T)
R.,,(T)=R.(0)+R (T)+R, (7)+R,(T)

e SiXx ey no correlacionadas entre si:

R, (1)=R(1)+R, (1)



@ 4.5 Correlacion para sefiales de
energia finita
* Extension para senales de energia finita
(@)= fEOLEH+DE, 1, (D) =] fHEOE+T)d!

e Para senales reales, se parece a la convolucion con
una de las funciones “dada vuelta”
horizontalmente:

(F=g)Xe)=|_fg—nd:



4.6 Correlacion para senales de
energia finita

e La transformada de Fourier de la correlacion para
energia finita da.

Sire@}=|__ | rrofe+ndie’dr

S{I”f(f)} — ),

S{r, ()} =]
3{r (D)) =|F (@)

AU )L:oo f+1)e’dr dt

_[*OF (o) e’ dt
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. 4.7 — Ruido blanco de banda
limitada

e Ruido blanco ideal(RB): su espectro de potencia
contiene todas las frecuencias.

S (w) = % = cte

e No se puede generar fisicamente (voltaje,
corriente, etc) ya que:

1 o
P=—1| S (wW)dw=x
27 L° (@)

* => jtiene potencia media infinita!
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o 4.7 — Ruido blanco de banda

limitada
e Ademas, su correlacidn es:
R (7) =S‘1{%}=%5(r) 1

e Anteriormente se dijo que, en promedio, f(t) y
f(t+At) tienen el mismo signo si1 f es continua por
tramos. En este caso, R, (T)=0 para todo t>0

e => ;El ruido blanco varia infinitamente rapido! (es
discontinuo en todo punto del eje real), “nube” de
puntos, no es realizable ni siquiera usando un
computador.



e
3

o 4.7 — Ruido blanco de banda
limitada

e Utilidad del ruido blanco ideal: Cualquier sefial de
potencia (ruido) se puede modelar como ruido
blanco filtrado.

e Si1 se desea un ruido {(t) con un espectro de
potencia S{®), se puede obtener filtrando ruido
blanco, el filtro debe tener el espectro deseado:

f()=nt)xh(t) =5, (w)= %\H(w)\z

e Se puede usar este método usando una
aproximacion al ruido blanco 1deal.
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s« 4.7 — Ruido blanco de banda
limitada

 Ruido blanco de banda limitada(RBBL): Tiene un
espectro constante, pero con un ancho de banda B
finito (pero grande)

e Su valor cuadratico medio (potencia) es:

1 27B
P=—/|" Ldw=nB
272 —27B )

e Usualmente se crea usando un generador de
numeros aleatorios, o bien mediante ruido térmico
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s« 4.7 — Ruido blanco de banda
limitada

e También se puede usar para generar ruidos con un
espectro de potencia arbitrario simplemente
filtrandolo:

f()=n)<h(t) =S, @="H@o)

e Condicion: el ancho de banda del RBBL debe ser
mayor que el ancho de banda del filtro => el filtro
lo “ve” como ruido blanco ideal.
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s« 4.7 — Ruido blanco de banda
limitada

e Otro posible uso del RBBL es i1dentificar
respuestas en frecuencia de filtros. S1 H(w) es

desconocido:
(@) =n(t)*h(r) :‘H(a))‘Q:%Sf(a))
H(w)=S8 (@) n

e Es decir, la respuesta en frecuencia del filtro se
puede 1dentificar analizando la sefal de salida.



4."] — Ruido blanco de banda

limitada

e Al pasar ruido blanco por un sistema lineal, la
potencia de salida es:

”loz(f)=L

27T

noz(f)=%

B %\H(a))\zda)

ZO\H((:) ) de
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4.8 — Ruido térmico

e Se produce como resultado del movimiento
caotico de los electrones libres. El efecto neto es
una corriente en la resistencia, aleatoria y de
media cero. La potencia que contiene el ruido es:

S (@)= hla) 14
! - hle| rad [ s
T eZ?Z'KT _1
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4.8 — Ruido térmico

e Se puede suponer ruido blanco dentro de cierta
banda

we [— ZEE,Zﬂ'E} =S (w)=2KT "
h h H.

e El namero (K'T/h) es del orden de 6000GHz

* =>se puede considerar ruido blanco para todos los
efectos.



