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Capitulo I1I: Transformada de
Fourier discreta
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% 3.1 Teorema del Muestreo

e Gran desarrollo de la computacion =>
digitalizacion de sefales mediante muestreo,
posterior reconstruccion de la senal

e Condicion necesaria en el proceso para no perder
Informacion: teorema del muestreo:

— Una senal de ancho de banda B [Hz] puede ser
muestreada sin péerdida de informacion si se toman
valores con una separacion menor o igual a 1/(2B)
segundos.



3.1 Teorema del Muestreo
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% 3.1 Teorema del Muestreo

fo(t)=f(t)R (1) P(:) es periddica

(1) = 1) pel

N=—00

c3{ fs (t)} = S{ f (t) i Pnej”a’ot}

N=—00

S (O}= Y P f (e}

N=—0o0

3{fs()}= > PF(w—nw,) Elespectro F(o) se repite

N=—o0



3.1 Teorema del Muestreo
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% 3.1 Teorema del Muestreo
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e Siel T de muestreo aumenta => w4 disminuye =>
se puede producir traslape de espectros para T
muy grande. El traslape se alcanza cuando:

W, = ZT—E =2W =T = % (frecuencia de Nyquist)

. 1
e Paraevitar traslape: T < o8



3.1 Teorema del Muestreo

* Reconstruccion de la sefial => efecto practico:
pasa la banda entre -wy/2 y w,/2
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3.2 Efecto alias

» Traslape espectral: efecto alias, T muy grande
e Resultado: distorsion de la senal al reconstruirla.
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3.2 Efecto alias

 Solucion: filtro prealias: baja la distorsion
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3.2 Efecto alias

* En general, el espectro de una senal se hace menor
a medida que aumenta la frecuencia

» La principal distorsion se produce cerca de w,/2

\/

FreconsTr (w)

Distorsion alta

]

Distorsion baja



% 3.2 Efecto alias

« Estimacion de la cantidad de efecto alias (comparativo):

//\ F(w)

\

2
Jm (a)o—a)) ‘F(a))‘zda)
w=wq /2 W,

%alias = — ”
Lio F(0)| do

» EIl término cuadratico penaliza el alias para frecuencias
cercanas a mgy/2
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3.2 Efecto alias

o Si f(t) es periodica, de frecuencia w,<<m,:
f(t)= 3 F,el
A, T®= 25
_% | Dy
2 2
M /2
(n_ M /Z)Z‘Fnﬂvuz‘z M@, = @,

%alias = "= M
0 MZ/Z Fn‘z 7(02 :%

n=1

e La componente de frecuencia M/2 tiene frecuencia
gl 2
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e Se tiene N muestras uniformemente distribuidas
f(kT)= f(0), f(T), f(2T),..., f(N-DT)

3.3 Transformada de Fourier
discreta

11, il
N | _/

I | | | | I L_YI_J I
~
NT
 La transformada de Fourier discreta (DFT) se
define como:
N SjnakT Q= 2
F, (nQ) = kzz(; f(kT)e T NT



3.3 Transformada de Fourier
discreta

N-1 |
F,(n) =Y f(kT)e ™ 2%
k=0 NT

27

N1 27
S F,0nQ) =) f(kTe "
k=0

o QvyTnoaparecen de forma explicita en la DFT

* Se puede obtener a partir de la transformada de
Fourier, haciendo aproximaciones



3.3 Transformada de Fourier
discreta

@
. {f(t) 0<t<NT

¢ Sea: F(t) =
(t) 0 otro caso

e Su transformada es:
~ NT .
F () = jt fe™dt Jo—nQ, t>nT
- N-1 _
F(NQ)~ > f(kT)e ™ T
k=0

L TR (19) = F ()]

o=nQ
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» El espectro obtenido es periddico, de periodo NQ:

3.3 Transformada de Fourier
discreta

N -1 _
F,(nQ+ NQ) = Z f (KT )e J(nNa)T

S .I: (kT)e ankT — INQKT /Q _ 27[

~ NT



3.3 Transformada de Fourier
discreta

e La exactitud en el calculo de la transformada
también es afectada por el efecto alias.

 La transformada es periodica => la frecuencia mas
alta que se puede determinar corresponde a n=N/2,
es decir, (N/2)QQ=1/(2T) => de acuerdo al teorema
del muestreo
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« También hay una transformada inversa de Fourier
discreta:

3.3 Transformada de Fourier
discreta

N -1
f (KT) = %Z F (nQ)e
n=0

e La transformada inversa es exacta respecto a la
transformada directa, a menos que se produzca
efecto allias.

« Latransformada inversa es periddica, periodo NT

» Propiedades semejantes a la transformada de
~ourier continua.




3.3 Transformada de Fourier
discreta

* Ejemplo. Calcular la transformada de f(t) usando 4
muestras sobre el intervalo (0,1):

f(t)=u(t)—u(t-1) = lasecuenciaes[1,1,1,1]

E (nQ) if(kT)e_jnk%ﬂ 4 =0 L1,
= =< : = —, = 27T
; — 0 n=0 4

« Multiplicando por T, se obtiene:

1 nQ=0
0 nQ+#0

F (0) o= Fs (1) ={



3.3 Transformada de Fourier

discreta

1

. 1 n=0
Setiene:  F(a)|q=7 Fy(n0) ={ )

0 nz0

Pero se sabe que:
F(w)=e"'"*Sa(w/ 2)
NO se ven muy parecidos. Si se toma w=nQ:

F(@) ] .= F(2m) = {1 =0 onne{0123

0 n#0

Es decir, se llega a lo mismo.



3.3 Transformada de Fourier

discreta
e Se obtuvo la transformada discreta:
3 _jnk2” 4 n=0 1
F,(n) =Y f(kT)e = * = T==,Q=2
4 (nNQ) kzz(; (kT)e {O 120 1 T

e |Lasecuencia[l1,1,1,1] no representa realmente un
pulso, sino una senal continua, ya que la
transformada inversa es periodica.

* Se puede solucionar agregando ceros. Por
ejemplo: [1,1,1,1,0,0,0,0]



3.3 Transformada de Fourier

discreta
0O 1 2 3 01234567
Espectro para [1,1,1,1] Espectro para [1,1,1,1,0,0,0,0]

LLos numeros indican la ubicacion de las lineas espectrales



3.4 Transformada de Fourier
rapida
El calculo de la DFT requiere N2
multiplicaciones.

Tiempo de calculo excesivo para N grande.

Algoritmo FFT (fast Fourier transform): permite
calcular la DFT de forma rapida: Nlog,N
multiplicaciones.

Dos formas de visualizarla: a partir de sumas por
bits o a partir de paridad/imparidad.




3.4 Transformada de Fourier
rapida
» Lanotacion W, para la exponencial de la DFT:

— Dado N, se define Wy, como el circulo unitario dividido
en N partes, con angulos negativos

2
W, =e 1™ =eN = w =1/

—360°




3.4 Transformada de Fourier
rapida

 Forma 1 (ejemplo para 4 puntos):

N -1
F, (nQ) = Z f(KT)em2KT

27

F, (nQ) = Z f (KT)W,™, W, =e /™K =Nt

e Se pueden escrlblr K 'y n como numeros binarios:
k =(k;,k,) ={00,01,10,11}, k =2k, + Kk,
n=(n,n,)=4{00,0110,11}, n=2n,+n,



3.4 Transformada de Fourier
rapida

e |_uego:
1 1
Fo(n,ng) =Y D" f (kg ko)W, oMt

4 T4 4 o
=W 2n0k1W (2n.+ng)ky

Fo (ny,1g) = Z(Z f (ki ko)W, }N e

ko=0\ k,=0 y

(5. ko)

e

f,(Ng, )

o /
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3.4 Transformada de Fourier
rapida

1
fl(nO’ ko) = Z f (k1’ ko)\N42Inokl

a - ok, | Una para pares, otra
fl(no’kO)_klz:Of(kl’kO)Wz } para impares

1
B 2n+np)k, | Suma ponderada de
< T2 (N, 1) = kZB T (N, ko )W, } las anteriores

FD (nl’ no) — fz (no’ nl)
N



:

rapida
e Forma 2:

F,(nQ) = Zf(kT)e JnQkT _ Zf(kT)w i

F, (nQ) = Zf(kT)W " Nz f(KT)W,™

pares pares

E—1 ﬂ—l
2

F,(nQ) =Y fk'T)W,"™ + 22 f((2k+1)T W, "o
k'=0 k'=0

E—1 E_l
2

F (nQ) =" (2K TIW,"™ +W, ZZ f((2k+1)T W, "/
k'=0 k'=0

3.4 Transformada de Fourier

WN2 :Wle



I
-—'-ﬁ "-.__ﬁ

£

3.4 Transformada de Fourier

rapida
E_l E—1
2 , 2 K
F(nQ) =" F (2K TIW,,," + Wy, D F((2K+1T W,
k'=0 k'=0
FFT niuntoden = FFT pares Wy FFTimares = recursivo

Ejemplo:

FF“{XO,xl,x2,x3,x4,x5,x6,x7} =

= FFT 0 x0maxe TWe FF T sax5.0m)

= :FT{xo,x4} +W, FFT{XZ,X6} +W, (FFT{xl,x5} +W, FFT{X&”})

= X, +W,X, +W4(X2 +W2X6)+W8(X1 +WoXq +W4(X3 +W, X, ))




3.4 Transformada de Fourier

@
rapida

 Ejemplo: “mariposa” para 4 puntos:

fk)  Fk,k,) f1(Ng, ko) f,(Ng,ny) fp(n)

f (0) — f (00) » W —% *W—>1,(00) —— f,(0)

f(0) — f(Ol)% *W °>—<>*W 2_» f2(10)>< fo(D)
> fo(2)

f (0) —» f(10) /\*WZ — W' 1,(0])

f(0) — f(11) W2 AxywIi— f,(11) — f;(3)




% 3.4 Transformada de Fourier
rapida
e DFT: lento (N2), requiere poca memoria

» FFT: rapido (N log, N), requiere bastante
memoria (recursivo), requiere que el numero de
puntos sea potencia de 2.

N N2 N log,N
2 4 2

32 1024 160

256 2048 65536
1024 1048576 10240
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e Resumen FFT:

— 1. Se elige el n° de muestras tal que N=2" con r entero.
Si es necesario, se pueden incluir ceros aumentados.

— 2. Para N muestras en el tiempo existen N frecuencias
distintas.

— 3. Como resultado de la extension periodica, os puntos
de muestra 0 y N son iguales, tanto en el tiempo como
en la frecuencia (f,=fy; Fpo=Fpn)

— 4. Las componentes de frecuencia positiva estan en
(0,N/2), las componentes de frecuencia negativa estan

en (N/2,N). Ocurre lo mismo en el tiempo (tiempos
posItivos y negativos)

3.4 Transformada de Fourier
rapida
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3.4 Transformada de Fourier
rapida
— 5. Para funciones de valor real, las componentes de
frecuencia positiva son complejas conjugadas de las
componentes de frecuencia negativa. Los puntos n=0y

n=N/2 son comunes a ambos, por lo que tienen valor
real.

— 6. La componente de frecuencia mas alta (es decir,
n=N/2) corresponde a 1/(2T) [Hz]. La frecuencia
maxima visible se puede aumentar disminuyendo el
espaciamiento entre frecuencias en el tiempo
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3.4 Transformada de Fourier
rapida
— 7. El espaciamiento entre componentes de frecuencia es

1/(NT) [Hz], se puede disminuir agregando ceros
aumentados a la secuencia de muestras

— 8. La relacion exacta de los valores de la FFT depende
de las constantes de multiplicacion particulares
asignadas en el algoritmo; un procedimiento comun es
dividir entre N de tal forma que los valores calculados
sean 1/N veces los de la DFT



3.4 Transformada de Fourier

rapida
f (KT)
|‘||II |I|U||I|I.||‘|‘| k (tiempo)
_ | \T/ /
NT
Fo(nQ) 5 /(NT)
(_L\
MH.I'I..HI Ll nirecuencia
“ ),

—~,
21T
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