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1. INTRODUCCION

Un importante niumero de problemas relacionados con el control de la contaminacion de agua
superficial involucra la descarga de residuos liquidos que para todos los efectos practicos no
decaen en el tiempo o no desaparecen del curso de agua por sedimentacion., adsorcién u otro
proceso. Tales residuos se conocen como conservativos. Ejemplos de compuestos
conservativos son los sélidos disueltos y los cloruros. Algunos contaminantes como pesticidas y
herbicidas, los cuales decaen muy lentamente en el tiempo, también se consideran compuestos
conservativos.

Otros problemas de control de contaminacion se refieren a aquellas sustancias que decaen con
el tiempo, entre lo que se puede mencionar a la demanda bioquimica de oxigeno y las bacterias
coliformes. Estos compuestos contaminantes se conocen como no conservativos.

Para formular una relacién deterministica entre los residuos descargados al ambiente y la
calidad del agua resultante, ambas en términos de un mismo compuesto, podemos considerar
un pequefio volumen de rio donde la coordenada x se alinea con la longitud del rio, la
coordenada y con su ancho, y la coordenada z con la profundidad del rio, tal como se muestra
en la Figura 1.

Figura 1
Volumen Infinitesimal en un Rio
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En muchos rios y esteros, es posible considerar al cuerpo de agua como homogéneo con
respecto a las variables de calidad del agua en las direcciones transversal y vertical. El
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compuesto contaminante varia o "tiene un gradiente" sélo en la direccion del rio. Este tipo de
sistema se conoce como unidimensional, en contraste con cuerpos de agua con variaciones
importantes en las tres direcciones o sistemas tridimensionales. La Figura 2 muestra un sistema
unidimensional en el cual el area de escurrimiento es A y el espesor del elemento de control es

Ax .

Figura 2
Elemento Infinitesimal en un Sistema Unidimensional
l l aX
oz
] =
I ']
LI
- Flow
A
l: 0’
rr1777T 171177

Volume:= Aax

Para muchas situaciones relacionadas con la calidad del agua en rios y esteros es posible
asumir que el medio es no dispersivo, es decir, cada elemento del material contaminante fluye
en la direccién de la corriente (agua abajo). No existe mezcla debido a difusién o dispersion.

Esto se conoce como flujo pistén y se ilustra en la Figura 3.

Figura 3
llustracion de Flujo Piston en un Rio
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2. MODELOS DE CALIDAD DE AGUAS - COMPUESTOS INDIVIDUALES
2.1 Balance de Masas

La masa total del compuesto C [M/L®] que entra a través de la seccion de control en la Figura 2,
en un intervalo de tiempo At es:

0-C-At (1)

donde Q es el caudal en el rio. De manera similar, la masa de contaminante que sale del
volumen de control a través de una cara situada a una distancia Ax de la zona de entrada
estaadada por:

(Q+AQ)-[C+‘ZCij-Az (2)

X

A partir de la definiciones anteriores, la variacion de la masa del compuesto C dentro del
volumen de control debido a la entrada y salida de contaminante, asi como también debido a
reacciones simples, sobre el intervalo de tiempo Af es:

V-AC:Q-C~At—(Q+AQ)-(C+68CAx]-AtiK~V~C-At (3)
X

donde K [1/T] representa el coeficiente de una reaccion de primer orden que describe la pérdida
0 ganancia del compuesto C.

Al expandir la ecuacion (3) y dividir por el intervalo de tiempo, Af, y el volumen V (= 4-Ax), se
tiene:

AC_ Q€ CAQ A0 3C, . "
At A ox A Ax A Ox

Si ahora tomamos el limite cuando el tamafio de la separacion, Ax, y el intervalo de tiempo,
At , se aproximan a cero podemos escribir:

0C__ 0 C_C 2, o~

—=—=.— + (5a)
ot A ox A Ox

o escrito en forma mas reducida:

GiCz_i.a(Q-C)iK‘C (5b)

Ot A ox

Las ecuaciones (5a) y (5b) representan la ecuacién diferencial basica para el estudio de un
sistema simple y no dispersivo. Como se indicé anteriormente, este modelo asume que no
existe mezcla (o dispersién) y se conoce comunmente como modelo advectivo o modelo de
maximo gradiente.
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Si la variable C representa un compuesto conservativo, K=0. El flujo, el area perpendicular, asi
como el coeficiente de decaimiento pueden ser funciones de la distancia y tiempo.

Comunmente se considera el origen del eje x en la ubicacién de una descarga. De esta manera,
una condicién de borde caracteristica es:

C=C,(t) en x=0 (6)
donde C, (t) es la concentracion del compuesto C en la localizacion de la descarga.

2.2 Régimen Permanente, Compuesto Conservativo

En esta situacion, K es igual a cero, y los otros dos parametros de la ecuacién (5), asi como la
concentracién de la descarga se suponen constantes. Para efectos de simplificar aun mas el
analisis supongamos que el resto de los pardmetros no varian con el espacio.

De esta manera, el supuesto de régimen permanente permite escribir:

oC
— =0 C=C, en x=0
o Yy 0

El supuesto de coeficientes constantes en el espacio permite escribir:

a—on y A=A,
ox

De esta manera, la ecuacion (5) se puede escribir como:

O:_g.dic:—u.dic (7)
A, dx dx

donde u es la velocidad de la corriente.

La solucién de la ecuaciéon (7) es obviamente una constante, el valor de la cual se puede
determinar a partir de la condicion de borde en la descarga. La concentracion C, se puede

calcular con un balance de masas en la descarga tal que:

Co _ QR'CR+QD'CD

8
Or + 0 ©

donde Q, y C, son el caudal y la concentracion en el rio antes de la descarga, mientras que
0, y C, representan el caudal y la concentracion de la descarga misma.

La Figura 4 ilustra en forma grafica la solucion anterior. De esta manera, en la Figura 4a se
tiene un rio en el cual existen dos descargas y un tributario que se ubica aguas abajo de las
descargas. La Figura 4b muestra el aumento de flujo debido a las descargas y el tributario,
mientras que la Figura 4c muestra la disminucién de la concentracion en el rio, en linea solida,
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por efecto de diluciéon debido a las descargas y el tributario. Las Figuras 4d y 4e muestran los
efectos individuales de las descargas 1 y 2, mientras que la Figura 4f muestra el efecto
combinado de las distintas descargas y del tributario sobre la calidad del agua en el rio. En
linea punteada se observa la variacion de la concentracién en el caso de un compuesto no
conservativo.

2.3 Régimen Permanente, Compuesto No Conservativo
En este caso la ecuacion (5) se puede escribir como:

Oz_g.dic_g.dig_]{.c (9)
A d¢ A dx

Si nuevamente se supone que el caudal y el area transversal son constantes, y solo se
considera descargas puntuales, la ecuacion (9) se puede escribir como:

Oz_g.di_K.C:—u.dﬁ_K.C (10)
A, dx dx

con la condicion de borde:
C=C, en x=0

La integracién de la ecuacion (10) permite escribir:

c(x)=C, -exp{—K-x} (1)

u

Al sustituir la expresién para la concentracion C,; que se presenta en la ecuacion (8) se puede
obtener:

C(x):(QR.gRigD'CDJ.eXp[—IIj.x} (12)

En contraste con la ecuacién (8) se observa que para el caso de un compuesto no conservativo,
su concentracion decae en forma exponencial con la distancia en el rio. La ecuacion (12) es
valida en todo un tramo de rio hasta que una nueva descarga cambia las condiciones de borde.
Los esquemas de la Figura 4 muestra, con linea punteada, la variacion de la concentracion de
un compuesto no conservativo.
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Figura 4
Variacion de la Calidad del Agua en un Rio
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24 Régimen Impermanente o Transiente

Para analizar la situacion de régimen transiente es conveniente volver a la ecuacion general
obtenida a partir de un balance de masas:

o€ __Q 9C_C A, - (13)
Ot A ox A ox

Para efectos de su solucion analitica consideremos una situacién mas simple en la que los
parametros Q, A y K son constantes en el tiempo, pero pueden variar en el espacio. La

descarga de residuos liquidos varia en el tiempo segun una relacion del tipo W(t). De esta
manera, la ecuacion (13) se puede escribir como:

a—Cz—g-a—c—(luv)-c (14)
ot A Ox
donde
_1.00

V(x)_A ox

y
C:Co(t) en x=0

y

e

suponiendo que Cg, la concentracion en el rio, es nula.

La solucién de la ecuacién (17) se puede obtener mediante el método de las caracteristicas con
lo que se tiene:

Cx,t)=Cylt—1")- exp[- @, (x)] (15a)
(o}

wle-1")
Clx,t)= "> —L.exp[- @, (x)] (15b)
donde
cbl(x)zjK:Vdg (15¢)
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y

t" = tiempo de viaje a x=I@ (15d)
u
0

3. MODELOS DE CALIDAD DE AGUAS - SISTEMAS ACOPLADOS

3.1 Balance de Masas

Sistemas acoplados se refiere a aquellos fenomenos de calidad de aguas en los que un
parametro especifico esta forzado por el valor de otro compuesto que reacciona
simultdneamente. Ejemplos de estos sistemas son la demanda bioquimica de oxigeno (DBO,
medida de la materia organica en un cuerpo de agua) y el oxigeno disponible para
estabilizacion de la materia organica. Asimismo se tiene a interaccion entre polifosfatos y
ortofosfatos en un rio.

El procedimiento seguido para construir un modelo matematico de un sistema acoplado es
idéntico a aquel correspondiente a un sistema individual. Se desarrolla un balance de masas
sobre un volumen elemental de rio para cada uno de los compuestos considerados en este
analisis. Asimismo, no existe dilucion y las reacciones que existen son de primer orden. Todo lo
anterior permite escribir las siguientes ecuaciones, donde C; y C, son las concentraciones de
los dos compuestos estudiados:

oG __ 1 4e-C)_

- K. -C 16a
o0 A4 ox b 1o
y

oc, 1 olo-C

Go L ACC) ik (160)
con:

C,(0,t)=C, () en x=0
C,(0,t)=Cy,(t) en x=0

La solucién de la ecuacion (16a) aparece como una funcién forzante para definir el
comportamiento de la variable o parametro C..

3.2 Régimen Permanente

Bajo el supuesto de una situacion en régimen permanente, asi como parametros constantes,
las ecuaciones (16a) y (16b) se pueden escribir como:

—u-ﬁ—Kn-Clzo (17a)
dx
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dcC
2-K,,-C,+K,-C, =0 (17b)
X

_u-

La solucién de la ecuacion (17a) con una condicion de borde dada por:
C,=C, en x=0

nos permite obtener:

C,(x)=C, -exp{—K“-x} (18)
u

Si las concentraciones aguas arriba de la descarga son despreciables, entonces:

W,

“ 7o,

C (x)= g/l-exp{—K“-x} (19)

M u

La ecuacién (19) actua como una funcidn forzante para la ecuacion (17b), lo que permite
escribir:

dC W K
2+K,,-C,=K, -—Ql -exp{—11 -x} (20)
X

M u

u .

sujeta a la condicién de borde:
C,=C, en x=0

Esta ecuacién puede ser integrada para obtener:

K K K W, K
C,(x)=——12 . exp[—“-x}—exp{—zz-x} -1+C02-exp{—22-x} (21)
Ky —Ky, u u Oy u

Esta ultima ecuacion, cuando se aplica al problema de consumo de oxigeno durante la
estabilizacion de materia organica en un rio, se denomina Ecuacion de Streeter y Phelps.

3.3 Régimen Impermanente o Transiente

Al igual que para el caso de un compuesto individual supongamos que Q, A, Kj son constantes
en el tiempo pero variables en el espacio. Considerando lo anterior podemos escribir:
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ac, QO ocC,

=-=. 2 _(K, +v)-C 22a
ot A o (K +v)-G (e2a)
aC 0 oC
a—; == ax2 —(K,, +v)-C, +K,,-C, (22b)
y

C,=C, en x=0 y t=0
C,=C, en x=0 y t=0

La solucion para C, puede ser obtenida con la aplicacion de Transformadas de Laplace y esta
dada por:

C,(x,1)=C,, (t —t ) [1<221(_121<1J fexp[- @, (x)]- exp[- @, (x)]}+ C,, (t ¢ ) exp[- @,(x)] (24)

donde:

A

COl(t—t*)z o

y t es el tiempo de viaje.
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EJEMPLO 1
Afloramiento Flujo Subterraneo

Supongamos un rio en el cual su caudal se incrementa en forma exponencial debido a un flujo
subterraneo que aflora a lo largo del rio, pero los otros parametros no cambian
substancialmente.

0(x)= 0, -exp(g - x)
Determine la variacion de la concentracién de un compuesto conservativo a lo largo del rio.

EJEMPLO 2
Descarga hacia un Rio

Una planta de tratamiento se encuentra descargando hacia un rio un efluente con una elevada
concentracion de bacterias coliformes. Aguas abajo del punto de descarga se encuentran
localizados una devolucion de riego, la extraccion para un canal de regadio y una zona de
recreacion. En esta ultima es necesario cumplir con la normativa ambiental que indica que la
concentracién de coliformes no debe exceder los 1000 coliformes por 100 ml.

Una vez en el rio las bacterias coliformes son eliminadas a una tasa de primer orden (tasa de
consumo), mientras que su crecimiento ocurre a una tasa de orden cero:

dx
Vo= —— =—k -X
dt CONSUMO
r, = ax =b
e — =
dt CRECIMIENTO

donde k; y b son dos constantes.

Si cada tramo de rio (ver Figura E2.1) puede ser modelado como un reactor de flujo piston
determine la concentracion de coliformes a la salida de un tramo de rio en funcién de variables
como la concentracién de entrada (Xo), el volumen del tramo (V), el area de escurrimiento (A),
el caudal transportado (Q), entre otros.

Utilizando los datos entregados en la Tabla E2.1 determine la concentracion de coliformes
esperada al inicio de la zona de recreacion. ¢ Es posible autorizar su funcionamiento? En caso
que su respuesta sea negativa, ;Cual seria el porcentaje de remocion de bacterias (mediante
desinfeccioén) que deberia utilizarse para lograr la autorizacién de la zona recreacional?
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Tabla E2.1

Parametro Unidad Valor
Qrio m°/s 10
XRri0 Coliformes/100 mi 0
Qpr m°/dia 2.000
XpT Coliformes/100 mi 10.000.000
Qr m°/dia 500
XRr Coliformes/100 ml 1.000
Qcr m°/dia 2.500
¢ 1/dia 1.3

b Coliformes/100 ml/dia 1.000
Tabla E2.2
Datos por Tramo de Rio
Tramo Areza Longitud Volur;len
(m?) (m) (m’)
1 3.0 700 2.100
2 3.5 1.000 3.500
3 3.2 500 1.600
Figura E2.1
Esquema de Sistema Analizado
\ QPT
QCR
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