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Supongamos que tenemos un experimento donde se registran observaciones
de una variable Y en ¢ categorias distintas, en que A; representa una cate-
goria, como por ejemplo, una marca de detergente. Asi, A; podria ser Omo,
Ao seria Drive, etcétera. Las observaciones Y;; representan un concepto de
interés, por ejemplo indice de blancura para ropa. Luego Y;; representaria el
indice de blancura de la ropa 7 para el detergente j. Los resultados se podrian
tabular como sigue:

‘Al ‘Ag ‘A3 ‘...‘Aq
Yiu |Yio |Yig | ... | Yy
Yor | Yoo | Yoz | ... | Yy
Yor | Yonz | Yoss | <o | Yog

La idea es poder determinar si existen diferencias entre los grupos A; para
los valores observados Y. Podriamos modelar lo anterior a través un modelo
lineal de la siguiente manera:

Y;j::uj"f’gij ]Zlvaq izl?""”j

En que p; representa el efecto del grupo j, y ;5 es un error aleatorio normal de
media 0 y varianza o2. Es facilmente verificable que el estimador de minimos



cuadrados para fi; es Yj, siendo esta tltima expresion el promedio de las
observaciones Y en la categoria j, esto es:

_ 1
Yi=—>Y

nj 5=

Sin embargo, si se desea utilizar un modelo con constante, se tiene:

Yij=ptojt+e; J=L....q i=1...mn

Matricialmente:
Y =Xp3+¢
Donde:
1 1
1 1
Y1 . ny . 0 €11
Yo 1 1 €21
Yo 1 1 H €nil
(651
Yio .0 Ny . 0 €12
Ya - : : @+ €22
1 1 :
. «
Yn22 ) 1 1 1 5n22
1 1
Yo : 0 Ngy . Engq
1 1

Se puede observar que la primera columna de la matriz X es linealmente de-
pendiente de las demas, es més, es igual a la suma del resto de las columnas.
Esto significa que la matriz X*X NO es invertible.

Para remediar esta situacion se procede a minimizar la suma de los cuadrados
de los errores sujeto a una restriccién adicional. Como u representa el efecto
de una media total, es natural pensar que la suma ponderada de los efectos
marginales de cada grupo deberia compensarse para no alterar la media total.
Luego, se propone imponer la restriccion:



q
Z njo; = 0
j=1

Con esta restriccion, se resuelve:

q "y

minQ = (3" SV — 1 — a)?) — 20(3 " mya)

j=1i=1 j=1

Cuyas soluciones son: fi = Y, aj = 37] —Y . lo cual responde bien a lo que dice
la intuicion. El estimador fi corresponde entonces al efecto total de la media
de las observaciones, mientras que los &; representan el efecto MARGINAL
de cada grupo j. Debe notarse que la suma de ambos estimadores es igual
§7j, que es lo mismo obtenido en el modelo sin constante.

Dado el modelo con la constante, es posible hacer el test de que todos los
coeficientes «; son cero, quedando solo p, lo que se pueder llevar a cabo a
través de un test F:

» La variacion aportada por el modelo (o variacion ENTRE grupos) se
puede escribir como:

B:SSEzZq:ZJ:(Yij—Y)? =ZQJZJ:(Y}—Y)2 Zinj(Y}—W

j=1i=1 j=1i=1

donde B/o? sigue una distribucion x2_,.

= A su vez, la variacion aportada por los residuos (o variacion INTRA
grupos) se puede escribir como:

q N q nj
W=SSR=3% =33 (¥~ 1)

j=1i=1 j=li=1
2 . . . ., 2
donde W/o? sigue una distribucion x;_,.

Luego, el estadistico F queda definido como:



B

qg—1
F=gp=~Fteing
n—yq
Luego se rechaza Hy : a1 = a2 = ... = o, = 0 (no hay diferencia entre

grupos) si £ > F,_1,_,(0) donde 0 es el nivel de significacion.
Ejemplo practico:
Supongamos que queremos ver si existen diferencias de rendimiento (medido

en kilometros por litros) entre automoviles americanos, japoneses y europeos.
Los mediciones se reportan en la siguiente tabla:

Americanos | Japonenes | Europeos
18.0 20.1 19.3
17.6 15.6 174
15.4 16.1 15.2
19.1 18.3 15.5
16.9 19.5 16.1

Sea A;—Americanos,A;—Japoneses y As—FEuropeos. Veamos las cantidades
involucradas en el calculo del estadistico F:

= Medias por grupos: = Y7, Yj;.
J

Vi=174 Y,=1792 Y3=16,7 Y = 17,34

= Variacion ENTRE grupos (B): Y9_, n;(Y; — V)2

B=5-(174—17,34)* +5- (17,92 — 17,34)* + 5- (16,7 — 17,34)* = 3,748

= Variacion INTRA grupos (W): 377, (Y;; — Y;)%

NOTA: Se puede usar esta formula, o el hecho de que cuando hay
constante en el modelo: SST = SSE + SSR, donde SST es la varianza
de Y multiplicada por el nimero de observaciones':

!Usualmente en ANOVA se designa por la letra T
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a "
SST=T=> > (Y;; —Y)* =nSy = 38,676

j=1i=1

De donde se puede despejar W, como SST — B = 38,676 — 3,748 =
34,928.

Normalmente los resultados obtenidos se resumen en la denominada Tabla
ANQOVA:

Fuente gl SSC | CM F P-Valor
Entre grupos | ¢—1 | B B/q—1 V?/ i__lq -
Intra grupos |n—q | W W/n —q

Total 1T | | | |

Donde, Fuente es el origen de la variabilidad, gl son los grados de libertad
asociados a dicha fuente de variabilidad, SSC es el valor de la fuente de
variabilidad (B,W o T), CM es el cuadrado medio, es decir, corresponde a
SSC/gl, F es el cuociente entre los cuadrados medios calculados, y P-Valor
es el valor P asociado al estadistico F recién calculado.

En nuestro caso, se tiene:

Fuente gl SSC |CM F

P-Valor

Entre grupos | 3 —1 | 3,748 | 3,748/2 = 1,874 1,874/2,911 = 0,6438

0,5425

Intra grupos | 15 — 3 | 34,928 | 34,928/12 = 2,911

[ Total | 15— 1 [ 36,676 | | |

NOTA: El valor P en general no se calcula directamente, y se deriva de los
paquetes estadisticos, salvo que el valor del estadistico B sea muy grande
comparado con el de las tablas, en cuyo caso se asume como 0.

Finalmente como F' = 0,6438 < F312(5 %) = 3,885 = No se rechaza H, esto
es, NO hay diferencias de rendimiento entre los distintos grupos de autos.




IMPORTANTE:

» Se cumple el balance de la suma de los grados de libertad: gl(B) +
gl(W) = gl(T)

= Se cumple el balance de la suma de las fuentes de variabilidad: B+W =
T

» Dadas las relaciones entre las distintas fuentes, es posible resolver la ta-

bla ANOVA solo conociendo las medias de cada grupo(Y;), desviaciones
estandar de cada grupo (\/STQ, donde 5]2 es la varianza de la columna
J), desviacion estéandar total (S%), y niimeros de observaciones de cada
categoria (n;), ya que W = n157 + noS3 + ... +nyS;. De donde, dado
que T = nS%, se puede obtener B =T — W, y asi completar la tabla
correspondiente.



