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Teorema 1 (Descomposicién de Jordan). Para toda matriz A € Myx,(C), existe una Forma
de Jordan J asociada, y una matriz P invertible tal que:

A=PJP .
Ademads, la matriz J es dnica, salvo permutaciones de sus bloques.
Proposicion 1. Los elementos de una cadena de Jordan son linealmente independientes.

Proposicion 2. El nimero k,; de cadenas de Jordan de largo s es
ks =2l —1l;_1 — ls—l—l;
donde s = dimker(A — A\I)*.

Ejemplo 1. Sea

10 0 1 -1
o 1 -2 3 -3
A= o 0 -1 2 =2
1 -1 1 0 1
1 -1 1 -1 2
A tiene valores propios A\; = —1 con multiplicidad algebraica 1, y Ay = 1 con multiplicidad algebraica

4. De esta forma sabemos que la matriz J estard formada por dos suprabloques, uno asociado a
cada valor propio.

Para \;, como tiene multiplicidad 1, sélo le correpondera un bloque de Jordan de tamano 1, y
tomamos como vector propio asociado (0,1,1,0,0).

Para Ay calculamos:



Como ly = 0, tenemos que k; = 0y ko = 2, por lo que no hay cadenas de largo 1, pero hay 2 cadenas
de largo 2. Cada cadena de largo 2 determina un bloque de 2 x 2, por lo que tenemos completamente
determinada la matriz J

-
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Para )\, tenemos:
A-Dvy=0 = v =(o,,0,5,0)
(A_I)U2:U1 = U2:(,B+’Y,’Y,OZ,C¥+6,5)-
Sia=0,=1=v,=(0,0,0,1,1) = vo=(141,7,0,0,8). Siy =9 =0= vy = (1,0,
0

( 1
Sia=1,=0=v;=(1,1,0,0,0) = vo = (7,7, 1,1+ 06,d). Siy =95 =0 = vy = (0,
De esta forma

0,0,0).
1,1,0).

P I

01100
00101
P=|[000T11
10010
1 0000
[
Ejemplo 2. Consideremos el sistema:
X' = AX,

con condicién inicial X (0) = X, donde la matriz A estd dada en el ejemplo (1). Luego como ya
habiamos calculado su descomposiciéon canénica de Jordan , se tendra en virtud de la proposicion
anterior que la solucién es:

et tet 0 0 0

0 ¢ 0 0 0
Xt)=P|[ 0 0 € t¢ 0 |P'X,,

0 0 0 e 0

0 0 0 0 et

con P descrita en ejemplo (1).
|

Definicién 1. Dado I un intervalo abierto no vacio, y una funcion F : I x R® — R", se define un
sistema de ecuaciones diferenciable de primer orden con condicion inicial Xg € R™ en ty € 1, por:

X' = F(t,X), tel
X(to) - X().
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Si la funcion F es no lineal con respecto a la varible X, se dird que es un sistema no lineal (SNL). Si
ademadas F' no depende explicitamente de la variable t, se dird que es un sistema no lineal auténomo
(SNLA).

Se llama vector de estado a X (t) € R", que es la solucidn del sistema en un punto t € I.

Observacion. Dada una funcién h: I x R x R--- x R — R, toda ecuacién de orden superior de la
forma:

y(n) = h(ta Y, y,a ceey y(n—l))
y(tO) = Yo, yl(tO) =Y, ---, y(nil)(tO) = Yn—1,

se puede llevar mediante un cambio de variables a la forma (SNL). Asimismo si A no depende
explicitamente de ¢, se puede llevar a la forma (SNLA).

Observacion. Un (SN LA) corresponde en el caso mecénico a un movimiento sin forzamiento externo.
Ademads, en el caso que los coeficientes sean constantes, es invariante bajo traslaciones temporales
(variable t).

Ejemplo 3 (Conejos y ovejas). Supongamos un modelo para la competencia de dos poblaciones
de animales: conejos x y ovejas y, que luchan por el pasto en un habitad reducido:

' = 60z — 3z — 4dzy
y = 42y — 3y? — 2xy.

Los puntos criticos de este sistema se encuentran resolviendo:

60z — 3% — 4xy =0 = (60 — 3z — 4y) =0
42y — 3y® — 2zy = y(42 — 3y — 2x) = 0.

Luego tenemos varios casos.

» Siz =0 entonces y =0 042 — 3y — 2z = 0, de donde obtenemos los puntos: (0,0) y (0,14).
» Siy =0 entonces x =0 0 60 — 3z — 4y = 0, de donde obtenemos los puntos: (0,0) y (20, 0).
= Six #0,y+# 0, entonces resolvemos

60 —3x —4y =0
42 — 3y — 2z =0,

de donde se tiene (z,7y) = (12,6).

Por tanto, C = {(0,0), (0, 14), (20, 0), (12,6)}.

El conjunto anterior muestra los casos de equilibrios entre ambas poblaciones. El inico caso en que
pueden existir ambas especies es (Z,7) = (12,6), en el resto, por lo menos una de las especies se
extingue, pero ain asi todas son soluciones de equilibrio.
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El Jacobiano en este caso esta dado por:

san=( &

_(z,y) ) _ ( 60 — 62 — 4y

—dz
—2y 42 -6y — 2z )

Se evaltia ahora el Jacobiano en cada punto critico, para tener el sistema linealizado respectivo:

60 0

(i) J(0,0):( 0 49

) que es invertible: ad — bc =60-42 #0, y

z' =60(x — 0) + 0(y — 0) = 60z

(SL): { y =0(x—0)+42(y —0) =42y

) que es invertible: ad — bc = —60-2 # 0, y

' = —60(z — 20) — 80(y — 0)

(SL), { y' = 0(x —20) +2(y — 0) = 2y

(i) J(20,0) = ( oy
(iii) J(0,14) = ( _ég —42
(iv) J(12,6) = ( :?g :112

) que es invertible: ad — bc = —42-4 # 0,y

R

' =4x
(SL)s { y' = —28x — 42(y — 14)

) que es invertible: ad — bc = (—36)(—42) — (—12)(—48) =72 #0, y

x' = —36(zr — 12) — 48(y — 6)

(SL)s { y = —12(z — 12) — 18(y — 6)

Finalmente concluimos que el modelo de conejos y ovejas es cuasilineal en torno a todos sus puntos

criticos.

Teorema 2 (Existencia y unicidad local en tiempo). Dado un (SNL), si existe § > 0 tal que
IL={teR|[t—ty| <0} C1I,yexister >0 tal que F(-,X) es continua (en t) V|t — to] < 0,
V|X — Xo| < r. Siademds existe una constante real L > 0 (constante de Lipshitz) tal que:

|F(t,X)—F(t,Y)| <L|IX =Y, VX — Xo| < V|Y — Xo| <r, V|t — 1] <.

Entonces existen M > 0 y 6 = min{6,r/M}, tal que existe una tnica solucidn del (SNL) X (-) :
[to — 0,t0 + 0] — R™, que resulta ser continuamente derivable en |ty — 0,to + 0|.



Observacion. El teorema anterior asegura solamente la existencia de una solucién local, en una
vecindad centrada de t,, que no depende del valor de la constante de Lipshitz.

Ejemplo 4. Veamos la siguiente ecuacién no lineal definida en todo R:

y' = -
y(to) = Yo
Claramente cumple todas las hipétesis del teorema en todo subconjunto de R x R, pues si tomamos
la bola B(yg, ) C R, para algin r > 0:

| =2 + 3l = |y2 — willye + 1| < Llya — w1,

con L =2|yo| +2r,y
méx |y*| = (lyo| +7)”.
[y—yo|<r

Luego 6 = q . Es fécil ver mediante derivacién que la funcién §(r) = alcanza su

TolT? ] EEEE
méaximo en 7 = |yo|, por lo que § < ﬁo‘. Eligiendo el r sefialado, tenemos que en el mejor de los
casos el teorema de existencia y unici&ad nos garantiza una unica solucién definida en el intervalo
[to— m, to+m]. Sin embargo, por métodos usuales para este tipo de ecuaciones, podemos calcular
explicitamente que la solucion esta dada por:

B 1
Ct—tg+

y(t)

donde vemos que el intervalo maximal (i.e. el mayor de los intervalos con el orden de la inclusién de
conjuntos) donde es posible definir la solucién es (to — -, 00), si yo > 0, y (—00,%p — ), si o < 0.
Pese a esto, tenemos que aunque el problema esta bien definido en todo R x R, es imposible tener
una unica solucién definida en todo R.

Definicién 2. Se llama punto critico (o punto de equilibrio) de un sistema al punto (Z,y) cuando
cumple que:

El conjunto de puntos criticos del sistema se denota por
C={(z,9 € R*| F(z,9) = G(z,9) = 0}.

Un punto critico (Z,7) se dice aislado si existe § > 0 tal no existe otro punto critico en la bola
{(z,y) eR*| (z —2)" + (y —§)* < 8"},

de lo contrario se dice que los puntos criticos son densos en torno a (Z,7).



Definicién 3. Un sistema (SNLA) se dird cuasilineal en torno a (Z,9) si |J(Z,3)| # 0.

Propiedades 1. Dado un (SNLA), y (Z,7) un punto critico de este sistema:

(i) Si|J(z,y)| # 0, entonces (Z,y) es el unico punto critico del (SL), donde resulta ser aislado.

(i1) Si|J(z,y)| = 0, entonces los puntos criticos del (SL) son densos. Mds ain, su lugar geométrico
es una recta (que contiene a (T,Y)) si algin coeficiente del Jacobiano es distinto de cero, y es
todo el plano en caso de que el Jacobiano tenga todo sus términos nulos.

(111) Si|J(z,y)| # 0, entonces (T,y) es un punto critico aislado del (SNLA).

Ejemplo 5. Consideremos el sistema auténomo definido para todo t € R por:

$'=$3
{y=f’

que tiene el punto critico aislado (0,0), y

T(z,y) = ( 332 322 ) = J(0,0) = (g 8)

Por lo que no este sistema no es cuasilineal en torno al (0,0). Si intentamos hacer la linealizacién
en torno a (0,0) queda:

=0

yl — 0 ’

cuyos puntos criticos son ¢ = R?, como efectivamente lo asegura la propiedad (iz) de (1). [

Al calcular los valore propios del Jacobiano en un pubto critico, puede ocurrir (solamente) alguno
de los siguientes casos:

(I) Casos Principales

(i) A1, Ag reales; \; # Ao, de igual signo.
(1) A1, Ag reales, A; # Ay, de distinto signo.

(iii) A1, Ao complejos conjugados, con parte real no nula.
(IT) Casos Frontera

(i) A1, Ag reales Ay = Ay

(ii) A1, A9 complejos conjugados, con parte real nula (imaginarios puros)

Teorema 3 (Poincaré). Sea (Z,7) un punto critico de un (SNLA) cuasilineal, y A1, Ao los valores
propios de J(Z,7), entonces el punto critico (Z,7) en el (SNLA) serd:
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(i) Un nodo si A1, Ay € R, distintos y de igual signo.
En este caso ademds todas los trayectorias (excepto dos) son tangentes en (%, ) a la direccion
propia asociada al valor propio de modulo menor. Las otras dos, estdn sobre la otra direccion
propia.

(1) Un punto silla si A1, As € R, de distinto signo.
En este caso ademds hay dos trayectorias convergentes a (Z,y) en la direccion propia asociada
al valor propio negativo, y dos divergentes en la direccion propia asociada al valor propio
positivo. Las demds, tienen como asintotas las direcciones propias.

(iii) Un punto espiral si A\;, Ao € C, Ay = do , R(A) #0 y R(\2) #0

Teorema 4 (Liapunov). Sea (Z,q) un punto critico de un (SNLA) cuasilineal, y A1, Ao los valores
propios de J(Z,7), entonces el punto critico (Z,7) en el (SNLA) serd:

(i) Asintéticamente estable si R(A\) < 0 y R(A\2) < 0.

(77) Inestable si R(A1) >0 o R(X2) > 0.
Observacion. Por simplicidad en los teoremas anteriores se ha hecho referencia a las trayectorias,
cuando se quiere referir a su recorrido en el diagrama de fases.
Observacion. Los resultados anteriores son la base del anélisis de los sistemas no lineales, pero no

nos dicen nada en los casos en que los valores propios toman los valores frontera.

Ejemplo 6 (Continuacién de conejos y ovejas). Volvamos nuevamente al ejemplo de conejos
compitendo con las ovejas:

¥ = 60z —32° — 4oy = F(z,v)
y = 42y -3y’ — 22y = G(z,y),

y sabemos que:
C ={(0,0),(0,14),(20,0),(12,6)}.

Vimos que este sistema era casi lineal entorno a estos cuatro puntos criticos, por lo que le podemos
analizar los sistemas linealizados, y por las propiedades de Poincaré y Liapunov, sabremos que se
mantiene su naturaleza para el (SNLA).

El Jacobiano era:

OF OF (-~ ~
v (e @Y\ [ 60—6x—4y —Az
J(xay)_<6G 6%(7 )>_< —2y 42 — 6y — 2z )

Luego en cada punto critico tenemos:



1. J(0,0) = ( 600 402 ) que tiene los valores propios: A\; = 60 , Ay = 42, por lo que el punto

critico (0,0) es un nodo inestable.
Los vectores propios asociados son

- (3) ()

respectivamente, por lo que los recorridos de las trayectorias son tangentes a la direccién wvs.

—60 —80
0 2
punto critico (20,0) es un punto silla inestable.

Los vectores propios asociados son

~(3) e ()

respectivamente, por lo que el eje de las recorridos de las trayectorias convergentes es la
direccién vy.

2. J(20,0) = que tiene los valores propios: \; = —60 , Ay = 2, por lo que el

4
—28 —42
punto critico (0,14) es un punto silla inestable.
Los vectores propios asociados son

o=(4) 5= (2)

respectivamente, por lo que el eje de los recorridos de las trayectorias convergentes es la
direccién vy.

3. J(0,14) = ( que tiene los valores propios: \; = 4 , Ay = —42, por lo que el

4. J(12,6) = ( :i’g :112 ) que tiene los valores propios: \; = —27 — 3V73 &~ —52,6 , Ay =
—27 + 3V73 &~ —1,4 por lo que el punto critico (12,6) es un nodo asintéticamente estable.
Los vectores propios asociados son

() o=(0)

respectivamente, por lo que los recorridos de trayectorias son tangentes a la direccion vs.

En conclusién tenemos que en el punto (0,0) donde ambas especies desaparecen es inestable, al igual
que cuando una sola especie sobrevive en los puntos (20, 0) y (0, 14). El punto (12,6) es un punto de
equilibrio asintoticamente estable, por lo que si tomamos cualquier condicién inicial que no sean los
otros puntos criticos, tendremos que en un tiempo suficientemente extenso se dara la coexistencia
de conejos y ovejas en las vecindades del punto (12,6). El diagrama de fase queda esbozado en la
figura 1. |



Figura 1: Diagramas de fase del modelo de conejos y ovejas

Ejemplo 7 (Traza-determinante). Consideremos el sistema lineal X' =
matriz constante invertible. Como entre las principales caracteristicas de una matriz estan su de-
terminante y su traza, que determinan un plano traza/determinante (ver Figura 2) con distintas
regiones, queremos tratar de representar en estas regiones la informacién sobre el tinico punto critico
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que posee, el origen (pues A es invertible).

Podemos escribir la matriz

a b
a=(0a):

a,b,c,d € R, cuyo polinomio caracteristico es:

p(A) = N —

con raices

Segin vimos, lo primero que habria que distinguir son las raices reales de las complejas, es decir,

estudiar el discriminante

Como nos interesa el plano traza/determinante, usaremos para simplificar la notacién

(a +d)X\ + (ad — be)

5\ = —tr(A) + \/tr(A)2 — 4det(A)

tr(A4)? — 4det(A).

z =tr(A), y=det(A);

9

AX con A € Myys(R)

=A% —tr(A)) + det(A),



det( )

trazalh)

Figura 2: Plano traza/determinante.

asf se ve claramente que la curva 22 — 4y = 0 es una parabola.

Cuando estemos en el caso 4y > z? (sobre la pardbola), tendremos el caso de raices complejas
conjugadas, y por tanto el punto critico serd un punto espiral si  # 0, siendo estable si x > 0 (zona
2) e inestable en caso contrario (zona 1). Si z = 0, tenemos un centro.

En el caso 4y < z? (bajo la pardbola), tenemos que separar en casos, segin el signo de y (el
determinante):

» y=det(A) >0
Las raices son reales y siempre tienen igual signo, y es el signo de x. Si x > 0, la parte real
de las raices es negativa, y por tanto tenemos un nodo asintéticamente estable (zona 3), y si
x < 0 sera inestable (zona 4).

n y=det(A) <0
Las raices son reales y siempre tienen distinto signo, por lo que tendremos s6lo puntos sillas
inestables en la zona 5.

Sobre la pardbola tenemos el caso tr(A) = det(A) = A\; = Ag, por lo que se tienen nodos inestables
si x > 0 y nodos asintéticamente estables si x < 0.

Hemos concluido asi una forma que nos permite tener una idea general del punto critico de un
sistema solo viendo la traza y determinante de la matriz, sin tener que calcular valores y vectores
propios explicitamente (aunque en realidad la traza y el determinan determinan tnicamente a los
valores propios, y viceversa). Sin embargo, si queremos un grafico preciso del diagrama de fases es
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inevitable calcular los vectores propios, pues indican las direcciones de tangencia de las trayectorias,
para el caso que corresponda. |

Ejercicio Resuelto 1. Considere el siguiente sistema no lineal:

¥ =—y+z(l-—12*—19y?
(SNL1) ¢ =2+ y(1 —2*—y?)
z(0) =ry >0, y(0)=0

1. Demuestre que el tinico punto critico es el (0, 0).
Sol.
Tenemos:
—y+r(l—22—y*) =0
z+y(l—2>—y?) =0
Claramente el punto (z,y) = (1, 1) no es punto critico, luego despejamos un z = y/(1—z*—y?)
y reemplazamos en la segunda ecuacién, resultando:

1+ (1—2%—y?)?
1—22—9?

I
(1—22—y?)

Por tanto el unico punto critico es el (0,0), y por ende es aislado

+y(1—x2—y2):O:>y< >=0:>y:0:>x:0

2. Obtenga el sistema linealizado.
Hay que calcular el Jacobiano y evaluarlo en el punto critico (0, 0).

(1—&ﬁ—y2 -1 —2xy ) _(1 —1>
(0,0) .

1—2zy 1— 22— 3y?
Como det(J(0,0)) = 2, el sistema es cuasilineal, pero hacer esto, es lo mismo que analizar el
sistema:

¥=x—y

y=z+y
con lo que estamos perdiendo toda la informacion no lineal caracterista del problema. En este
caso siguieramos el camino tradicional, obtenemos los valores propios 1 & 7, lo que nos dicen
que el (0,0) es un punto espiral inestable. Pero el comportamiento real del (SNL1) es mucho
mas interesante que eso.

3. Tomando z = rcosf, y = rsinf y derivando las expresiones 2% + y* = r? e § = arctan(y/x)
deduzca que:
xx' +yy' =rr, zy —a'y = r¢

Sol.
Lo que aqui estamos haciendo es un cambio a coordenadas polares, muy 1til dada la simetria
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radial del problema.

De la regla de la cadena, es directo que al derivar z2? + % = r? resulta
2xx’ + 2yy’ = 2rr’
Y al derivar 6 = arctan(y/x) queda:
0 1 ' —y _wy -y

1 + y?/x? T2 r2

Multiplicando en (SNL1) la primera ecuacién por z, la segunda por y y luego la primera por
y y la segunda por x y combinando deduzca que:

r'=r(l—1?)
(SNL2)< 0 =
r(0) =1y, 6(0)=0

Analizando directamente este sistema explique qué ocurre si o = 1.

Sol.
Al multiplicar la primera ecuacion por zx, la segunda por y, sumar las ecuaciones queda:

zr' +yy' =@+ )1 -2 =) =2’ +yy =1 -2 —y°) = ' =r(1-71?)
por iii
Al multiplicar la primera ecuacion por y, la segunda por z, y restar las ecuaciones queda:
! ! 2 2 ! ! 2 !
— = — = =1
Ty —ry=2"+y Sy —rY=r :>...0
por iii
Si en el nuevo sistema ry = 1 entonces ' = 0 = r(t) = rop = 1 V¢ Y también se tiene
6(t) = t Vt. En coordenadas polares lo anterior nos dice que el recorrido de la trayectoria

es una circunferencia de centro (0,0) y radio 1, es decir, una trayectoria cerrada. Si se toma
cualquier condicion inicial el esta circunferecia, el sistema evoluciona sin salirse de ella.

Resuelva y demuestre que:

_ 1 L :l—rg
1+k0€72t’ 0 7‘8 ’

r(t)

o(t) = t.

Sol. El sistema nuevo es de variables separable:

dr

r(1—r)? = dt

pero por fracciones parciales

dr 1 1 —1

r(1—r)2 _7“+2(1—T‘)+2(1+7‘)
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entonces:

r t 2 2
/ L)Z:/ dt = () ~ (10 ) = 2t = (1) !
™ 0

—r2 1—rg 1 + koe2t

_ "o
con kg = o

Y claramente 0(t) =t

Si g < 1 demuestre que 7(t) < 1, V¢ > 0 y que limy_,o, 7(¢) = 1. Andlogamente pruebe que si
ro > 1 entonces r(t) > 1, Vt > 0y que limy_,o, 7(t) = 1.
Sol.Si0<r0<1:>1<%:>0<%—1=/€0:>1<1+k06_2t=r%:>7“2<1
Si1<r0:>0<%<1:>—1<%—1:1%<0:>e‘2t<koe‘2t<0:>1—e—2t<
l+ke<l=1<r?
Cualquiera sea rg,

lim kge ™ =0 = lim r(t) = 1

t—00 t—00
Haga un diagrama de fases considerando el andlisis de los puntos anteriores.
Si rg < 1, como 7' = r(1 — r?), entonces 7’ > 0 en ese punto, es decir, la longitud del radio
va creciendo, es decir las trayectorias van en una especie de espiral hacia afuera, acercandose
como limite a la trayectoria cerrada de radio 1.
Anélogamente, para ro > 1, entonces r' < 0, la trayectoria va en una clase de espiral hacia
adentro, y tiene como limite la misma trayectoria unitaria.
(Junto con la informacién de vi, ahora pueden confeccionar el diagrama de fases).

Ejercicio Resuelto 2. Considere el sistema lineal

v = —qr+3%y
(SL) ¥ = qz—3y+pz
2 = —ly—pz

donde p, g son constantes no negativas que cumplen la propiedad p+ ¢ = 1. El sistema (SL) modela

[P

las poblciones x de “aa”, y de “ab”, z de “bb”, donde “a” y “b” son dos alelos de un mismo gen
que aparecen con las frecuencias p y ¢ en una poblacion 7.

1.

Escriba(SL) de la forma matricial X' = AX, donde X = (z,y, z)". Encuentre los valores
propios de de A. j Qué forma tiene la solucion general de (SL) ?. Analice cuando t — oo
Sol.

Al escribir el sistema matricialmente, resulta

—q gl 0
A=\ q¢ -3 »
0 -2 —p



Luego el polinomo caracteristico es:

PY) = (=g = N5 = N(=p = V) + 5la+ Npa + 5(p+ Npg

Pero usando que p 4+ ¢ = 1, lo anterior se simplifica a:

1
P = =(5 + VA1 + )
Que tiene las raices: A\; = 0, Ay = —%, A3 =—1
Luego como los valores propios son distintos, A es diagonalilzable, y la solucién general de
(SL) es:

T

— Atz Aot 2 Ast =
Yy | = cie” Uy, + ey, + C3€7 Up,
z

donde vy, es el vector propio asociado al valor propio A;. Reemplazando los valores obtenidos
para los valores propios:

x
1Y = C1Up, + C2€ / Up, + C3€
z

t—
Ups

t/2

De esta forma, cuando t — co = e %2, e~ — 0, y asi

T
Y — 1y, =k
z

Donde & representa un vector constante, es decir, las poblaciones de parejas de alelos “aa”, “ab”, “bb”
tienden a valores constantes cuando t — oo

Demuestre que la solucién de equilibrio o puntos criticos del sistema (SL) estan formados por
el conjunto

R={a(p?2pq,q*) ,a € R}

i, Qué representa geométricamente R ?
Sol:

Para encontrar los puntos criticos resolvemos:

=0 —qz+%y =0
y =0 =>qx—%y+pz =0
Z'=0 —-Iy—pz =0
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Pero como hay un valor propio nulo el sistema tiene una ecuacion linealmente dependiente

(1.d.), luego basta considerar solo dos ecuaciones, para resolver el sistema, por ejemplo, si
tomamos la primera y la tltima, tenemos:

x = £y =L

Y 2p

= %
Donde y queda libre (sistema con un grado de libertad). Luego el conjunto de puntos criticos
quedan caracterizado por el subespacio vectorial:

p q
£ 1. L

Y

Basta tomar y = 2pga (« nuevamente variable) y tenemos el resultado buscado:

R={a(* 2pq,¢") ,x € R}

que geométricamente en R?® representa una recta que pasa por el origen, y como tal es un
subespacio vectorial.

SiT(t) = z(t) + y(t) + z(t) es la poblacion total, y z(0),y(0), z(0) son las condiciones iniciales
(no negativas) de (SL), demuestre que 7" es constante, esto es
T(t) =To = z(0) + y(0) + 2(0) Vt
Sol.
Derivando T
' ' ! ! p 1 q 1 1
T'=a'(t)+y'(t)+2' () =—qr+Sy+er—sy+pz+y—pz=y(p+q)—5y=0
———

2 2 2 2 2
1

Por lo tanto T'(t) =T(0) =T, Vt
Sabiendo de la parte anterior que la solucién de (SL) estd en el plano:
Mo = {(z,y,2) € R’ | & +y + 2 = To}

determine la nica solucién de equilibrio de (SL) (Equilibrio de Hardy-Weinberg).

Sol:

Como la solucion esta en el plano IIy y R es la recta de puntos de equilibrio del sistema, se
tiene que la tnica solucion de equilibrio queda dado por la intersecciéon de ambos subespacios

vectoriales, i.e., R N Ily, calculando este punto:
ap’ +o2pg+a =Ty = a= L =T
’ P+2pg+q

Asi, el unico punto critico del sistema es

T P*To
g | =1 2pqTh
z q 2 T()

15



5. Sean p = (z+%)/To,q = (4 + 2)/Ty. Demuestre que:

¥ = pTy—=x
(SL)q v = 2pdTy—y
7 = Ty — =2

Sol.
Tenemos que

y y y
plo=(@+3)=>pTo—z=p-ph—z=plr+3)—z=2(p—1)+p;

Pero

p+q=1=>p—1=—q=>p2To—x=—qx+gy=m’

Anéalogamente, se tiene que

!

y y y
CTo—z2=q-qlo—2=q(5+2) —2=q;+2(g—1)=q5 —pz=2

2 2 2
Ademas de la parte 7i7) se tiene que ' +y' +2' =0 =y = —(z' + ¢'), entonces:
y = —0To—2+¢Ty—2)=—(p*+¢*)Ty— (v +2)) perox+y+z=T,

= —(P+P) T —To+y) =—(0*+¢ — 1) +y))
= —y—-P’+¢-DTh=-y—(p+9)°—2pg— 1Ty
= —y+2pqly

6. Deduzca de (SL') que p y ¢ asi definidos son constantes con respecto al tiempo.

SOL

Yy Y Y
Ty = $'+§=P2T0—$+quo—§ZP(P+Q)T0—~T—§
1
Yy
= pTo—(fE+§)=pT0—pT0=0
Por tanto p es constante Vi
!
Tod = #+2 =@ —z+pTo—2=qp+q)To—z— 2
2 2 ~—— 2

1

= qTo—(Z‘i‘%):qTo—qTo:O

Por tanto g es constante Vi
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7. Resuelva (SL') e ilustre la convergencia en el espacio de fases
{(z,y,2) |2 >0,y >0,z >0}

dibujando R, Il con z(0) = y(0) = 2(0) = T/3 y para los casos:

a) p=3,q9=2

b) p=45,9=3%

c) p=%,4=;

Sol.

\/t'eam(zis que las tres ecuaciones tiene la forma w’'+w = r, multiplicando por el factor integrante
e’ queda:

(e'w) =re'  integrando
= cw=re' +d
= w=r+de’

Luego tenemos las soluciones:

r = p*Ty+die?
2qu0 + dgeit
z = ¢Ty+dze™

O bien
z p2 dy
y | =1 2p¢ |To+| do |e*
4 7 ds

Notar que la solucion es de la forma X = X, +Je*t, donde X, es el unico punto de equilibrio
del sitema dado de la restriccién z(t) + y(t) + z(t) = To.
Usando ahora que z(0) = y(0) = 2(0) = Tp/3:

z(0) 1/3 dy 1/3 p?
Xo=| y0) | =1 1/3 | Ty = dy | = 1/3 | — | 2pq T
2(0) 1/3 ds 1/3 ¢
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1/16
= 16
a) p:i,q:%iXeq—To g;lG

To
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1/4
b) p=iq=31=>X,=To| 1/2
1/4

To
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9/16
¢c) p=3qg=1=X,=Tp| 6/16
1/16

To

Xq

To i To

(En el examen donde salié esta pregunta, no era necesario hacer los dibujos de forma tan sofisticada,
basta mostrar en 2 dimensiones mas menos lo que pasaba).
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