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1. Counsidere la regién Q = {(z,y) :x +y <4,z > 2,y > 0} y sea f(z,y) = —. Bosqueje Q y
a) escriba [, f como una integral iterada [ [ ...dz dy.

b) Escriba [, f como una integral iterada [ [ ...dydz.

¢) Calcule las integrales de a) y b).

24—y 1
Solucién. a) / / ——— dxdy c) 2 — 2log(2).
+y

2. Sea A C R™ un rectangulo y f, : A — R una sucesién de funciones integrables tales que f,, — f
uniformemente sobre A, es decir, lim sup |f,(z) — f(z)| = 0. Pruebe que f es integrable y que
n—0 zcA

dm [ =[5

Indicacién. Ver el apunte.

3. Sea Q= {(x,y): 2> +y?> <2,y > 2%}y f: Q — R continua.
a) Exprese [, f como una integral [ [ ... dzdy.
b) Exprese [, f como una integral [ [ ... dydz.

Solucién. a) /1 /\3\//172 f(z,y)dz dy-*—/\/ﬁ/\/2_y2 f(z,y) dzdy
b)/ /\/27 f(z, y)dydr+/ /\/2 o f(z,y) dy de

4. Denotemos por @ el cuadrado [—a, a] X [—a,a] donde a > 0y sea f : Q — R una funcién que satisface
f(z) = = f(—z) Yz € Q. Pruebe que fQ f=0.

Indicacién. Puede considerar la transformacién T(z) = —x.

5.8ca A={(z,y):0>0,—Vi-22<y<ivVi—a?}el=[[,2?drdy. Bosqueje A.

a) Exprese I como una integral dy dx.

b) Muestre que
0 2 7\'/2 1
:/ / r* cos O sin? 0 drr d0+/ / 47 cos O sin® O dr df.
—n/2J0 0 0

c¢) Utilice alguna de las anteriores para calcular I

2 %\/4—.7:2 5
Solucién. a) / / zy? dy dx
Jo —\/4—12
b) Utilice coordenadas polares en la parte inferior de A y una variante de éstas en la superior.
c) I =o0.

6. Sea f : R™ — R una funcién continua y B(zg, R) la bola de centro z( y radio R > 0.

RYZ:YPE-IN) = f(zo) -
Vol(Ba0. 7)) Joeory? ~ )
b) Deduzca que si [, f = para toda bola B C R™ entonces f(z) = 0 para todo x € R".

a) Pruebe que hm0

Indicacién. Pruebe que
1
__min_ £ < 7/ f<_max f
B(zq,R) vol(B(zq, R)) /B(zq,R) B(zg,R)

Luego utilice la continuidad de f para demostrar que

R—’OB(X:(‘)nR) f= RﬁloB(xnax )f = f(zq).



7.8ea Q={(z,y):x+y<4,2>2,y >0}y (u,v) =T(x,y) = (z,z+y).
a) Encuentre T'(Q) y Jac(T).
b) Dada f : R — R continua verifique que

/Qf(x—l—y)dxdy - /;f(v)(v —9)dv

Solucién. a) T(Q) es el tridgngulo de vértices (2,2), (4,4) y (2,4) y Jac(T) = 1.
b) Usar teorema del cambio de variables.

8. Calcule el volumen de la regiéon T' = {(z,y,2) : 2 >0,y > 0,z >0,z +y + z < 1}.
1
6

1 fl—a fl—z—y
Solucién. / / / ldzdydx = —.
0 0 ]

9. Sea f(x,y) = W six+y#0, f(z,—z) =0.
a) Es f integrable sobre [0, 1] x [0, 1].

b) Verifique que fol fol (z,y)drdy # fo fo z,y) dy dz.

Solucién.
a) f no es acotada sobre [0, 1] X [0, 1], luego no es integrable en ese conjunto.

'l 1 1 1 1
b) / / f(z,y)dedy = —— / / f(xz,y) de dy = — Observar que la iltima integracién en ambos casos es impropia.
0 Jo 2 0 2

10. a) Demuestre que f [V f(z)dady = fab(b —z)f(z)dz

b) Pruebe por induccién que f fgc ........ f;z f(x1)dxy.....dxy_1dx, = f; %dm

(Para qulenes no hayan asistido a auxiliar) Pruebe que:
fo {fo Hy)g_ dy}dz = 3 y que b) fo {fo (;Jr;)s dr}dy = —3% y explique por qué no es aplicable Fubini

a este problema
1 1—x
-1
/ / eTiy dydx = S
o Jo 2

12. Pruebe que:
Hint: Aplique la transformacién x +y =u y y = wv.

13. Sea R la region limitada por z +y =1, x = 0, y = 0. Probar que:

/R cos{

Hint: Haga el cambio de variables u =z —y, v =2z + y.
14. Si R es la regién z2 + zy + y2 < 1, probar que

/ e (12+my+y2)dxdy —
R

}dxdy =sinl

2m(e — 1)

V3

Hint: Sean x = ucosa—vsina y elijjase a de modo que se elimine el término en xy del integrando. Luego
tome u = apcosf, v =>bpsinf con a y b elegidos convenientemente.

15. Comprobar que la sustitucién de variables z +y = £ , y = &n transforma el tridangulo 0 < z < 1,
0<y<l—zenelcuadrado0<¢<1,0<n< 1.

16. Sea R la region 22 + y? < a®. Probar que si m y n son enteros positivos y al menos uno de ellos es
impar entonces se tiene que [ rTMy"drdy = 0.



