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Pregunta 1: Sea (X, ) un espacio métrico. Pruebe que las siguientes funciones d son 
métricas en X: 

ρ

a)  x , y ∈X , d(x,y) = 2  ∀ ),( yxρ
b)  x , y ∈X , d(x,y) = Min {1, } ∀ ),( yxρ

c)  x , y ∈X , d(x,y) = ∀
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Pregunta 2: Sea C el conjunto de todas las funciones reales continuas en [0,1]. Para 
cada f , g ∈C se definen: 
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a) Suponga que f g. Luego existe t  tal que . Pruebe 

que existe un intervalo I⊆  tal que 
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para todo t∈I. Deduzca que σ  y >0. (
b) Pruebe que ρ  son métricas en C. σ,  y Γ

Indicación : Puede serle útil utilizar la desigualdad de Schwarz para integrales: 
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c) Pruebe que para todo f , g ∈C se tiene: 
),(),(),( gfgfgf Γ≥≥ σρ  

 
 
 
 
 

d) Para todo n∈ , sea Ν
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            y sea f(t)=0 para todo t∈[0,1]. 
  

i. Pruebe que (fn) converge a f si n  en (C, σ ) ∞→
ii. ¿Converge (fn) a f en (C, )? Justifique. Γ

iii. Pruebe que (fn) no converge a f en (C, ) ρ

 
Problema 3:  Probar que en todo espacio normado (X , || . ||)se tiene que: 
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Problema 4: Estudiar si las sucesiones de funciones definidas por: 
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 Convergen en C[0,1] donde la norma viene dada por  

 
Problema 5: Probar que para dos vectores x e y cualesquiera se verifica: 
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Problema 6: Sea la sucesión de funciones definida por: [ ] Rfn →1,0:
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y sea   ∀ . Se pide responder y fundamentar lo siguiente: 1)( =xf [ 1,0∈x ]
i) La sucesión converge puntualmente a ? f
ii) La sucesión converge uniformemente a ? f
iii) La sucesión converge en a ? 2L f
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 Indic. La convergencia en es con la métrica  2L
 
 
 
Problema 7: Considere el conjunto C1[0,1] de todas las funciones reales definidas en 
[0,1] con primera derivada continua en [0,1]. Muestre que : 
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define un producto interno en C1[0,1]. 
 
 
 



Problema 8: Suponga que V es un espacio dotado de un producto interno, y que u,v,x,y 
pertenecen a V. 

a) Muestre que xvyuyxvuyxvu ,2,2,, +=−−−++
  

  22,4 yxyxyx −−+=
 

b) Deduzca que . 
 
 
Problema 9: Considere en Rn la siguiente norma: 
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Muestre que || ||p proviene de un producto interno si y solo si p=2. 
Indicación: Considere x=(1,1,0,0,0,...) e y=(1,-1,0,0,0,...) 
 
Problema 10: Sea un espacio métrico donde además es un espacio vectorial 
real. Muestre que proviene de una norma si y sólo si: 
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a)  ∀),(),( yxdzyzxd =++ Ezyx ∈,,  
b) d  ∀ ∀  ),(||),( yxdkkykx = Eyx ∈,  Rk ∈
 
Indic. Bajo dichas condiciones la norma sería || . )0,(|| xdx =
 
Problema 11: Sea . Se define una aplicación de  en por: [,0[ ∞=E ExE R
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i) Muestre que d es una métrica en . E
ii) Sea { } la sucesión en  definida por  Ν∈nnx E .nxn =

¿Es { }  de Cauchy en Ν∈nnx ),(E ? 
¿Es { }  de Cauchy en  Ν∈nnx ?),( dE
 

Pregunta 12: Sean A y B dos conjuntos no vacíos de puntos de Rn. Se llama A+B al 
siguiente    conjunto: 

A+B={a+b / a∈A, b∈B} 
Pruebe que si A es abierto y B es cualquier conjunto, entonces A+B es abierto. 
 
Pregunta 13: Si A es un conjunto abierto de R2, sea C=A∩ . Hallar Int(C), 
Adh(C) y Fr(C). 
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Pregunta 14: Sean A y B dos conjuntos de puntos en Rn. Hallar la relación de inclusión 
que liga a Fr( ) con Fr(A)∪ Fr(B). Estudiar lo anterior si Adh(A)∩Adh(B)= φ . BA∪
 
 
 
 
 
 



Problema 15: Sean f y g las siguientes funciones reales de dos variables: 
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Analice la existencia de  y . En caso de exisitir alguno 

de los límites, encuentre su valor. 
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Problema 16: Mediante un cambio a coordenadas polares, calcule el límite cuando (x,y) 
tiende a (0,0) de las siguientes funciones e indique si son continuas o no: 
: 
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Problema 17: Analice la existencia de de las siguientLím

yx )0,0(),( →

i. 32

2
3

),(
yx

xyyxf
+

=  

ii. 22

44

),(
yx
yxyxf

+
+

=  

iii. 
x

yx

ey

eyxf 1

)11(

),(

+

=

+−

 

 
Problema 18: Estudiar la continuidad de las siguientes funcio
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es funciones: 

nes en (0,0): 

en función de α ) 
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Problema 19: Sea un subconjunto abierto, a∈  y f:Ω . Para δ tal 
que B(a,δ , se definen: 
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Se define, además, la oscilación O(f,a) de f en el punto a, como: 
O(f,a)=  )),,(),,((
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Demostrar que si f es acotada entonces, f es continua en “a” si, y solo si, O(f,a)=0. 
 
 
 
Pregunta 20: Calcule el valor de L (si es que existe) en el siguiente límite: 
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Problema 21: Para cada una de las siguientes ecuaciones en R3, ¿Cual es el gráfico que 
le corresponde a cada una de ellas? : 
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Problema 22: Sea una función tal que . RRf →2: 2),( yxyxf +=
i) Grafique las curvas de nivel, detalle los casos c=0, c= -1 y c=1 
ii) Grafique la sección de la gráfica de f que se genera al ser ella 

intersectada por el plano x=0. 
iii) Realize lo mismo que en ii) pero cuando se intersecta la gráfica con 

el plano y=0 
iv) Cual de los siguientes dibujos corresponde a la gráfica de f. 
 

 


