Guia #1

MAZ22A — Célculo en Varias Variables
Semestre Otofio 2004

Profesor: Marcelo Leseigneur
Auxiliares: Alfonso Toro
Sebastian Court

Pregunta 1: Sea (X, p ) un espacio métrico. Pruebe que las siguientes funciones d son

métricas en X:

a8 Vx,yeX,dxy)=2p(xVY)

by V x,y eX,dxy)=Min{l, p(x,y)}
p(Xy)

C) VX,yeX,d(x,y):m

Pregunta 2: Sea C el conjunto de todas las funciones reales continuas en [0,1]. Para
cadaf , g € C se definen:

p(f,9)=SUp|f®)-g)

te[O,l]

1

o(f,g)=[j|fa>—ga»2mJ2

1

r(f,g) = [ [f®)-g() dt

0
a) Supongaquef=g. Luego existe t, € [0]] tal que f(t,) = g(t,) . Pruebe

que existe un intervalo | = [0,]] tal que |f () — g(t)| > %| f(ty) — at,))|

paratodotel. Deduzcaque o (f,g) >0y I'(f,q)>0.
b) Pruebeque p,c y I'son métricasen C.
Indicacion : Puede serle Gtil utilizar 1a desigualdad de Schwarz paraintegrales:

(H(t)w(t) dtJ g(jd)z(t) dt)(jwz(t) dtj
c) Pruebe queparatodof, g € C setiene:
p(f.9)=c(f,9)=T(f,0)

d) Paratodone N, sea
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f.(t)=
0 s —<t<1

y seaf(t)=0 paratodo t€[0,1].

i.  Pruebeque(f,) convergeafs "> > en(C, 0)
i. ¢Converge (fy) af en (C, I')? Justifique.
iii.  Pruebe que (f,) no convergeafen (C, P)

Problema 3: Probar que en todo espacio normado (X , || . ||)se tiene que:

2
<S4+ 2

H%(” )

Problema 4: Estudiar si 1as sucesiones de funciones definidas por:
X, () =t"—t"*
Y (t) =t" -t

Convergen en C[0,1] donde la norma viene dada por ”X” - E[lﬂx(tﬂ

Problema 5: Probar que para dos vectores x ey cualesquiera se verifica

| < Maxx+ vl [x— v

Problema 6: Seala sucesion de funciones f, :[0,1] —» Rdefinida por:

nx ssi0<x<1/n
fa(X) = .
1 sl/n<x<1
ysea f(x)=1 Vvxe[0]]. Sepide responder y fundamentar lo siguiente:
i) La sucesion converge puntualmentea f ?
i) La sucesién converge uniformementea f ?

iii)  Lasucesion convergeen L*a f ? . ;
Indic. Laconvergenciaen L*esconlamétrica ¢ ) _(ﬂf(x)—g(x)‘zde
0

Problema 7: Considere e conjunto C*[0,1] de todas |as funciones reales definidas en
[0,1] con primera derivada continuaen [0,1]. Muestre que :

(f.0)=[(fo®+ ' OF Ot

define un producto interno en C'[0,1].



Problema 8: Suponga que V es un espacio dotado de un producto interno, y que u,v,x,y
pertenecenaV.

8 Muestreque (U+V, X+ Y)—(U—V,X—Y)=2(U,y)+2(V,X)
b) Deduzcaque. 4<X, y> = HX-i— sz —HX— yHZ

Problema 9: Considere en R" la siguiente norma:

iy =(Sxr)

Muestre que || ||, proviene de un producto interno si y solo si p=2.
Indicacion: Considere x=(1,1,0,0,0,...) ey=(1,-1,0,0,0,...)

Problema 10: Sea (E,d) un espacio métrico donde ademés E es un espacio vectorial
real. Muestre que d proviene de unanormasi y solo si:

a) d(x+zy+2)=d(x,y) Vx,y,ze E

b) d(kx, ky) =l k|d(x,y) VX,ye E VkeR

Indic. Bgjo dichas condiciones lanormaseria || x ||= d(x,0) .

Problema 11: Sea E =[0,[ . Se define una aplicacion de EXE en Rpor:

y

d(x,y) =
(x.y) Xx+1 y+1

i) Muestre que d esunameétricaen E.

i)  Sea{x,} ,lasucesionen E definidapor x, = n.
¢Es {x,},., deCauchyen (E,| )?

¢Es {x,} _, deCauchy en (E,d)?

Pregunta 12: Sean A y B dos conjuntos no vacios de puntos de R". SellamaA+B al
siguiente conjunto:

A+B={atb/acA, beB}
Pruebe que si A esabiertoy B es cualquier conjunto, entonces A+B es abierto.

Pregunta 13: Si A es un conjunto abierto de R?, sea C=A N (Qx Q) . Hallar Int(C),
Adh(C) y Fr(C).

Pregunta 14: Sean A y B dos conjuntos de puntos en R". Hallar larelacién de inclusion
queligaaFr( Au B) con Fr(A) U Fr(B). Estudiar lo anterior si Adh(A) N Adh(B)=¢ .



Problema 15: Sean f y g las siguientes funciones reales de dos variables:

X3 _ 2
f(x, y):l—y
— COSX+ Y

%3 _ 2
g(x,y):—y
1-cosx+|y|

Andlicelaexistenciade | .im f(xy) ¥ Lim 9(xy).En caso deexisitir alguno

(x,Y)->(0,0) (x,y)->(0,0)
de los limites, encuentre su valor.

Problema 16: Mediante un cambio a coordenadas polares, calcule € limite cuando (X,y)
tiende a (0,0) de las siguientes funciones e indique si son continuas o no:

y2 03 + y2) + X s _(xy)#(0,0)
f(xy) = x* +y*
0

otro _caso

Xy+x en(y) g (xy)=(00)

f(Xy)=1 /X +y*—xy

0 otro _caso

Problema 17: Analicelaexistenciade | {m delas siguientes funciones:

(xY)>(00)
3
xy 2

x> +y®

i f(x,y)=

x*+y*
X +y?
1 1

el
X1yl

ii. f(x,y)=

—(
i, fy)=———
[y +e”

Problema 18: Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en (0,0):

x|y (x,y) = (0,0)
) FOOY) =1 x84 y2 (en funcién de a.)
0 (%, y)=(0,0)
(xy)? (x,y) # (0,0)
i) g% Y) =1 (xy)? + (x— y)?
0 (x,y) =(0,0)




xcosy—ycosx—x+y (xY)=#(00)

iii) h(x,y) = X%+ y? Recuerde que
0 (%, y) =(0,0)
Li 1- cgsz _ 1
z—0 Z 2

Problema 19: Sea O — R"un subconjunto abierto,ac Q y f:Q — R. Para$ > Otal
queB(a,0) < Q, se definen:
M(af,0) = up{ f (X): xe B(a,0)}
m(af,5) = Inf{ f(x): xe B(a,6)}
Se define, ademés, la oscilacion O(f,a) de f en € punto a, como:
off.a=LimM(a f,8)-m(a, f,3))

50"

Demostrar que si f es acotada entonces, f es continuaen “a” s, y solo si, O(f,a)=0.

Pregunta 20: Calcule el valor deL (s esque existe) en el siguiente limite:

o (X=ya'+@-xy" -(@-yx' _
LM i@ y)

Problema 21: Para cada una de | as siguientes ecuaciones en R®, ;Cual es el gréfico que
le corresponde a cadaunade ellas?:

z=x-y?
z=x*-y*
1=X2_y2

2 =x2—y?




Problema 22: Sea f : R* - Runafunciéntal que f(x,y)=x+y>.
1) Grafique las curvas de nivel, detalle los casos c=0, c=-1y c=1
i) Grafigue laseccion de lagréficade f que se generaal ser ella
intersectada por €l plano x=0.
iii) Realize lo mismo que en ii) pero cuando se intersecta la grafica con
el plano y=0
iv) Cual de los siguientes dibujos corresponde ala gréficadef.

Figurz 1 Figurs 2 Figura 3 Figura 4



