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Problema 1:  Sea X el conjunto de todos los subconjuntos finitos de un conjunto dado S. 
Para cada x ∈  X, se define |x| como la cardinalidad del conjunto x. Se define, además una 
función d : X x X → , como: N

yxyxd ∆=),(  
Pruebe que d es una métrica en X. 
 
Pregunta 2: Sea ( un espacio vectorial normado sobre el cuerpo de los números 
reales, Q  y  
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Definición 1: Se dice que  es un desplazamiento interior para Q a partir de  si 
existe una bola   y  ε  tales que para todo  y para todo η  se 
tiene que  
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Se anotará  al conjunto de desplazamientos interiores para Q  a partir de . ),( 0xQΓ 0x
 
Definición 2: Se dice que  es un desplazamiento adherente para Q a partir de  si 
para toda bola   y  para  todo  ε   existe  y η   talque 

nRx ∈ 0x
),( δxB 0> ),( δxBy∈ ] ε,0∈

  
QxBxieQyx ∈+∈+ ),(, 00 δηη  

Se anotará  al conjunto de desplazamientos adherentes para Q  a partir de . ),( 0
* xQΓ 0x

 
Se pide: 
 
i) Demostrar que   [ ]cc xQxQ ),(),( 0

*
0 Γ=Γ

[ ]cc xQxQ ),(),( 00
* Γ=Γ  

 donde Q  designa al complemento de Q en . c nR
 
ii) Demostrar que  
   Γ  es abierto. ,( 0xQ
   Γ es cerrado. ),( 0

* xQ
 



iii) Si .0 Qx ∉  Encuentre   , . ),( 0xQΓ ),( 0
* xQΓ

 
iv) Encuentre Γ  y Γ  para los siguientes conjuntos. ),( 0xQ ),( 0

* xQ
 

{ } )0,0(||0/),( 0
22 =≤∧≥∈= xxyxRyxQ  

{ } )0,1(1/),( 0
222 =≤+∈= xyxRyxQ  

 
Observación:  
Puede serle útil saber que λ          RxBxB ∈= λδλλδ )||,(),( ),(),( δδ yxBxBy +=+
 
Pregunta 3: Sea C el conjunto de todas las funciones reales continuas en [0,1]. Para cada f , 
g ∈C se definen: 
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a) Suponga que f g. Luego existe t  tal que . Pruebe que 

existe un intervalo I  tal que 

≠ ]1,0[0 ∈ )()( 00 tgtf ≠

]1,0[⊆ ))(tg ≥ ()(
2
1

00 tgtf −)(tf −

),( gfΓ

 para todo 

t∈I. Deduzca que σ  y >0. 0>),( gf
b) Pruebe que ρ  son métricas en C. σ,  y Γ

Indicación : Puede serle útil utilizar la desigualdad de Schwarz para integrales: 
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c) Pruebe que para todo f , g ∈C se tiene: 
),(),(),( gfgfgf Γ≥≥ σρ  

d) Para todo n∈ , sea Ν
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            y sea f(t)=0 para todo t∈[0,1]. 



i. Pruebe que (fn) converge a f si n  en (C, σ ) ∞→
ii. ¿Converge (fn) a f en (C, )? Justifique. Γ

iii. Pruebe que (fn) no converge a f en (C, ) ρ

 
Pregunta 4: Sea C . Se definen: [ ] [ ]{ }continuafRf /1,0:1,0 →=
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a) Muestre que d  y  son métricas. ∞ 1d
b) Muestre que (  es completo. [ ] ∞dC ,1,0 )

} )

c) Sea la siguiente sucesión de funciones: 
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¿Es {  de Cauchy en ? ¿Es completo ? nf [ ]( 1,1,0 dC [ ]( )1,1,0 dC
 
Pregunta 5: Sean los espacios normados (  y (  en que ||   y  

 son dos normas cualesquiera de  y  respectivamente; y sea  una 
aplicación lineal. 
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i) Demuestre que      )()( ||||||)(||))(0))((( nm
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Indic.: Sea { } la base canónica de , entonces tq  n
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Además recuerde que en todas las normas son nR equivalentes, es decir sean 
α

y 
β

dos 

normas cualquiera en . Estas se dicen equivalentes si   positivos tales que nR ba,∃

βα
xax ≤ nRx∈∀ y además 

αβ
xbx ≤  . nRx∈∀

ii) Sea   
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Demuestre que ) es un espacio vectorial normado. ||||||),(( mn RR →l

Puede serle útil probar que el conjunto { })(||||||)(||/0 )()(
n
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iii) Sea A la matriz representante de L con respecto a la base canónica y sean 
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Demostrar que      nL λ=||||||  en que  λ : máximo valor propio de  n AAT

 
Pregunta 6: Sea E el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a n. En E 

se define la función N : E  por: R→ )0()(')(
1
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i. Demuestre que N es una norma en E. 
ii. Encuentre L∈  tal que ∀  R Ep∈ iaMaxLpN ⋅≤)(  con i=0,..,n donde 
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iii. Sea M  donde . Determine  { }Rp ∈= λλ / nttttp ++++= ...1)( 2 )1,0(NBM ∩


