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Problema 1. Sea X € conjunto de todos los subconjuntos finitos de un conjunto dado S.
Para cada x € X, se define x| como la cardinalidad del conjunto X. Se define, ademas una
funciond: X x X — N, como:

d(x, y) =[xy
Pruebe que d esunamétricaen X.

Pregunta 2: Sea (R",|| |[) un espacio vectorial normado sobre el cuerpo de los nimeros
reales, Qc R" y x, € R"

Definicion 1: Sediceque x € R" esun desplazamiento interior para Q a partir de x, S
existeunabola B(x,86) y € >0 talesque paratodo y e B(x,6) y paratodon € ]O,a[ se
tiene que

X +ny €Q Jie X, +NB(x,8) € Q
Seanotard I'(Q, X,) & conjunto de desplazamientos interiores paraQ apartir de X, .

Definicion 2: Sediceque x e R" es un desplazamiento adherente para Q apartir de x, S
paratodabola B(x,8) y para todo & >0 existe ye B(x,8) yn € [0,¢[ talque

X, +ny e Q e X, +NB(X,0) € Q
Seanotara I'" (Q, x,) al conjunto de desplazamientos adherentes paraQ apartir de x,,.

Se pide:

i) Demostrar que r'(Q,x,) = [1"* (Q",xo)]C
rQx) =M@ %)}

donde Q° designaa complementodeQ en R".

i) Demostrar que
I'(Q,x,) esabierto.

I (Q, X,) es cerrado.



iii) Si x, ¢ Q. Encuentre T'(Q,%,) , I (Q,x%,).

iv) Encuentre T'(Q,%,) ¥y T (Q, x,) paralos siguientes conjuntos.

Q={xy)eR*/x>0n|yk x*} X, = (0,0)
Q:{(x,y)eR2/x2+y2£1} X, = (L0)
Observacion:

Puede serle Util saber que AB(x,6) = B(AX,|A|8) L eR y+ B(X,6) = B(X+V,3)

Pregunta 3: Sea C €l conjunto de todas las funciones reales continuas en [0,1]. Para cadaf ,
g € C se definen:

p(f,9)=SUp|f®)-g@)

te[O,l]

1
1

c(f,g)=£j|fa>—ga»2mJ2

0

1
r(f,g) = | |[f(t)-g) o
0
a) Supongaquef=g. Luego existe t, € [0,]] tal que f(t,) = g(t,) . Pruebe que
existe unintervalo | c[0]] tal que |f (t) - g(t)| > %| f (t,) — 9(t,)| paratodo

tel. Deduzcaque s (f,g)>0y I'(f,g)>0.
b) Pruebeque p,c y I'son métricasen C.
Indicacion : Puede serle Gtil utilizar |a desigualdad de Schwarz paraintegrales:

(f(l)(t)\v ®) dtJ s(j ) dt)(jwz(t) dtj
c) Pruebe queparatodof, g € C setiene:

p(f.9)=c(f,9)=I(f,0)
d) Paratodone N, sea

y seaf(t)=0 paratodo t<[0,1].



i.  Pruebeque(f,) convergeafs > > en(C, 0)
i. ¢Converge (fy) af en (C, I')? Justifique.
iii.  Pruebe que (f,) no convergeafen (C, P)

Pregunta 4: Sea C[01]={f :[01] > R/ f continua}. Se definen:

d.(f.9)=max | F()-g(9| y o d(f.0)=]IT(9-g09 X

a) Muestreque d, y d, son métricas.
b) Muestre que (C[01],d, ) escompleto.
c) Sealasiguiente sucesion de funciones:

-1 xe[01/2-1/n]
f (X)={n(x-1/2) xe[l/2-1/n1/2+1/n]
1 xel/2+1/n]]

¢Es {f.} de Cauchy en (C[0,],d,)? ¢Es completo (C[0],d,)?

Pregunta 5: Sean los espacios normados (R l,) ¥ (R™I ll.) enquell ||, v

Il Il Sondosnormas cualesquierade R" y R™ respectivamente; y sea L: R" — R™ una
aplicacion lineal.

i) Demuestreque (VL e /(R" — R™)Fc>0)(vxe R LX)l < €Il Xl

Indic.: Sea {e }", labase candnicade R", entonces (Vx e R") (F{x }", c R)tq x = Zn: x.e
i=1

Ademés recuerde que en R"todas |as normas son equivalentes, es decir sean | |y | | , dos

normas cualquieraen R". Estas se dicen equivalentessi Ja,b positivos tales que

¥, <a|x|, vxeR"y ademés x|, <blx| VvxeR".

i) Sea
Il 1ll-¢(R" > R™) — R* U {0}
L — Inf {A}
con  A=1{c20/[IL(X) ly< Cll X[l (VX R")}
Demuestre que (/(R" — R™),|Il |Il) s un espacio vectorial normado.
Puede serle Util probar que e conjunto A= {c >0/ ||IL) =l Xl (VXe R”)}
es cerrado y que por lo tanto vx € R" ||L(x)||(m) UM%

iii) Sea A lamatriz representante de L con respecto alabase canonicay sean



I M=l 1l I M =l 1l
Demostrar que ||| L ||= +/A, en que A,,: maximo valor propio de A" A

Pregunta 6: Sea E €l espacio vectorial de los polinomios de grado menor oigual an. EnE
1

sedefinelafuncion N : E — R por: N(p) = I|p'(t)|dt+|p(0)|
0

i. Demuestreque N esunanormaen E.
ii. Encuentre LeR ta que VpeE N(p)<L-Maxa| con i=0,.,n donde

p(t) =D at'
i=0
ii. SeaM ={\Ap/\eR}donde p(t) =1+t+t*+..+t". Determine M N B, (0,1)



