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Problema 1

1. Para representar el sistema como una cadena de Markov en tiempo continuo debemos definir un estado
como un vector de 3 componentes donde la primera componente se refiere al niimero de hombres que
se encuentran en el sistema, la segunda se refiere al nimero de mujeres y la tercera al nimero de ninos.
Claramente existe una gran cantidad de estados que resultan ser inalcansables. Dada la dindmica del
sistema la cadena toma la siguiente forma.

Vemos que una vez que el sistema deja de estar desocupado este adopta la configuracién de una cadena
del tipo M/M/C/co. Es tan solo en el estado 0,0,0 donde se pueden producir desviaciones a este
comportamiento.

2. Dado que cada vez que hay personas en cola el sistema se comporta como una M/M/C /oo es facil ver
que la condicién de estado estacionario sera la condicién de cada uno de los sistemas M/M/C/oo, es
decir la condicién pasa por no permitir que ninguna de estas tres colas “explote”. Entonces la condicién
es:
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La condicién formal debe nacer de la posibilidad de calcular el vector de probabilidades estacionarias.
Veremos esto en el siguiente punto.



Dado que la cadena es reversible (tiene forma de arbol) cumplird con las ecuaciones de balance detal-
ladas. Esto implica que:

T(1,0,0) " AH = T(i41,0,0) * MH T(0,i,0) * AM = T(0,i+1,0) * KM T(0,0,) * AN = T(0,0,i+1) * UN
Es decir:
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T(i4+1,0,0) = T(4,0,0) * o 7(0,i4+1,0) = T(0,i,0) * Lt 7(0,0,i+1) = T(0,0,3) * N

Es decir, podemos expresar la probabilidad estacionaria de cualquier estado en funcién del estado en
el cual se encuentra una persona menos en el sistema. Si aplicamos estos resultados para i=1 veremos
que podemos expresar las probabilidades de los estados (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) en funcién de la
probabilidad estacionaria de (0,0, 0). Aplicando esto recursivamente obtenemos el resultado deseado.
En particular tendremos que:
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El caso de las mujeres y los ninos es analogo.

Ademdés, para que el vector w sea efectivamente una distribucién de probabilidades tenemos que:

1
e} by A4y 1 00 Y, oy iy
1 + Zi:l (M},_I,“ 7 1' lt Z' + a . Z’L C+1 lt Ci— C + N 01 C + N Ci— C

T(0,0,0) =

Aqui vemos que las condiciones de estacionaridad nacen de la necesidad de acotar el denominador de
la expresion anterior.

Con un poco de algebra vemos que la probabilidad que un nino que ingrese al sistema lo haga con

i personas antes de él es simplemente ZOZ,T (0.0.%) (debido a la tasa constante de llegada de nifios y
k
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contando casos probables versus casos totales). Ahora, si un nino llega y delante de él hay ¢ personas,
en terminos esperados tendra que esperar el siguiente tiempo:
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Con este resultado es facil obtener el resultado pedido.
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Es posible realizar este calculo si se aplica la formula de Little sobre el sistema compuesto solo por la
cola de ninos, es decir sobre una M/M/C'/oo de pardmetros Ay y pn. Sin embargo debemos notar que
para esto debemos considerar las probabilidades estacionarias de la cola modificada y no las obtenidas
en el punto anterior. Esto se debe a que las probabilidades estacionarias a utilizar para el calculo de
medidas como el largo promedio de la cola deben encontrarse normalizadas, lo que no ocurriria si se
utilizan las prob. originales. La razén acerca de por que es posible realizar este procedimiento es que
la razén entre un par de la probabilidades de la cadena original se mantiene en la cadena modificada.



Problema 2

1.

Para que un pasajero quiera abordar un tren tipo 2, su destino debe ser entre la estacién Moneda y las
Rejas, lo cual ocurre con probabilidad p. Luego:

Bik = (lz)pi(l —p)ki VO<i<k
Ademas:
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A continuacion se modela la situacion descrita utilizando la notacién definida en la parte 1.

Para modelar la cantidad de personas en la estacién como una cadena de Markov en tiempo continuo,
basta con determinar las tasas de transicién para los siguientes 3 casos:

Caso 1: i =0

Caso 2: i< R, 0<j <.
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Caso 3: R<i,1—R<j<i.
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3. a) La tasa efectiva de arribo de pasajeros a los trenes estd dada por:
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Dado que existe régimen estacionario, la tasa efectiva de salida de pasajeros de la estacién es igual
a la de entrada, por lo que un resultado equivalente al anterior y mas directo de obtener decir
directamente que la tasa pedida es igual a A.

b) Podemos calcular la cantidad promedio de personas en el sistema y luego usando Little se obtiene
el tiempo de espera. Esto es:
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¢) La cantidad de trenes que salen llenos en una hora estd dado por:
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Problema 3

1. Para esta primera parte debemos obtener el tiempo de espera de las tres configuraciones:

= Politica A: Este sistema se trata de una cola M/M/2 con p = ﬁ Para dicho sistema se tiene que:
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s Politica B: Corresponde a una M/M/1 con p = ﬁ Luego:
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= Politica B: Este caso corresponde a dos colas M/M/1 con p = 5- cada una. Para ver el tiempo
promedio de los clientes en el sistema, nos centramos en una de ellas:

De lo anterior se tiene que:



Wa=—-W, We =2W, Wop=—"W
A 1+pc c B A 1+pB

De lo que se concluye que:

We > Wy >Wp
Luego la politica mas eficiente es la Configuracion B.

En esto punto, basta con notar que lo propuesto por el consultor es equivalente en términos de me-
didas de efectividad a la politica A. Aunque puede ser que los clientes se atiendan en otro orden las
configuraciones son equivalentes. Luego la razén la tiene el Gerente porque ya se mostré que la politica
B es mejor que la A.
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