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Capitulo 5

Cadenas de Markov con Beneficio

5.1 Introduccion

Hasta aqui nos hemos dedicado a describir la evolucién en probabilidad de un sistema que
puede modelarse como una cadena de Markov. ;Por qué querriamos, sin embargo, efectuar
dicha descripcién?. Presumiblemente porque no nos resulta indiferente que el sistema to-
me en uno u otro estado: la evolucién del sistema tiene consecuencias, las cuales estamos
interesados en predecir.

Supongamos, por ejemplo que una persona posee acciones de cierta empresa, cuyas utilidades
anuales constituyen un proceso estocdstico (y por ende el dividendo que recibe por sus
acciones también). Esa persona puede estar interesada en cuantificar el flujo acumulado
de dividendos a lo largo de varios anos. Con ese propésito en mente le resultard necesario
conocer la ley de probabilidades para los resultados de la empresa en cada ano, que es el
tipo de preguntas que nos haciamos en el capitulo anterior.

En este capitulo nos interesaremos en determinar el beneficio esperado asociado a la evolucién
del sistema a través de tiempo, especificamente en el caso en que los beneficios dependen de
un proceso estocastico subyacente el cual puede modelarse como una cadena de Markov.

5.2 Formulacion del Modelo

Consideremos un sistema cuya evolucién en el tiempo puede ser descrita a través de una
cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicién de un periodo P.! Supon-
gamos que para cada par de estados E; y E; es posible asignar un beneficio r;; asociado a
la transicién desde E; a Ej;, y que estamos interesados en cuantificar el beneficio total acu-
mulado a lo largo de un nimero dado de periodos (i.e. la suma de los beneficios asociados

'En la préctica muchos sistemas pueden modelarse como una cadena de Markov haciendo el nimero de
estados suficientemente grande y la duracién de los periodos suficientemente pequeia,
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a las transiciones realizadas durante esos periodos). En tal caso diremos que el sistema es
susceptible de ser modelado como una cadena de Markov con beneficios. Los valores 7;; no
necesariamente corresponden a beneficios o costos econémicos, sino cualquier funcién real de
las transiciones, con tal que tenga sentido acumularlos de un periodo a otro.

Muchas veces seremos capaces de identificar beneficios que estan asociados al hecho de alcan-
zar un estado en particular, mas que a la transicién de un estado a otro. En esas situaciones
denotaremos por r; al beneficio asociado a ocupar el estado E;. En rigor esta notacién
adicional es innecesaria, pues ese beneficio asociado al estado E; podria haber sido incorpo-
rado en todos los beneficios r;; asociados a transiciones partiendo desde E;. Sin embargo el
identificarlos separadamente muchas veces aporta claridad a la modelizacién.

Si sabemos que en un periodo dado el sistema alcanza el estado E;, el beneficio que se
percibird durante ese periodo es todavia probabilistico, pues no sabemos hacia qué estado
evolucionard el sistema (y existen beneficios asociados a las transiciones). Podemos definir
7; como el beneficio esperado en un periodo asociado al estado E;. Si p;; es la probabilidad
que el sistema evolucione de E; a E;, se tiene que

T, =T + szj *Tijs
J

es decir 7; es la suma del beneficio percibido por alcanzar dicho estado (r;) més el valor
esperado de los beneficios asociados a las posibles transiciones desde F;. Denotaremos por 7
al vector de beneficios esperados en un periodo asociados a los distintos estados del sistema.

Supongamos que nos interesa describir el valor esperado del beneficio acumulado asociado a
la evolucién del sistema en un horizonte de n periodos. Sea Vj(i) el beneficio total esperado
si faltan k periodos para el final del horizonte y el sistema se encuentra actualmente en
el estado F;.2 Denotaremos por V(i) al beneficio de terminar en el estado F;, al que se
denomina valor residual del estado E; (usualmente los valores residuales no guardan directa
relacién con la estructura de beneficios propios de la evolucién del sistema los que vienen
dados por 7).

5.3 Ejemplo

Imagine una empresa que al comenzar cada ano invierte todo su patrimonio en su operacién.
Al finalizar el ano observa sus resultados. Si obtuvo ganancias entonces capitaliza la mitad
de ellas y el resto lo reparte como dividendos entre sus accionistas. Si hubo pérdidas entonces
no reparte dividendos. Las ganancias o pérdidas de un afio son una variable aleatoria cuya
distribucién depende sélo del patrimonio con que comienza ese afio (mientras mayor es el
patrimonio aumenta la probabilidad de obtener mayores ganancias). Ademds, por simpli-
cidad supondremos que dicha variable aleatoria sélo puede tomar valores enteros miltiplos
de 2.

2V, corresponde al vector de beneficios acumulados esperados si faltan k periodos para el final.
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Bajo los supuestos realizados la evolucién del patrimonio de un ano a otro puede modelarse
como una cadena de Markov. Llamando X, el patrimonio en el afio n, la ley de probabilidades
para X, depende sélo de X,,. Las probabilidades de transicién vienen dadas por

Pr[ganancia = 2k|patrimonio =i] Sij=i+k
Pr[X,1 = j| X, =i = pij = { Pr[ganancia = —2k|patrimonio =14] Sij=1— 2k ke N
0 Sij=i—2k—1

Suponga ahora que ud. posee acciones de dicha empresa, y tiene intenciones de mantenerlas
en su poder durante 10 anos. Pasado ese lapso venderd las acciones, y con el dinero obtenido
por la venta y por los dividendos acumulados durante los 10 afios se retirard a descansar
en algin agradable rincén de este planeta (jsi todavia quedan?). El precio de venta de las
acciones dentro de 10 afios es una funcién (deterministica) del patrimonio de la empresa en
ese momento. Si el patrimonio de la empresa es j ud. podra vender las acciones que posee

en z(j).

., Cual es el valor esperado del capital con el que ud. se retirard? Para responder esa pregunta
construiremos un modelo de Markov con beneficios que dé cuenta de sus ingresos. Ya hemos
descrito como la evolucién del patrimonio puede modelarse como una cadena de Markov.
Toca ahora identificar los beneficios asociados a estados y transiciones.

Resulta natural asociar beneficios a las transiciones (cambios de valor del patrimonio). Si
el patrimonio aumenta de un ano a otro es porque la empresa obtuvo utilidades, y parte de
ellas seran percibidas por usted como dividendos. Si el patrimonio cae, ud. no recibird nada
ese afio (la empresa tuvo pérdidas). Definimos entonces

.o alF Sij>i
Y10 Si no

donde « representa la fraccién de la propiedad de la empresa que ud. posee. En este caso
no es necesario asociar beneficios directamente a los estados (r; = 0V 4). Asi

i =0+ py - Tij.
i

Finalmente, la venta de las acciones (al cumplirse los 10 afios) la incorporamos como un
beneficio residual:

5.4 Expresiéon General para el Beneficio Acumulado

Debido a la propiedad markoviana el cdlculo de Vi (i) es independiente del comportamiento
del sistema en los periodos anteriores y sélo depende del los & periodos que restan. Teniendo
en cuenta este hecho y suponiendo que los valores residuales son conocidos podemos calcular
el beneficio acumulado esperado si falta 1 periodo para el final, V.
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Si faltando un periodo para el final el sistema se encuentra en el estado E; entonces el
beneficio acumulado esperado se calcula como el beneficio esperado de estar en el estado E;
mas el beneficio residual esperado, es decir

Vi) =i+ Yy - Voli) (1)

De igual forma si faltan £ periodos para el final, el beneficio acumulado esperado de en-
contrarse en el estado E; viene dado por el beneficio esperado en el periodo presente (7;)
més el beneficio esperado desde el periodo siguiente en adelante (Vj_1(j)) el cual depende
del estado que el sistema alcance en el periodo siguiente, por lo que debemos condicionar y
sumar sobre los estados posibles (ponderados por sus respectivas probabilidades):

V(i) =i + 2 _pig - Vir(4) (5.2)

J

Vectorialmente (5.2) queda como
Vi =7+ PV, (5.3)

donde 7, V4, Vi1 son vectores columnas.

Ahora bien, sustituyendo en (5.3) k£ por k — 1 y reemplazando en (5.3) se tiene
Vi=7+P7+ PV (5.4)

si el procedimiento anterior se aplica en forma recursiva se tiene:

Vi=F+Pf+ P27+ ...+ PFV (5.5)

La ecuacién (5.5) permite calcular el valor de Vj conocidos P, 7# y Vj, sin embargo, la
expresién es alun incémoda de manejar sobre todo para valores grandes de k. Para obtener
una expresién més simplificada para Vj, es necesario exigir una condicién mas a la cadena de
Markov.

5.5 Caso Cadena de Markov Ergdédica

Supongamos que la cadena de Markov con beneficios que estudiamos es ergédica (o ergddica
+ transiente), es decir, admite una unica clase recurrente la que es aperiédica. Bajo estas
condiciones la sucesién P,y converge a una matriz I con todas sus filas iguales al vector de
probabilidades estacionarias 7. Ahora bien, reemplazando k por k£ — 1 en (5.5) y restdndola
a (5.5) se obtiene:

Vi — Vier = PP+ [PP — PPV, (5.6)

Tomando limite cuando % tiende a infinito en (5.6) se tiene que



5.5. Caso Cadena de Markov Ergédica 81

klggo(vk —Viq) =117 (5.7)

Llamando g = 3, m; - 7; y e al vector columna de 1’s se tiene:

klggo(vk — Vi) =g-e (5.8)
Observamos que el beneficio adicional que se obtiene por aumentar en un periodo el horizonte
de planificacién converge a un valor constante , el cual no depende del estado inicial. Este
resultado es intuitivo, pues el beneficio asociado a ese periodo extra es el beneficio esperado
asociado a una transicién que serd realizada dentro de mucho tiempo; ese beneficio esperado
depende del estado en que se encuentre el sistema, y la probabilidad de estar en cada estado
converge a la ley de probabilidades estacionaria independiente del estado inicial. Es decir, g
es el incremento limite de V}, por unidad de crecimiento de k. De este resultado es razonable
pensar que Vi —kge converge a un cierto vector limite u, lo cual por el momento lo asumiremos

como cierto (este resultado se desprende de la Proposicién 5.1, que enunciaremos més abajo).
Resulta 1til escribir u = W + ce con W = (W1, W2,...,Wr)y W1 =023

klim Vi—kge=W+ae W; =0 (5.9)
—00
Ahora bien, como P es una matriz de probabilidad se tiene que Pe = e con lo cual (5.3)

puede reescribirse como:

Vi —kge = 7+ PVy_1 — kge
= 7—ge+ P[Vi_1 — (k—1)ge] (5.10)

por lo tanto tomando limite en la expresién anterior se tiene por (5.9)
W+ ae =7 — ge+ P[W + ae] Wi =0 (5.11)
la que puede simplificarse a

W+ge=7F+PW W, =0 (5.12)

El sistema anterior admite solucién tinica bajo el supuesto de una cadena ergddica. El vector
W solucién del sistema anterior es independiente de V, y es este el motivo que originé la
separacién en W'y a. W se conoce como el vector asintético de beneficios relativos debido
a que satisface W = limy_,oo[Vi — Vi (1)e]. En efecto,

3La eleccién de W1 es arbitraria considerando que siempre es posible reordenar los estados de la cadena
pudiendo ser cualquiera F;.
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Jim [V, — Vi(1)e] = lim [V — kge — (Vi(1)e — kge)]
= W+ ae— (Wie+ ae)
= W - W1€
w (5.13)

Es decir W; representa el beneficio adicional de largo plazo de empezar la evolucién en el
estado E; en lugar de E;.

Proposicion 5.1 Sea una cadena de Markov finita, homogénea y ergodica con matriz de
transicion de un periodo P. Sea W la dnica solucion de (5.12). Entonces el beneficio
esperado acumulado durante k periodos (Vi) viene dado por:

Vi = kge + W + [P]" (Vo — W)

donde g = 3>, m;-7; es el beneficio esperado por transicidn en régimen estacionario. Ademds,
en el limite se tiene:

kll)rgo[vk —kgel =W +ae a=> m;[Vo(j) — W]
J

La demostracién se encuentra en el Apéndice 5-A.

5.6 Aplicacién: Tiempo Esperado en el Transiente

Consideremos una cadena de Markov ergddica con al menos una clase transiente. Mediante
una formulacién de cadena de Markov con beneficios seremos capaces de determinar el va-
lor esperado del tiempo (N° de periodos) necesario para llegar desde un estado transiente
cualquiera hasta la tnica clase recurrente del sistema.

Para ello, definamos 7#; = 1 si E; es un estado transiente y #; = 0 si Ej es recurrente. De
esta forma el tiempo promedio para llegar desde E; a la clase recurrente viene dado por:

I .
dim, V()

Para calcular el limite anterior debemos primero determinar los valores para W a partir de
la ecuacién (5.12). Ahora bien para este caso particular el valor de g es 0 pues los estados
recurrentes tienen un beneficio 7 = 0 y los estados no recurrentes tienen una probabilidad
estacionaria m = 0. Por lo tanto el sistema a resolver es en este caso:

W=r+PW
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Si se ordenan adecuadamente los estados el sistema anterior toma la forma:
Wr 0 Prr  Prr Whr
(WT> <€T> [PTR Prr Wr T

en donde los subindices T' y R representan los estados transientes y recurrentes respectiva-
mente. Para el sistema anterior se obtienen dos ecuaciones vectoriales

Wgr = PrrWkr
Wr =er + PreWg + PreWr

En la primera ecuacién la matriz Prg es un matriz de probabilidad (todos sus elementos son
no negativos y la suma de sus elementos por fila es igual a 1) asociada a una cadena ergédica
por lo tanto la solucién Wx toma la forma:

Wr=MA-er A=cte

Adema3s, el sistema de ecuaciones anterior tiene un grado de libertad, luego escogiendo A =0
se tiene que Wx = 0. Reemplazando este resultado en la segunda ecuacién y despejando Wr
se obtiene:

Wr = (Ir — Prr)'er

La matriz (Ir — Ppr) es invertible, pues Ppr es la matriz de probabilidades de transicién

entre los estados transientes (el razonamiento para verificarlo se expuso en la Seccién 77
4.3.4).

Finalmente, el calculo del tiempo promedio de evolucién desde un estado transiente a uno
recurrente viene dado por:

lim V; = lim W — [P]*W =W — IW
k—o00 k—o00

Como W; = 0 si Ej es recurrente y m; = 0 si Ej es transiente se tiene que IIW = 0 con lo
cual se tiene

lim V, =W

k— 00

con
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Note que este resultado es consecuente con la interpretacién de W como vector de beneficios
relativos: para cualquier estado transiente E; y cualquier estado recurrente Ej; se tiene que
W;—W,; = W, representa cuanto tiempo mas, en promedio, se estd en el transiente por partir
desde E; en lugar de hacerlo desde E; (caso en el que no se pasa por el transiente).

5.7 EJERCICIOS

1. Considere un juego de azar con las siguiente caracteristicas.

e En cada jugada el jugador tiene una probabilidad p de ganar.

e Si el jugador gana en una jugada recibe el pozo de $P y se termina el juego.

e El jugador no se puede retirar del juego mientras no haya ganado.

e La primera jugada vale $1000, la segunda vale $2000, la tercera vale $4000, la
k-ésima, jugada vale $1000* 2F-1,

(a) Determine la cantidad esperada de dinero que un jugador debe gastar antes de
ganar el juego.

(b) Determine el nimero esperado de jugadas a realizar.
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Apéndice

5-A Demostracion Propiedades cadenas de Markov con
Beneficio

Demostracion de la Proposicién 5.1

Sea una cadena de Markov finita, homogénea y ergédica con matriz de transicion de un
periodo P. Sea W la tdnica solucidn de (5.12). Entonces el beneficio esperado acumulado
durante k periodos (Vi) viene dado por:

Vi = kge + W + [P]" (Vo — W)

donde g = 3=; m;-7; es el beneficio esperado por transicidn en regimen estacionario. Ademds,
en el limite se tiene:

kll)rgo[vlC —kgel=W +ae a= ij[Vo(j) — W]
J

Demostracion

Consideremos otra cadena de Markov con beneficios idéntica a la anterior salvo por su
vector de beneficios residuales, el cual consideraremos igual al vector de beneficios relativos,
W. Denotemos por V; el beneficio esperado acumulado en esta nueva situacién. Hemos
impuesto Vj = W. Se tiene entonces que

Vi=f+PW =W +ge (por la condicién (5.12)) (5.14)

De igual forma
Vo=F+PV]=F+P(W+ge) =W + 2ge (5.15)

razonando inductivamente es ficil ver que en general se cumple

Vi =kge+ W (5.16)

ademds, usando (5.5) se tiene

Vi=f+Pf+..+P'W (5.17)

Luego considerando Vj, como el beneficio esperado acumulado para un vector de valores
residuales arbitrario dado por la ecuacién (5.5) y restando la expresién (5.17) se tiene:

Ve = Vi = P*[Vy — W] (5.18)
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con lo cual reemplazando (5.16) en la ecuacién anterior se tiene

Vi = kge + W + P*[Vy — W] (5.19)

Finalmente de (5.19) se tiene que limy_,, Vi, — kge = W + ae con a = 32; m;(Vo(j) — Wj)
(por la convergencia de P* cuando k — o0). 11



