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Parte 11

Procesos Estocasticos
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Capitulo 3

Proceso de Poisson

3.1 Introduccion a los Procesos Estocasticos

Se designa bajo el nombre de Modelo Estocdstico todo esquema abstracto de naturaleza
probabilistica, susceptible de representar algin fenémeno real. En la medida en que los
modelos se adecuan a lo observado, permiten preveer las consecuencias de ciertas situaciones,
entregando asi la posibilidad de efectuar elecciones razonadas.

En una breve descripcién de un modelo aleatorio, se reconocen los siguientes elementos:

1. Un conjunto de estados posibles del sistema E.
2. Un conjunto de eventos elementales posibles 2.

3. Una distribucién D de probabilidades sobre 2.

Veamos a través de algunos ejemplos qué representa cada uno de los elementos anteriores:

e Ejemplo 1: Ventas mensuales
Una empresa vende dos productos A y B. Las cifras de ventas mensuales observadas
son:

Producto A : a; ;a9 ; az; .... ; Q...
Producto B : by ; by ; b3 ; ... ; by,

El conjunto de estados fundamentales E en este caso corresponde a los posibles niveles
de venta observados en un mes particular (a,,by,), los que toman valores enteros no
negativos y por tanto se tiene £ = IN x IN.

El conjunto de eventos elementales {2 para este modelo agrupa todas las posibles se-
cuencias de ventas observables para los productos a lo largo del periodo de interés. Por
lo tanto, si interesa estudiar los niveles de venta mensuales por un periodo de dos anos
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(24 meses) se tiene que = (IN x IN)?*,

Por ultimo, sobre la ley de distribucién de probabilidades D es muy poco lo que se pue-
de decir sin entrar en detalles mas especificos del modelo, pero en términos generales
se define sobre el conjunto €.

e Ejemplo 2: Panes de un aparato eléctrico
En un laboratorio se dispone de un aparato eléctrico, el cual cae en pane cada cierto
tiempo. Se supone que las panes son todas del mismo tipo, es decir, que necesitan del
mismo tiempo de reparacién y significan el mismo costo para el laboratorio. La unica
incdgnita es entonces la sucesién de instantes en los que las panes comienzan:

h<to<itg<..<t,<..

Los estados posibles del aparato son en este caso dos: en operacién (0), en pane (1), es
decir, E = {0,1}. El evento aleatorio elemental asociado es una sucesion de instantes
en los que el equipo falla, es decir, una sucesién de “puntos” en el eje del tiempo. Es
lo que se llama un proceso puntual (que definiremos més adelante).

3.1.1 Procesos Estocasticos

Los modelos aleatorios que se han presentado son funciones aleatorias pero con la particu-
laridad muy importante que el argumento de estas funciones es el tiempo. Se dice entonces
que son Procesos Fstocdsticos o Aleatorios. En este tipo de modelos se busca saber cémo el
futuro de un sistema estd ligado (correlacionado) con su pasado y presente.

Definicién 3.1 Se dice que {X;},. es un Proceso Estocdstico en E si, Vi € T, X; es una
variable aleatoria con valores en E.

Un proceso estocdstico es, entonces, un conjunto de variables aleatorias. Habitualmente los
valores t € T se interpretan como instantes de tiempo. El conjunto E corresponde al conjunto
de estados posibles para algin sistema en estudio. De esa forma X; puede interpretarse como
el estado de un sistema en el instante ¢, estado que, visto desde un instante “anterior” a t,
es una variable aleatoria.

El proceso estocdstico (la coleccién completa de variables X;) corresponde a la evolucién
(aleatoria) del sistema. Una realizacién de un proceso estocdstico es un conjunto de valores
en E: los valores observados para el estado del sistema en cada instante del tiempo. Vale
decir una realizaciéon de un proceso estocastico puede ser vista como una funcién de T en E,
que a cada t € T asocia el valor observado para el estado del sistema en £.

Para describir en probabilidad un proceso estocastico se debe ser capaz de construir la
funcién de distribucién conjunta para cualquier subconjunto de él, es decir conocer, Vm € IN,
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Ve e EmM VieT™t.q. t1 <ty <...<tpy,

Fx(z,t) =Pr[X;, <1, Xy, <Zoy..., Xy, < Ty

Mientras méas general y descriptivo es el modelo usado al representar un proceso estocastico
mas problemas tedricos y practicos aparecen en su modelamiento y posterior aplicacién. Es
por ello que se suelen estudiar algunas familias o tipos de procesos estocasticos que presenten
alguna caracteristica simplificatoria. La diversas simplificaciones que se pueden adoptar caen,
en general, en alguno de los siguientes puntos:

e Naturaleza del conjunto 7.

e Naturaleza del conjunto E.

e Tipos de funciones X; posibles.

e Tipos de leyes de probabilidad de los eventos aleatorios.
Las simplificaciones o particularidades pueden corresponder a mas de uno de los puntos
anteriores y se expresan por relaciones axiomadaticas sobre el proceso. En las secciones que

siguen definiremos, a través de sucesivas simplificaciones, algunos procesos estocasticos que
resultan de interés.

3.1.2 Procesos de Conteo

Se dice que un proceso estocdstico {Xt}teR+ es un Proceso de Conteo si X, representa el
nimero de veces que ha ocurrido algin fenémeno aleatorio hasta el instante .

Ejemplos:

Nimero de votos en una urna a lo largo de un dia de votacién.

Numero de accidentes de transito acumulados a lo largo de un ano.

Llegadas de camiones a un punto de carga.

Ventas de un cierto producto en un supermercado.

En otras palabras, es un proceso estocastico en que el conjunto de estados posibles correspon-
de a los enteros no negativos y que es creciente en el tiempo (si t; > i, entonces X;, > X;, con
probabilidad 1). Ademds, se suele incorporar como supuesto que en ¢ = 0 no han ocurrido
eventos (Xo = 0 con probabilidad igual a 1).

En una realizacién de un proceso de conteo el valor observado de X; es una constante (como
funcién de t) hasta que ocurre un evento que lo hace cambiar de estado, y dichos eventos
ocurren “sélo ocasionalmente”.
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3.1.3 Definicién en Probabilidad de un Proceso de Conteo

Para especificar en probabilidad un proceso de conteo se pueden adoptar dos puntos de vista,
los que se explican a continuacién:

Primera Definicion

Sea un conjunto de k intervalos disjuntos (¢1,t)); (ta,t5); ...... , (teyth) v N1, No, ... , N}, el
nimero de realizaciones aleatorias del fenémeno en estudio que se produce en cada uno de
esos intervalos. Para definir en probabilidad el Proceso de Conteo es necesario conocer Vi y en
funcién de (1, ¢]; ......... : tx, t},) la funcién de reparticién del evento aleatorio (IVy, ......... , Ng).

Segunda Definicién

Otra forma para definir en probabilidad un proceso de conteo es definir los intervalos sucesi-
vos Uy, Uy, ....., Uy que separan los eventos tomados en orden cronolégico 1. Como el nimero
de intervalos puede ser arbitrariamente grande, en lugar de definir directamente una ley de
probabilidades sobre este conjunto, se debe definir una sucesién infinita de leyes de probabi-
lidad. El procedimiento mas simple consiste en definir un sistema fundamental de leyes de
probabilidad dado por:

[ ] Ley de Ul.

e Ley condicional de U, dado U; = ;.

[} Ley condicional de Uk dado U1 = U, U2 = U2 ,..., Uk—l = Ug—1-

e etc.

Sin embargo especificar toda esta informacién en un caso general podria resultar una enorme
cantidad de trabajo. Introduciremos (en forma de axiomas) dos supuestos simplificatorios,
que nos llevaran a definir el llamado Proceso de Poisson.

3.2 Proceso Poisson

Se designa bajo el nombre de Proceso Poissoniano una categoria mas o menos amplia de
procesos. Para evitar ambigiiedad, es bueno sefialar que en esta seccién se describe el Pro-
ceso Uniforme de Poisson, también llamado Proceso Clésico de Poisson, que corresponde al
modelo mas simple y particular. En la Seccién 3.3 se estudian algunas extensiones.

lEste procedimiento supone que los eventos son aislados, es decir, que la probabilidad que dos o més
eventos simultaneos se produzcan es nula.
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3.2.1 Definicién de un Proceso Uniforme de Poisson

Como se menciona mas arriba definiremos el Proceso de Poisson Uniforme a partir de 2
supuestos simplificatorios que introduciremos como axiomas.

Axioma de Independencia (Incrementos Independientes)

i N1, ....., N, representan el nimero de eventos que se producen en los intervalos disjuntos
Si N N, tan el ni d t d los intervalos disjunt
(t1,2), .- ., (te, 1)), entonces Ny,..., Ny son Mutuamente Independientes en Probabilidad y
esto para cualquier k yt; <t) < ... <ty <t}).

Se supone también por otra parte que la intensidad del fenémeno es independiente del tiempo,
de donde la segunda condicién.

Axioma de Uniformidad (Incrementos Estacionarios)

La ley del conjunto (Ny, ....... , Ni) queda invariante si los 2 - k valores (t1,t}; .....; Tk, t};,) son
aumentados (o disminuidos ) en una misma cantidad.

Si los dos axiomas anteriores se cumplen, para definir el proceso basta conocer una sola
familia de leyes dependiendo de un sélo argumento: La ley de N(h), ntimero de realizaciones
que se producen sobre un intervalo (¢, + h).

Introduciremos ademads un tercer axioma, para descartar situaciones que no revisten de in-
terés: suponemos que la probabilidad que ningin evento se produzca sobre un intervalo finito
no es ni nula ni igual a 1.

Axioma 3
Si po(h) es la probabilidad que ningin evento se produzca en (t,t+ h), se tiene para Yh > 0:
0<po(h) <1

Si po(h) fuese igual a 1, nunca se produciria un evento. Si fuese nula el conjunto de eventos
instantaneos seria denso y el evento se produciria continuamente. Estos son casos sin interés.
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3.2.2 Ley del Intervalo Aleatorio que separa dos Eventos Conse-
cutivos

Sea po(t, h) la probabilidad que ningin evento se produzca entre ¢t y t+h. Por el Axioma 1 estd
probabilidad es independiente de las realizaciones fuera de (¢, t+h) y depende exclusivamente
dety h. Mas atin, por el axioma 2 es independiente de ¢. Por lo tanto se tiene py(t, h) = po(h).

Sean dos intervalos consecutivos I y J separados por los instantes ¢, t +h y por t + h ,
t+h—+Ek.

t t+h t+h+k

La probabilidad que ningtin evento se produzca sobre I y J puede escribirse de dos maneras.
Ningin evento en I U J < [Ningin evento en I| N [Ningin evento en J]

Como el nimero de eventos en I y en J son v.a. independientes, las probabilidades asociadas
a esos eventos satisfacen:

po(h + k) = po(h) - po(k).

Luego para h > 0 se tiene:

po(k + h])I —po(k) _ po(k) - (%) (3.1)

con lo cual, tomando limite cuando A tiende a 0 y observando que py(0) = 1,

dpo(k)
dk

) dpo(k)
dk

= po(k) (3.2)

k=0

__dpo(k)

Llamando A\ = T

|10 S€ tiene que la solucién de la ecuacién diferencial anterior es:

pok)=e k>0 (3.3)
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De este resultado fundamental se puede deducir facilmente todo el estudio del Proceso Uni-
forme de Poisson. Lo primero es encontrar la funcién de reparticién de los intervalos de
tiempo que separan dos eventos consecutivos.?

Supongamos que en el instante #; se ha producido un evento, y llamemos #;,; al instante
(aleatorio) en que se producird el siguiente. Denotemos ademds por h al intervalo de tiempo
que separa ambos eventos, h = t;,; — t;. La probabilidad que A > k corresponde a la
probabilidad que en un intervalo de duracién k£ no se produzca ningin evento, es decir,
po(k). Luego, del resultado previo,

Pr[h > k] = po(k) = e (3.4)
Llamando F'(k) la funcién de distribucién de h, se tiene de (3.4):
Fk)=1-=Prh>kl=1—e* Vk>0 (3.5)

es decir, h tiene una distribucién exponencial de pardmetro A.

A partir de este resultado se puede observar que la probabilidad que ocurran 2 o més eventos
simultdneamente es nula (el intervalo de tiempo entre 2 eventos seria igual a cero).

3.2.3 Primera Definicién en Ley de un Proceso Uniforme de Pois-
son

El Proceso Uniforme de Poisson es un proceso de conteo en el cual los intervalos separando
dos eventos consecutivos son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
de acuerdo a una ley Fxponencial.

E(h) = 5 es el periodo medio entre dos eventos consecutivos; su inverso A representa la
frecuencia media, o si se quiere la densidad media del proceso puntual en el eje del tiempo
y sus unidades son (Nimero de ocurrencias/ Unidad de tiempo). A dicho pardmetro se le

denomina la tasa del proceso.

Algunos resultados importantes que es posible extraer de la definicién de un Proceso Uni-
forme de Poisson son los siguientes:

2Recordar que al definir la funci
’on de repartici
‘on de los intervalos se estd definiendo completamente la ley de probabilidades asociada a un proceso de
conteo como el poissoniano (ver definicién de procesos de conteo).
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3.2.4 Propiedades de un Proceso Uniforme de Poisson

Antes de detallar un conjunto de propiedades que satisface el proceso uniforme de Poisson
conviene definir la siguiente notacién para las distintas variables que intervienen:

Definiciones

e Sea N(t) el nimero de eventos que se han producido en el intervalo [0, £].

e Sea N(t;t') el nimero de eventos producidos en el intervalo (¢, ¢'].

N(t, i) = N(') — N(¢)

e Sea Uj; el tiempo que transcurre entre los eventos consecutivos ¢ — 1 e 4.

e Sea S, el tiempo que transcurre hasta que se produce el n-ésimo evento.

Propiedad 3.1 El Proceso Uniforme de Poisson no tiene Memoria. Si U representa el
tiempo entre dos eventos consecutivos, se cumple entonces que:

Pr[U >t + s|U > s] = Pr[U > {]

Propiedad 3.2 Incrementos Independientes
Sea A = N(t1,t3) y B = N(ts, 1), donde t; < 1o < 13 < t4 entonces en un proceso uniforme
de Poisson se cumple que A y B son independientes.

Propiedad 3.3 Incrementos Estacionarios
N(t,t") tiene la misma distribucidn que N(t' —t).

Propiedad 3.4 S, tiene una distribucion Erlang de pardmetros n y X, es decir, su funcion
de densidad viene dada por:

n -1, =Xt
fsn(t):)\ (2_1; Vt>0,¥YneN

Propiedad 3.5 N(t) tiene una distribucién Poisson de pardmetro A-t . Luego su funcidn

de reparticion es:

A-t)F . e

PIN(f) = k] = . - Yk € N
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Propiedad 3.6 Sea (a,b) un intervalo de tiempo dado. Si se sabe que n eventos se pro-
dujeron en (a,b) y t; , to ,...... , t, son los instantes en los que estos eventos ocurrieron
(a <t <ty < .. < t, < b), entonces los n eventos se reparten Uniformemente en el
intervalo (a,b). Es decir, la funcion de distribucidn conjunta de los ty , Lo ,...... , tn viene
dada por:

f(tl,tQ,...,tn): —_— a <t <lg< . <t, <b

Las propiedades de incrementos independientes e incrementos estacionarios no requieren
demostracion, pues las introdujimos como axiomas para definir el Proceso de Poisson. La
demostracién de las demas propiedades se encuentra en el Apéndice 3-A.

3.2.5 Segunda Definicién de un Proceso Uniforme de Poisson

A partir de la propiedad (3.5) es posible enunciar una segunda definicién para un proceso
de Poisson.

El Proceso Uniforme de Poisson es un proceso de conteo tal que sobre todo conjunto de
k intervalos disjuntos (t1, t}), (to, th) ,....,(tx, t},) los nimeros de eventos aleatorios que se
producen Ny, Na,...,Ni son independientes en probabilidad y cada uno de ellos obedece a una
ley de probabilidades de Poisson, donde el pardmetro para N; es A - (t; — t;).

Muchas veces en un proceso de conteo nos interesard no sélo el numero total de eventos
sino distinguir distintos tipos de eventos. En otras oportunidades observaremos distintos de
eventos independientemente, pero estaremos interesados sélo en el total de ellos. En lo que
sigue estudiaremos ese tipo de fenémenos para el caso en que los procesos involucrados son
Poissonianos.

3.2.6 Division de un Proceso Uniforme de Poisson

Sea N(t) un proceso uniforme de Poisson de tasa A, tal que los eventos asociados a N(t)
pueden clasificarse en dos categorias, Ay B. Con probabilidad p un evento de N(%) es tipo A
y con probabilidad 1 — p es tipo B. De esta forma a partir del proceso N(t) pueden definirse
dos procesos Na(t) y Np(t) en donde N4(t) (Np(t)) representa el niimero de eventos tipo A
(B) que se han producido hasta ¢.
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Proposicién 3.1 Los procesos Na(t) y Np(t) son dos procesos uniformes de Poisson inde-
pendientes de tasas Aa=p-AyAp=(1—p)- A

La demostracién se encuentra en el Apéndice 3-A.
3.2.7 Mezcla de dos Procesos Uniformes de Poisson Independien-
tes

Sean Ny (t) y Na(t) dos procesos uniformes de Poisson independientes de tasas A\; y Ao res-

pectivamente. A partir de estos dos procesos es posible construir un tercero que corresponda
a la suma, es decir N(t) = Ni(t) + Nao(?).

Ny (t)

N(t) = Ni(t) + Ny (1)

No(t)

Proposicién 3.2 El proceso N(t) es un proceso Uniforme de Poisson de tasa A = Ay + Aa.

La demostracién se encuentra en el Apéndice 3-A.

A lo largo de esta seccién se han caracterizado los procesos de Poisson mediante dos de-
finiciones que corresponden las formas mas comunes de representarlo. La Definicién 1 lo
caracteriza mediante los tiempos entre eventos sucesivos, mientras que la Definicién 2 lo ha-
ce a través del nimero de eventos producidos en un intervalo de tiempo dado. A continuacién
se enuncia una tercera forma de caracterizar un proceso uniforme de Poisson.
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3.2.8 Tercera Definicion de un Proceso de Poisson

El proceso de conteo {N(t)},cg, es un Proceso Uniforme de Poisson con tasa A si:

1. Pr[N(t+h) = N() =0 =1 — X h+o(h)
2. Pr[N(t+h) — N(t) =1 = X - h+ o(h)
3. Pr[N(t +h) — N(t) > 2] = o(h)

4. N(t+h)— N(t) es independiente de N(s) con s < t, h > 0 (es decir, posee incrementos
independientes).

Donde o(h) representa funciones que cumplen limy_,q @ = 0.

Corresponde ahora verificar que las tres definiciones de procesos uniformes de Poisson que
se han dado son efectivamente equivalentes. Para ello se utilizara el siguiente esquema.

D€f1 = D€f2 = D€f3 = D€f1

® D€f1 = D€f2
La demostracién de esta primera implicancia ya fue hecha al demostrarse la Propie-
dad (3.5) de un Proceso Uniforme de Poisson.

e Defy = Defs
Para demostrar esta implicancia se debe probar que la segunda definicién de proceso
uniforme de Poisson implica los 5 puntos que conforman la tercera definicién.

1. Para probar el primero basta con observar que de acuerdo a la definicién 2, N(t; t+h)
sigue una distribucién Poisson de pardmetro A - h y por tanto la probabilidad que
N(t;t+ h) = 0 viene dada por e~*". Ahora bien, desarrollando la funcién exponencial
como una serie de potencias se tiene:

(=X h)k

Pr(N(t;t+h)=0)=e M =1- ). h+2 T

k=2

(3.6)

Luego definiendo o1 (h) = > %2, K—L se tiene que Prob(N(t;t+h) =0)=1—-X-h+
o1(h). Es facil verificar que o, (h) efectlvamente es o(h) (i.e. lim,_, OIT(h) = 0.

2. El segundo punto se puede probar de manera similar: dado que N(;¢ + h) sigue
una ley de Poisson de pardmetro Ah, entonces Pr[N(t;t + h) = 1] = ey L b =
A-hPHN@tt+h) =0 =A-h(1—\-h+o1(h)) =\ h— A\2h% + Mo, (h). Llamando
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02(h) = —A2h? + Aho,(h) se tiene Pr[N(t;t + h) = 1] = M+ 09(h) (verificar que 0y (h)
es o(h)).

3. El punto 3 es directo, recordando que las probabilidades de los eventos N(t;t+h) =
0, N(t;t+h) =1y N(t;t+h) > 2 deben sumar 1, y verificando que la suma (diferencia)
de funciones o(h) es también o(h).

4. Tomando los intervalos disjuntos (0;s) y (t;t + h) es directo de la definicién 2 que
el nimero de realizaciones al interior de cada uno de ellos son independientes entre si.

D€f3 = D€f1

Supéngase que en el instante ¢y se produjo un evento de proceso N(t) y sea T el tiempo
que transcurre hasta el préoximo evento. Interesa probar que bajo las hipdtesis de la
definicién 3, T' es una variable aleatoria con distribucién exponencial de media % Para
ello conviene expresar la probabilidad que T sea mayor h+q de dos formas equivalentes.
Por un lado usando el punto 1 de la definicién 3 se tiene que:

Pr(T >h+q) =Pr(N(lp;to+h+¢q)=0)=1—X-(h+q)+olh+q) (3.7)
Por otro lado

ademds por punto 3, N(ty;to + h) y N(to + h;te + h + ¢) son independientes. Usando
el punto 4 de la definicién 3 N(ty + h;to + h + ¢) tiene la misma distribucién que
N(to;to + ¢). Por lo tanto uniendo estos dos resultados se tiene que :

Pr(N(to; to + h + q) = 0) = Pr(N(to; to + h) = 0) - Pr(N(to; 20 + ¢) = 0) (3.9)

o bien
Pr(T > h+q)=Pr(T > h)-Pr(T > q) (3.10)
es decir,
Pr(T > h+q) — Pr(T > q) —X-h+o(h)
A =Pr(T > )~ (3.11)

tomando limite cuando A tiende a cero y ocupando el punto 5 de la definicién 3 se
tiene:

dPr(T > q)

y =-XA-Pr(T>q)=Pr(T >q)=e (3.12)
q

y por tanto 7' sigue una distribucién exponencial de media %, que es lo que se queria
probar. 1
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3.3 Extensiones

3.3.1 Proceso de Poisson no Homogéneo

El proceso poissoniano estudiado hasta ahora obedece a los axiomas de Independencia y
Uniformidad, lo que significa en la prictica que mantiene siempre la misma intensidad (in-
dependiente del nimero de eventos ya realizados y del tiempo).

En particular sobre todo intervalo (¢,t + dt) existe una probabilidad A - dt de observar un
evento (para dt pequeiio). Sea P(t,h) la probabilidad que al menos un evento se produzca
en [t,t + h], entonces el proceso se dice continuo si:

lim P = 1
lim (t,h) =0 (3.13)
condicién que se verifica en el proceso clasico. Ademads, el cuociente @ admite, en el
modelo cldsico un limite el cual es independiente de ¢ y corresponde a A: densidad del
proceso puntual.

Se obtiene una extension al modelo cldsico si se supone que la intensidad A puede variar con
t. Tal modelo se desarrolla facilmente a partir del modelo clasico efectuando un Cambio de
Reloj.

Cambio de Reloj

Sea sobre un eje de tiempo OU un proceso de Poisson de tasa A. Designemos por u, us, . . .1a
secuencia de instantes en que se producen eventos.

Sea por otro lado, v = G(¢) una funcién continua, estrictamente creciente y derivable.

Esta funcién define una aplicacién de (T') sobre (U) y reciprocamente de (U) sobre (T')
biunivocas (G define un homomorfismo de T sobre U). Como T y U miden el tiempo: G
define entonces un Cambio de Reloj.

Una realizacién del proceso descrita por la sucesién uq,us,... en U es descrita por £y,1s,...
en 71" con:

Visto desde la escala de tiempo T la sucesion de eventos también define un proceso de conteo,
que satisface las siguientes propiedades:

e Sobre intervalos disjuntos S;, Ss, ... de T los numeros ny, ng, ... de eventos son indepen-
dientes en probabilidad.

e Sobre todo intervalo S = [t,t'] de T el nimero de eventos n(t,t') obededce a una
distribucién Poisson.
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En efecto,el nimero n(t,t') es igual al nimero de eventos realizados en [u, '] en el proceso
uniforme con v = G(t) y v’ = G(t'). Ademds, intervalos disjuntos en T' estdn asociados a
intervalos disjuntos en U a través de G.

n(t,t') obedece a la ley de Poisson de pardmetro \(G(t') — G(t))

Por tltimo, decir que un evento se produce en el intervalo (¢,t + dt) es equivalente a que se
produzca en (u, u + du) cuya probabilidad es A - du. Como du = g(t)dt con g(t) = %P ge

dt
tiene: t
Pr[l evento en [t,t +di]] = g(B)dt y G(t) = / g(s)ds
0

El modelo asi desarrollado sobre T es un proceso puntual que obedece al axioma de Inde-
pendencia ademads es continuo, pero no es uniforme.

3.3.2 Proceso de Poisson en Batch

Otra extensién al proceso cldsico se logra admitiendo que se produzcan 2 o mas eventos
simultaneamente; se dice que se produjo un evento en batch. El proceso puede ahora ser
definido en probabilidad como sigue:

e La sucesién de instantes en los que se producen eventos (en batch) forman un proceso
de Poisson (uniforme o no uniforme) definido por algin pardmetro A(t).

e Cada batch agrupa un nimero aleatorio de realizaciones simultdneas k. El nimero
de realizaciones en dos batch distintos son independientes en probabilidad y obedecen
todos a la misma ley (arbitraria).



3.3. Extensiones 49

De acuerdo a lo anterior el numero de eventos en batch que se producen en un intervalo
obedece a una ley de Poisson, sin embargo, el nimero de eventos vistos como unidades en
general no se comporta deacuerdo a una ley Poisson.

Caso Particular

Sea un proceso uniforme en batch tal que la ocurrencia de los eventos batch forman un proceso
puntual uniforme de poisson de densidad A. Sea p; la probabilidad que & realizaciones se
produzcan simultdneamente en un batch. Se estudiard la ley de probabilidad del nimero de
eventos individuales que se producen en un intervalo de amplitud .

Sobre este intervalo el nimero de batch de tamafio k (sx) que se producen obedece a una
ley Poisson de parametro A - pg - £. La transformada z para sj es:

Jk(z) = E(2%) = P+t (3.14)

Sea z; = k - s; el nimero de eventos cuyas realizaciones provienen de un batch de tamano
k, la transformada z para xj, que se designa por gi(z) es:

gk(2) = B(z}) = E(25%) = gu(2*) = P! (3.15)

Por 1ltimo, el nimero total de eventos (individuales) que se han producido hasta t corres-
ponde a la suma de los {z;}, de modo que su transformada z, G(z), viene dada por:

G(z) = l;[ 9x(2)

—  eXApet(zF-1)]

e)\.tzk[pk.zk]_)\.tzkpk (316)
ademds, Y ;[py, - 2F] = 7(2) es la transformada z del niimero de realizaciones por batch
mientras que >, px = 1, con lo cual

G(z) = M@~ (3.17)

La ley de probabilidades del nimero de eventos durante un intervalo de amplitud ¢ pue-
de, en principio, obtenerse inviertiendo la transformada en la Ecuacién 3.17. Sin embargo
dicha transformada depende del término y(z) que en general es arbitrario. Habitualmente
invertirla analiticamente resultard inmanejable. Sin embargo, muchas veces puede ser inver-
tida numéricamente, o bien a partir la Ecuacién 3.17 es posible obtener los momentos de la
distribucién buscada mediante diferenciacién sucesiva.
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Por ejemplo el valor promedio de eventos durante el intervalo considerado(N), puede obte-
nerse como:

- dG (%)
N =
dZ |z:1
_ dy(2)
- )\ t _dZ |z:1
= Atk (3.18)

con k tamafio promedio de un batch. Este resultado podria haber sido obtenido por simple
inspeccion.

3.4 EJERCICIOS

1. Sea un proceso uniforme de Poisson de densidad A representado por una secuencia de
puntos { M, }nen-
Se construye un nuevo proceso a partir del anterior a través de una secuencia de puntos
{PF},.en definidos por:

P* = My,

es decir, se conservan del proceso original los puntos tomados de k en k.
Estudiar el proceso obtenido, determinando la ley de los intervalos entre ocurrencias.

2. Sea P()) un proceso uniforme de Poisson de densidad A. Se designan por { M, My, ..., M, ..}
la secuencia de puntos obtenida. Sea la secuencia de puntos {A;, As, ..., Ay, ..} definidos
como A, = centro de (M,,_1, M,,). Estudie el proceso R()) de los puntos A,,. Compare
R(1) y P(2). Determine si los intervalos sucesivos entre ocurrencia del proceso R())
son independientes. Calcule el coeficiente de correlacién entre dos intervalos sucesivos.

3. Sea P(\) = {M;, My, ...} un proceso uniforme de Poisson de densidad A. Sea A un
punto sobre el eje del tiempo. Cudl es la ley de probabilidad de la amplitud del intervalo
(M, M, 1) que contiene a A.

-) Suponga primero que el proceso opera desde t = —oc.
-) Suponga que el proceso opera desde ¢ = 0.

4. Sea un proceso de Poisson en batch en el cual las ocurrencias de los batch obedecen a
un proceso uniforme de Poisson y para el cual el tamano de cada batch es una varaible
aleatoria con la misma ley de probabilidad L.

Determine las leyes L para las cuales el nimero de eventos aleatorios elementales
observados sobre todo intervalo obedece a una ley Poisson.
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Apéndice

3-A Demostracion Propiedades Procesos de Poisson

Propiedad 3.1 El Proceso Uniforme de Poisson no tiene Memoria. Si U representa el
tiempo entre dos eventos consecutivos, se cumple entonces que:

Pr(U > t+s/U > s) = Pr(U > 1)

Demostracién
Pr(U>t+s)
Pr(U >t U =——* 3.19
r(U>t+s/U > s) Pr(U > 3) (3.19)
Como U sigue una distribucién exponencial de pardmetro A se cumple que:
Pr(U>t+s) = e 9
Pr(U>3s) = e (3.20)
por lo tanto, reemplazando las expresiones anteriores en (3.19) se tiene:
Pr(U >t+s/U >s) =e " =Pr(U > t) I (3.21)

Propiedad 3.4 S5, tiene una distribucion Erlang de parametros n y A, es decir, su funcion
de densidad viene dada por:
A7 tn—l . e—)vt

s (t) = monr 20vneN

Demostracién
Se tiene que S, = Uy + Uz + ...... + U, , es decir, S, es la convolucién de los n primeros U;.

Recordemos que si X e Y son v.a. independientes. la transformada de la convolucién de X
e Y es igual al producto de las transformadas de X e Y.

Usando ese resultado se tiene que la transformada de S, es el producto de las transformadas
de los U; (pues los {U;} son independientes). Ahora

A

+oo
_ —8Z ), ,~AE —
(s) = /0 e A-e Mz s

(3.22)

o) = i = [12] (339
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la inversa de la transformada anterior corresponde a

AP e 1., —)\'t
fSn() ( _1) VtZ():V”EN

es decir, una distribucién Erlang. 1

Propiedad 3.5 N(t) tiene una distribucién Poisson de pardmetro A -t . Luego su funcién
de reparticion es:
_ ()\t)k .e—)\t

o Vke N

Demostracién

Sea (AB) = T un intervalo de tiempo dado. Designemos por p; la probabilidad que se
produzcan k eventos exactamente en (AB) y Piy la probabilidad que se produzcan al menos
k, luego Iy = pr + Pri1 + coeeeeee. Sean {#;}¥ | los instantes en que se producen eventos
(A<t <ty <...<t).

IA 3 Ez Be1 By B
¥ 1
{ t to k-1 'k uT
< P 1
Y1 > u 2 s u K
Fig. A.1
La duracién (AEy) = vy + g + ... + ug. Como us, us, ..., ux son duraciones aleatorias in-

dependientes, cada una de ellas sigue una distribucién exponencial de pardmetro A , ademas
como la distribucién exponencial no tiene memoria v; también tiene una distribucién expo-
nencial de pardmetro lambda. Luego (AE}) es la suma de k variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas, la suma obedece a una distribucién Erlang de pardmetros
(A, k). Luego

I, = Prob((AEy) <T)
T AR e
= o
e = g — 1y
Y AN O L OF) L) Y
- /0 Al(k—m_ k! ]e dt
(AT)F - e=AT

= (3.24)

que es lo que se queria probar.

Propiedad 3.6 Sea (AB) un intervalo de tiempo dado. Sea OA = a y OB = b. Si se
sabe que n eventos se produjeron en (AB) y t; , to ,...... , tn son los instantes en los que
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estos eventos ocurrieron (a <t <ty < urenns <t, < b), entonces los n eventos se reparten
Uniformemente en el intervalo (AB). Es decir, la funcidn de distribucion conjunta de los t;
, o e, , tn viene dada por:

f(tl,tQ,...,tn): " a <t <lg< . <t,<b

Demostracién
Sea (AB) un intervalo de tiempo tal que (OA) = ay (OB) = by n eventos se han producido
en (AB).

o a t1 ts ... LI L T, b
Fig. A.2
la probabilidad de obtener n eventos en los instantes ¢, %o, ..., %, ...., t, 0 Mas exactamente
en los intervalos (t1;t1 + dt1), (t2; ta + dta), ..., (tg; Tk + dtg), ...... , (tn; tr + dty,) es:
P = [eMm9)gt] - [e XNt - [em M i) 2\, ] - MO
= A" e M9y dty - dty, (3.25)

Ademis la probabilidad de obtener n eventos en (AB) es:

Mb=a)" - —A(b—a)
Q= (b—a) - (3.26)
n!
Finalmente la probabilidad buscada es el cuociente entre P y () es decir:
n!
7dt1 dtQ s dtn a S tl S t2 S ..... S tn (327)

(b—a)



