1 Optimizacion restringida

1.1 Una receta de cocina para resolver problemas de optimizacién restringida

Esta receta tiene 7 pasos.

Paso 0 : Escribir el problema en la forma candnica.

Esto es convertir el problema en uno que se vea asi:

max  f(z)
zelRF
s.a (1)
hi(x) = ¢ i=1,...,n
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Paso 1 : Formar el Lagrangeano agregando X\; ¢ = 1,...,n y A; j = 1,...,m para tener una

funcién de k + n + m variables:
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Paso 2 : Expresar las condiciones de primer orden para cada zp h =1,...,k.
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Paso 3 : Agregar las n 4+ m restricciones.

hi(z) = ¢
gi(z) < ¢
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L= f(x) — Z)\z(hz(x) — Cz‘) - iAy(gj(x> - Cj)
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Paso 5: Agregar las condiciones de holgura complementaria.

Ai(hi—ci) = 0 i=1,...,n (Estas no aportan mucho)

Paso 6: Mezcle todos los ingredientes y resuelva por ensayo y error. Si encuentra una solucién, es

una posible solucién del problema.

1.2 ;Por qué funciona la receta?

Teorema 1 (Lagrange) En el problema:

max  f(2)
s.a
gi(x) = ¢ i=1,...,m

Si:
1. fygii=1,...,n son diferenciables.

2.z € C es una solucion.

8. La matriz de n X m

091(Z) .. O (z)
8$1 83371
M = : :
Ogm(x) . 9Igm(2)
ox1 0zn

tiene rango m (condicion de calificacion de restricciones).

Entonces, existen m escalares \; € IR, llamados multiplicadores de Lagrange, tales que:

0gi(x .
i Vi=1,...
8x] ; 81‘] J SR
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La condicién de calificacién de restricciones, garantiza que Z también es solucién del siguiente

problema (que no es sino una linearizacién, en torno a Z del problema original)

max  f(z)+Vf(z)(z - 2)

Vgi(x)(x —Z) =¢ i=1,...,m

Intuitivamente, si & es una solucién del problema, entonces cualquier direccion de desplazamiento
z € IR™ tal que no tiene efectos de primer orden en las restricciones, tampoco puede tenerlos en
la funcién objetivo. Es decir si Z es solucion, no debe ser posible aumentar el valor de la funcién

objetivo sin violar alguna restriccion.

Por lo tanto, cualquier direccion z tal que:
Vgi(z)z=0 Vi=1,...,m

implica que:

Vi@)z=0
Por lo tanto la matriz de (m + 1) x n
of(z) .. 9f(@
ox1 Oxn
091(Z) ... 9% (z)
E — 85.51 8ﬁffn
ogm(Z) .. Ogm(%)
ox1 0zn

satisface que:
2/E-z =04 Vg;jz=0
luego:
M-z=0
Como esto sélo es posible si E'y M tienen el mismo rango, entonces agregar la fila V f(Z)" no tuvo
efectos en el rango de la matriz. En conclusion V f(Z) es una combinacién lineal de los Vg;(Z) vy,
por lo tanto, existen m escalares tales que:
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Noétese que esta es una condicién necesaria pero no suficiente, es decir, que existan los multiplica-
dores de Lagrange no implica que el punto sea solucién del problema, sino, solamente, que es una

posible solucién del mismo.



Definicién 1 (Hiperplano) Sean z € R" y 5 € IR, se define el hiperplano H, g como el conjunto
de los x € R" tales que:

zx =0
Este hiperplano divide al espacio en dos mitades, la mitad superior H? 5, compuesta por todos los
puntos xs tales que

zxg >
y la mitad inferior Hiﬂ, compuesta por todos los puntos x; tales que:

zx; < 0

Teorema 2 (Hiperplano separador) Sea el conjunto convexo y cerrado B C R"™ y un punto
z € R™ € B, entonces, existe un hiperplano H peiq tal que, si B C Hjﬂ entonces x € H;beta Y

viceversa.

Dem.

Sea y el punto de B que es mas cercano, en el sentido de la norma euclidiana, a x. Definamos

z=x—yyf = zvy, entonces, es facil ver que z-z > 3'. En efecto:
zr—f=(@—yr—(-yy=(e-y -y =-y*>0

Ademds para cualquier w € B el dngulo entre (w — y) y (z — y) no puede ser agudo (si lo fuera,

entonces y no seria el punto de B mds cercano a z). Luego,

(z —y)(w—y) <0
es decir:
(z—y)w—(z—-y)y <0
0, lo que es lo mismo,
zw < B

Sea ahora 3 = (3 + ¢ con € > 0 suficientemente pequeno para que z-x > (3. Entonces, el hiperplano

H, s es tal queBEH;ﬂyerjﬁ. O

Teorema 3 (Kuhn—Tucker) Supongamos que T € C es una solucion del problema:

max  f(2)

S.a

si se satisface la condicion de calificacion de restricciones, entonces existen m multiplicadores de

Lagrange \; € R™ tales que:



1. Para todo j =1,...,n:

2. Para todoi=1,...,m:

Dem.

Intuitivamente, demostraremos que, para toda direccién de desplazamiento z € IR"™ tal que Vg;(z)-z <
0i=1,...,m (es decir, que satisface las restricciones) entonces V f(Z)-z < 0, es decir, no es una
direccién de crecimiento de f(z). Es decir, si hay una direccién en la cual la funcién objetivo puede

aumentar, entonces en dicha direccion debe violarse, al menos, una restriccién.

El teorema establece que, para que Z sea una solucién del problema, V f(Z) debe estar en el cono

definido por las restricciones activas:

P=qyeR"/y=> \Vg(x) VA =0
i

Supongamos que esto no es asi, es decir, Vf(z) ¢ T', entonces, por el teorema del hiperplano
separador, existen un vector z € IR" y un nimero 3 € IR tal que Vf(z)z > By yz < B VyeT.
Como 0 € I, esto implica 3 > 0, por lo tanto, V f(Z)-z > 0.

Ademss, Yy € I',0 € RT, 0y € T, por la definicién de cono. De donde se obtiene que:
Oy-z < f3 Vo cRT

En particular, sea 6 = (1 + y%) entonces:
B _
1+ —)yz=y2z+p0<p
Y-z

es decir, y-z < 0y, por lo tanto, Vg;(Z)-z < 0 para todo i y Vf(Z)-z > 0 (es decir, existe
una direccién de crecimiento factible que permite incrementar la funcién) lo que contradice a la

linearizacion del problema que se desprende de la condicién de calificacion de restricciones. O



