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Capitulo VII

RELATIVIDAD ESPECIAL

VII.1. Introducci 6n

La relatividad especial, de acuerdo al libro de Sir E. Whittaketlistory of the
theories of Aether and Electricitfjue introducida por H. PoincarH. A. Lorentz,
G. F. FitzGerald, y puesta en la forma final por A. Einstein en 1905.

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por
J. A. Wheeler, quien conazly trabajo con Einstein en suB@s en Princeton

Einstein teila una especial preocupénipor entender el origen y naturaleza del
tiempo. Una pregunta que lo fascinaba erabma@ aparecéa el universo para un
observador que viaja en un rayo de luz? estas preocupaciones unidaéladegs s
conocimientos dei$ica y materatica, su genialidad y persistentcia permitieron
dar una forma definitiva a la teélarde la relatividad especial. Einstein poétgle
la luz adquiere la misma velocidad en cualquier sistema de referencia inercial.
Este es el principio &s revolucionario en su tdar Genera dos consecuencias
inmediatas.

Como existen infinitos sistemas inerciales, cada uno emalise con una ve-
locidad relativa constante con respecto a éteste principio afecta directamente
al principio de superposian de velocidades en la forma establecida en el movimien-

lwww.escuela de veranoffisica/index.html , ver relatividad especial
2Cuando Einstein inveatla relatividad especial, no tenun cargo en una universidad.
3Ver Captulo IV, acerca de la validez de las las Leyes de Newton.
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to relativo de la cinertica newtoniana. Establece tammbiel caacter relativo de
la idea de simultaneidad. Esto es: dos hec¢hgse ocurren simudineamente en
el sistema de referencia de un observador inercial no ocurrgrass otro obser-
vador en movimiento relativo con respecto al anterior. Paraidtst®, uno de los
hechos mencionados ocurre antes que el otro.

En la relatividad especial, la idea de simultaneidad para dos hechds &star
ciada directamente al observador inercial quidoasstabled. Para otro obser-
vador inercial, en movimiento relativo con respecto al anterior, estos dos hechos
no ocurren en forma sima@hea.

También como consecuencia de adoptar la velocidad de la luz como una con-
stante universal, desaparece la necesidad de especificar un medio que soporte las
oscilaciones de la luz, considerada como una onda electr@tiegpropagndose.

Este medio, denominadxer, sostiene las oscilaciones de las ondas electrategs.
Junto con eéter desaparece la posibilidad de elaborar acerca de un sistema de ref-
erencia en reposo absoluto.

La genialidad de Einstein fue abandonar la idea de un espacio y un tiempo
absoluto y establecer la idea de una unidad espacio-tiempo, construido por ca-
da observador inercial en base a los principios de la relatividad especial. Este
espacio-tiempo constituye el andamiaje de cada observador inercial. Las medi-
ciones del largo de una vara o el largo de un intervalo son tanmisopias de cada
observador, relativas al observador que realiza las mediciones. En este esquema,
la velocidad de la luz es un elementasizo, puesto que es universal, el mismo
para todos los observadores inerciales.

El valor de la velocidad de la luz es tan grande comparado con cualquier otra
velocidad,que es muy didfil detectar las consecuencias de estos postulados en la
vida diaria.

El siguiente ejemplo ilustra una situanique no corresponde a lo que estamos
habituados y que suced@rsi existieran objetomacrosépicosque viajaran a
velocidades cercanas a las de propagadie la luz. O, que sucedan en caso
que la velocidad de la luz tuviera un valor cercano a los que se observan en la vida
diaria.

Nuestra experiencia indica que si un hefitero se acerca a una muralla ilu-
minandola con un foco, como se ilustra en la Figura, la zona iluminada se acerca

4Mas adelante, definiremos evento que reempdaltague denominaremos dgqaomo "he-
chos”
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desde infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es posible que el
movimiento de la sombra proyectada por una muralla debido al foco en movimien-
to, puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si el foco (o ebpielio)

se acercara a velocidades cercanas (pero inferiores) a la velocidad de la luz.

Ejemplo

Un avion viaja en forma recfihea a una velocidad, cercana a la velocidad de
la luz y a una alturdf sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar énavi
emite un rayo de luz pasando apenas sobre el muro.

Dos observadored y B en reposo, descansan @estdel muro de altura. B
se ubica justo defis del muro, mientras qué permanece a una distancide B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) elbewvenciende otra linterna
que ilumina al observador B. En este ejemplo, nos interesa slo estas dos linternas,
la situada en el punto P y apuntando sobre el borde superior de la muralla y la
situada en el punto D, justo sobre la muralla y apuntando en forma vertical sobre
B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidatel avbn de modo que el
destello (fobn) emitido desde la linterna e, al ser encendida por el paso del
avion, alcance al observaddrjusto en el instante en que el éot, emitido desde
la linterna situada en el punto, alcanza al observadat.

Hallar el rango de valores dahgulog para el cual ocurre esta situani

b) Demuestre que si la velocidad del@vies mayor que el valor encontrado en
la pregunta anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la
oscuridad que hay en el lado izquierdo del muro se recoge dgsaldado de la
muralla haciaA. Justo lo opuesto a lo que dicta el sentido comn.

Este es un ejercicio de cinéica no-relativista.
Solucion

a) Para encontrar el valor buscado paraalcularemos el tiempo que tarda el
rayo de luz en recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P—C—A) =Ty,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Figura VII.1: Al pasar por los puntd®y D el avion enciende una linterna ubicada
en cada uno de dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

T(P—D—C— B)=Tpg.

Calculemosl’,.
Como los trangulos reé@ngulosA CDP ~ A CBA, entonces
AP H — H _ H
—_ == i i AP = — AC = — V{2 + h?
Yol de aqii se obtiene . C . 02+ h?,
donde hemos usadoA = v/ h2 + (2.

PeroT, es el tiempo que el foh demora en recorrer la distandal, de modo
que:

T, = %\/h2+€2-1. (VIL.1)

Cc

Para calcular la velocidad de modo que el destello emitido énllegue aB
simultaneamente con el fom que sab desdeP y alcanzaA, debo considerar el
tramo P D que record el avbn.

Tp=T(P— D)+ T(D— C — B).

VIL1.  INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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El tiempo que transcu@ientreP — D es

T(P— D)= Q
u
De la Figura se tiene:
PD !
DC R
de modo que
. - l
PD = gDC: —(H —h), (VI.2)
h h
de esta forma
((H —h)
TP — D)= ——=.
( ) "

El tiempo de viaje del destello entfey B es:

T(D_>B):E
C

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B,
contando el instante desde que ebavéencend la linterna en el punto P:

((H —h H

Si imponemos la condioh queA y B reciban los destellos simaheamente, se
debe cumplir qué’y = T, y de esta ecuadh obtenemos la condim buscada:

CH=h) H_HVPEP
hu c ¢ h ’

despejanda,/c, obtenemos:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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h

h (1-=)
como 7= tan o, entonces: -~ — 7 H (VIL.3)
C
{cos 5 tan gb]
El angulog debe cumplir la siguiente condisi:

u 1 —sen ¢ h
- <1 7> (1-—).
c < - cos ¢ > H)

En el géafico que se acomfla se puede estimar el rango de valores posibles
que puede tomat.

u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5
1.2-%

1.1%

1
0.9¢
0.8+
0.7
0.6¢

] +
5% 0.2 n 4 0.6 0.8 i

b) Es claro que si la velocidad del &niu aumenta, entonces el destello emitido
en P, llega aA despés que el emitido desd€, puesto que el abhn viaja nmas
rapido y el iempdl’»p se acorta.

Si el avibn viaja con una velocidad = u(¢) que se ajusta a la ecuaniVIl.3,
la regbn AB se ilumina en forma instaamea.

Si "
u 1- H
1> Z > (m) COS ¢

entonces la zond B se ilumina desdé haciaA, siempre que no emita destellos
cuandop < 0,6. Parap > 0,6 no se cumple qué < 1.

VIL1.  INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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VII.1.1. Sinopsis del origen y resultados de la relatividad espe-
cial

La med@nica newtoniana supone la existencia de un tiempo y un espacio abso-
luto, rigido, inamovible y, en consecuencia el mismo para todos los observadores.

Este esquema resalta claramente cuando uno resuelve problemasadeaec
Est en los supuestos. Nadie ha registrado un acortamiento en el largo de una barra
en movimiento o un desajuste en el reloj de un viajero internacional a su regreso.

La falta de evidencias de este tipo en la vida diaria, se debe a que la magnitud
de la velocidad de la luzy 300,000 km/s, supera ampliamente cualquier veloci-
dad cotidiana. Por esta i@z algunos de los ejercicios propuestos s@s tien
experimentos pensadgsie realidades. Sin embargo, las predicciones de la rela-
tividad especial han sido verificadas en todos los experimentos realizados hasta el
presente.

Uno de los postulados de la relatividad especial afirma que la velocidad de la luz
es la misma en todos los sistemas de referencia inerciales. Este principio genera
cambios profundos en la conceidel tiempo y del espacio. Para aceptarlos es
necesario su verificatn experimental. En esta tarea juega un papel central la pre-
cision alcanzada en la mediei del tiempo. Por esta ram, antes de adentrarnos
en los postulados de la relatividad especial, haremos undareled paulatino in-
cremento en la preci@n con que se registra el tiempo. En la actualidad, esta es la
variable que se puede medir con mayor préaisi

VII.1.2. La medicion del tiempo

El tiempo se define en forma tal que la descipailel movimiento resulte sim-
ple [2]. De hecho, uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertienidyp
lo en una naquina confiable para registrar el paso del tiempo. Comofialae
Penrose [3], los griegos lograron un entendimiento aceptable de losézos
eshticos, pero no agde los diramicos. Este hecho proviene, en parte, por la falta
de una forma adecuada de cuantificar el cambio de posde un objeto. Otro
de los aciertos de Galileo fue utilizar un reloj de agua para tabular el tiempo du-
rante la céda libre de los cuerpo&ste fue tamléin el origen de la utilizadh de
planos inclinados y poleas, que surgieron como una forma de hacédéalitae
mas lenta y por tanto &s facil de tabular. Es tamén, el origen de los ejercicios

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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propuestos en los libros introductorios de a@ca.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII
reemplab el reloj de @ndulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte
helicoidal. De este modo se aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre
el funcionamiento del reloj. Otro relojero John Harrison (1693—-1776) atiliz
resorte bimeilico para disminuir los efectos debido a los cambios de temperatura
y logrb construir un reloj queddo se atrasaba 54 segundos déspie una través
maiitima de 156 @as [5].

El mas antiguo de los relojes lo constituye el movimiento de la Tierra alrededor
del Sol. A medida que aumenia precisbn de los instrumentos utilizados, comen-
zaron a surgir dificultades debido a que la tierra describe una elipse alrededor del
sol y, por la conservaocn del momento angular, hay tramos en los cuales viaja
mas apido (ver Figura) y el i solar, considerado como el intervalo de tiempo
que transcurre entre dos posiciones consecutivas del sol en el cenit de un mismo
lugar, se alarga en aproximadamente 4,7 segundos con respeict@airedio.

¢ Es posible detectar estos cambios?

T;EW >
% \ﬂ V
A j A
[ )] ' J

E| Ainv s AoA Ul AL sv acortn

Figura VII.2: Este es un diagrama muy exagerado deléa de la Tierra alrede-
dor del Sol. Ladrbita de la Tierra es muy cercana a una circunferencia. Se encuen-
tra mas cerca del Sol durante el verano del hemisferio Sur.

En 1900 los relojes se ajustaban de acuerdoaaistto de las estrellasan
luminosas a tra@s de los meridianos de los observatorios terrestres. Esto se define
como un da sideral.

En 1936 la construcon de relojes degndulo eraé&cnicamente tan sofisticada
que en el instituto BIH (Bureau International de I'Heure) se dogicanzar una
precisbn suficiente para poder comparar la dubadilel da en dos fechas difer-
entes y asegurar que el largo de da de Enero de dichoia excedd a uno de

VIL1.  INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Julio en aproximadamente 2 milisegundos [01

En 1955 la precigéin de los relojes
atbmicos permitan medir el tiempo con
una exactitud de una parte én'! y su
tamdio y peso permian hacer compara-

ciones entre puntos alejados uno del otro.

Hoy, la precision y estabilidad de los
relojes nucleare$ permite una exactitud
en su medida de 2 partes &,

Escalas de tiempo

El tiempo solar medioes la escala
de tiempo obtenida mediante la poéici

b H :::n.c, 22 3””'9;/"3_

or QQGQ W s

ademas al Consejo de Seguridad que rupuda las gemonu
de su enviado especial 2 Yemen. Asimismo,
senaié que el organismo debe “dejar ciaro que tl eﬂm ac
tual de la situaci6n no puede ser tolerado”.

Nave espacial Ulysses

PASADENA. EE.UU.. 28 (AFP).— Mis de tres afcs
y medio después de su lanzamiento. [2 nave espacial Uly-
sses alcanzo el poio sur del Sol, después de haber estuﬂh-
do Jupater. mmoo 1a NASA. Desde siempre, desde que
etudiamos el el sistema som' nos quedamos alre-
dedor del ecuadnr del Sol, declart Willis Meeks, el du'ee-
tor del proyecto Ulysses. Par primera vez, estame
grandes alturas sobre el polo y podemos ver el Sol dtsdc
una perspectiva wuhmme diferente. El Im;n del Uly-
sses sobre el polo sur del Sol comenzd el domingo y fina-
lizard en noviembre pro;

Relojes se ajusta.n en un segundo

NUEVA YORK. 28 (ANSA).— En la noche del jue-
ves al viernes. los reiojes se detendran por un segundo en
todo el mundo, para ajustarios con la marcha de la rota-
cién de la Tierra. Se ln ha denmmnada el segundo bisies-
to y llevara el tiempo a un extrafio uto de 8l segun-
dos, cuando sean las 19h.59°59 de Wuhmnun (1H.58'59

GMT), donde tiene su sede el Observatorno Naval. Son

precisamente los expertos de este observatorio quienes
omenln detener el tiempo, una medida necesaria para
corregir un retraso en la rotacién de la Tierra.

Farmaco contra cancer de pulmén
NUEVA YORK. 28 (EFE).— Un nuevo farmaco ll2-
mado Taxotere ha demostrado ser uno de los més efecti-

vos contra el cincer de puimon. dijeron hoy invesr~=~
res estadoumdenses ©*

Figura VII.3: .

aparente del Sol, desgside aplicar diver-
sas correcciones para lograr una escala m
uniforme.

El tiempo universalUTO, es el tiem-
po solar medio referido al meridiano
de Greenwich (Greenwich Mean Time o
GMT).

Pequéas correcciones adicionales de la uniformidad del movimiento de la Tier-
ra debido a fluctuaciones en la dirgmtidel eje polar y otros movimientos peudli-
cos asociados a la afrsfera, las corrientes oaeicas , ...etc. lleva a otras escalas
ain mas uniformes: UT1y UT2.

Numerosos laboratorios han cooperado para generar lo que se deneimina
tiempo coordenado univers@TC), que es un promedio de las escalas de tiempo
atbmico de cada uno de los laboratorios. Para mantener la equivalencia entre el
UTCYy el largo del dg, es necesaridiadir o quitar, en forma ocasional, un segun-
do a la escala amica. Este es esegundo bisiestque se menciona en el recorte
de un perbdico que se acompa.

5El segundo se define de la siguiente formaatamo de Cesio 133, que al sufrir una trarsici
(hiperfina) entre dos estados posibles, emite una onda; 9.192.631.770 ciclos (oscilaciones) de esta
onda, corresponden a un segundo. Esta defimida una idea de la tecnolagnvolucrada en el
proceso de medién.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la es-
cala del navegante UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.

VII.1.3. Las ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo pasado exiah dos tedas que halan demostrado, a trés
de numerosos experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza. Estas er-
an, la teora elaborada por J. C. Maxwell acerca de la electricidad y magnetismo
de los cuerpos (que llamaremos ecuaciones de Maxwell) y latem@canicista
de Newton. James Clerk Maxwell (1831 — 1879) unifics diversos experimen-
tos relacionados con cargageticas, corrientes, bobinas...etc., realizados hasta
esaépoca en un conjunto de ecuaciones que llevan su nombre. Esta udificaci
se logb incorporando unérmino extra en una de las ecuaciones que, no con-
tradeda ninguno de los experimentos conocidos y ci@da una mayor belleza
—0 simetra—, a las ecuaciones. Es&rhino dio origen a una ecuaci de onda
cuya velocidad de propagaci en el vam era igual a la velocidad de la luz. A
raiz de estos resultados, Maxwell postupor primera vez, que la luz, era una
onda electromaggtica. Estas ondas fueron encontradas experimentalmente por
Heinrich Hertz en 1888, cuando Maxwell halmuerto.

Como sabemos, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los
sistemas inerciales.

Sin embargo, estas mismas transformaciones al extender su rango de validez a
las ecuaciones de Maxwell generaban problemas. Al realizar una transfonmaci
de coordenadas de la forma (VIl.4), las ecuaciones de Maxwell toman una forma
totalmente diferente en el nuevo sistema de referencia. Si se acepta estéarsituaci
como correcta, se deduce entonces que existeainduo para identificar un sis-
tema de referencia en reposo absoluto. Es aquel donde las ecuaciones de Maxwell
toman la forma ras simple. Se postdlque este medio en reposo absoluto era el
eter.

Por otra parte, si laluz es una onda, el criterio mecanicista obliga a pensar en un
medio sobre el cual se propaga esta ondas llin, de acuerdo a la compogiai
de velocidades introducida por Galileo, si la velocidad con que viaja un destello
de luz en nuestra sala esla velocidad de este mismo destello, medida por un
observador que se desplaza con una velocidamh respecto a la sala detzeser:
¢ = ¢ + v, dependiendo del sentido de la rapidez del observador.

VIL1.  INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura VIl.4: Un destello (o fdain) lanzado por un observador en reposo en el
laboratorio debefa tener una velocida@- — «) en el sistema de referencia de un
observador que se aleja del anterior con una velocidad

Silas ecuaciones de Maxwell cambian de forma al ir de un sistema de referencia
a otro, podemos pensar que se propagan con una velocidad constante en el sistema
en reposo absoluto. Este eg&trmencionado anteriormente.

La influencia hisbrica de las ondas mauaicas en cuerdas y otros ejemplos,
impulsH a los estudiosos de &poca a postular la existencia de este mediceet
que seria de medio de transm@i para las ondas electroma&gicas y a la luz en
particular.

Obviamente, este medio no se podietectar mediante nifig experimento
fisico. La teora de Einstein desebHa idea de la existencia déeter y adopt el
principio que la velocidad de la luz en el ¥a®ra una constante universal, toma
el mismo valor en todos los sistemas inerciales de referencia.

Hubo varios experimentos que indicaban que esta compadig velocidades
no corresponid a lo observado. Uno de estos experimentos fue el de Michelson-
Morley, quien, utilizando un dispositivaptico, intend detectar alguna diferencia
en el valor de la velocidad de la luz, dependiendo de la dibaccsentido en que
viajaba con respecto a la velocidad orbital de la Tierra. El resultado fue negativo:
no se enconér evidencia, dentro del margen de error del experimento, de una
superposi@n de velocidades del tipo utilizado en la rapiza Newtoniana.

Esto es importante, puesto que de acuerdo a las ecuaciones de Maxwell, la
luz es una onda electromaggita, de este modo si la luz no discrimina entre dos
sistemas inerciales en movimiento relativo, tampoco lo deben hacer las ecuaciones
de Maxwell.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Este problema fue resuelto por H.A. Lorentz quien ingama transformadn
parair de un sistema inercial a otro que dejaba a las ecuaciones de Maxwell invari-
antes, es decir sin cambiar de forma. Estas son las transformaciones de Lorentz,
las mismas que A. Einstein re-descabmas tarde.

Por qie Lorentz no es, entonces, el inventor de la relatividad? simple, no supo
interpretarlos correctamente. De acuerdo a su interpretacin, una barra en movimien-
to efectivamente se acortaba con respecto a una en reposo. Se realizaron varios
experimentos, muy ingeniosos, sin ningn resultado. Las baoag acortaban.

Que fallaba en la interpretamn de Lorentz? No se pudo desligar de la idea de
tiempo absoluto. Se necesitaba unaigams revolucionaria. La propuesta por
Einstein.

Las transformaciones de Lorentzaeestudiados &s tarde. En elinite, cuan-
do v la velocidad relativa de un sistema inercial con respecto, es paquen-
parada con la velocidad de la lazv/c << 1, las transformaciones de Lorentz
se transforman en las transformaciones de Galilalijas para las ecuaciones de
Newton.

Es notable que las ecuaciones de Maxwell permanecieran sin cambios al intro-
ducir las transformaciones de Lorentz para ir de un sistema inercial a otro. Las
ecuaciones de Maxwell son relativistas y fueron inventadas antes que se hiciera
presente la relatividad especial.

Las ecuaciones de Newton, sin embargo, necesitan ser modificados tanto en su
forma como en su concepto. Es preciso abandonar la idea de tiempo absoluto, que
esfiincrustado firmemente en las ecuaciones de Newton y en las transformaciones
de Galileo.

Por esta raan, entre otras, revisaremos la relatividad de Galileo.

VII.1.4. El principio de relatividad de Galileo

La primera Ley de Newton es la defirbci de un sistema inercial. Si un cuerpo
permanece en reposo (0 en movimiento uniforme), lo podemos considerar como
un sistema de referencia inercial. Una vez definido necesitamos un protocolo para
relacionar las observaciones desde un sistema inercial a otro, de forma que las
leyes de Newton sean las mismas en amBete es elprincipio de relatividad de
Galileo.

VIL1.  INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Establece quelocalmente no existe un experimento que permita a un obser-
vador distinguir entre un movimiento uniforme reictdo y el reposo.

? 0,°
e
(a)
i *0, il
1&- ‘Dz .L ‘E.:
(b)

Figura VI1.5: Dos individuos en trenes con una velocidad relativa V, no pueden
decidir, clal de ellos se encuentra en reposo absoluto y cual en movimiento.

De hecho, como $mla Penrose [3], Galileo fue particularmente claro en este
punto, mas ain que Newton mismo, dando incluso un ejemplo concreto.

Considere la daa libre de un objeto, observada por dos sujetos, uno en tierra
y otro en un carro en movimiento, como aparece en la Figura. La palabad
menteindica que a partir del resultado del experimento, cada observador opina
gue permanece en estado de reposo absoluto y es el otro observador guéen est
movimiento.
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(2 =x+w-t,
Transformadn y =,
de (VI1.4)
Galileo 7 =z,
t =t

Podemos ilustrar esta idea con el siguiente experimento pensado. Supongamos
dos observadores viajando en el espacidorasin estrellas o galaxias a su alrede-
dor que les sirvan de referencia— con una velocidad relagivdomo ambos ob-
servadores no sienten ninguna fuerza éxdrauponen que su sistema se encuentra
en reposo absoluto y le adscriben a cada punto del espacio una coordenada. Total-
mente ignorantes del principio de relatividad de Galileo, cada uno de ellos supone
gue los puntos espaciales@sten reposo absoluto en su nave y por lo taeto
cada instante son los mismos puntBsta es la opidin del observador A. En la
otra nave, el observador B hace urabsis similar y concluye que es el espacio
tridimensional desunave el que permanece quieto y que, obviamente, los pun-
tos del espacio tridimensional del otro sistema de referencia, van cambiando en el
tiempo.

Formalmente, cada punto en el espacio
no es el mismo siempre. Debemdsadir
una coordenada a&s que especifique el
tiempo en que se determina las coorde-
nadas.

En las transformaciones de Galileo el Figura VI1.6: .
tiempo es absoluto, el mismo para todos
los observadores inerciales. Como hemos
sehalado, esto marca el quiebre con el he-
cho que la velocidad de la luz es una con-
stante en todos los sistemas inerciales. La soluaieste problema es la relativi-
dad especial con sus nuevos postulados. Uno de ellos implica que el tiempo es,
efectivamente, relativo.

En uno de sus postulados, ehgitfuerte, Einstein afirma que la velocidad de la
luz es una constante universal, independiente de la velocidad de la fuente que la
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generay la misma en todos los sistemas de referencia inerciales.

Otro de los postulados afirma que no es posible distinguir, mediante un experi-
mento fsico, entre dos sistemas inerciales.

Estos postulados conforman la aproxin@acgue nosotros adoptaremos en es-
tas notas. Para respetar el enunciado de estos principios fue necesario derribar el
dogma del tiempo absoluto.

Otra consecuencia de estos postulados es el concepto de simultaksitad.
se establece para cada sistema inercial en forma separada, la simultaneidad deja
de ser un concepto absoluto. Directamente asociado con este cambio en la idea
de simultaneidad, aparece la necesidad de dejar claramente establéceoen
tiende por el largo de una barra. Concepto que tami@sulta ser relativo, sin que
la barra experimentddicamente ninguna contrabai o alargamiento. Esta rela-
tivizacion de las longitudes es una consecuencia directa de la deficigidadosa
de simultaneidad que incorgoEinstein a lafsica y maré la diferencia entre la
interpretaddn de H. A. Lorentz y A. Einstein acerca de la naturaleza del espacio
y del tiempo.

En resumen, si respetamos el principio de relatividad de Galileo: todos los sis-
temas inerciales son equivalentes, no existe un espacio en reposo absoluto, fijo e
inamovible. $lo existe un evento caracterizado por sus coordenadas y el instante
en que se determiny estos ameros estn directamente asociados al observador
que emplé un cierto nétodo para establecerlos. Cada observador debe hacer la
misma tarea. No hay un espacio fijo e inamovible, depende del observador. El
hecho de asociar una coordenada a un objeto en cada instante, nos lleva a un es-
pacio en cuatro dimensiones: una temporal y tres espaciales. La primera nos dice
cuando realizamos la mediti de las coordenadas de un determinado objeto.

De esta forma hemos introducido el espacio-tiempo, la necesidad de realizar
graficos que incluyan el tiempo en la descrigtde las coordenadas.

La inclusbn de la velocidad de la luz como una constante universal marca el
advenimiento de la relatividad especial y las transformaciones de Galileo se con-
vierten en la expreéh de las transformaciones de Lorentz para el curso de veloci-
dades bajas con respecto a la luz.

Las medidas realizadas por un obser- TERT
vador inercial pueden ser relacionadas R(q/
con las efectuadas en otro de los sis- —

Universidad de Chile
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temas inerciales. Laofmula que los
relaciona depende de las bipsis que

se asuman. Nosotros repasaremos breve-
mente las asumidas por Newton y que
dominan toda laigica pre-relativista. Pos-
teriormente incursionaremos en una teor
mas completa, con otros postulados que
constituye la relatividad especial.

Newton postub un tiempo universal, el mismo para todos los observadores iner-
ciales. La transformagn de las coordenadas espaciales obedece a la ob$ervaci
mas elemental:

En la siguiente seatn describiremos con as detalle los diagramas espacio-
tiempo y posteriormente enunciaremos los postulados de la relatividad especial.

VII.2. Postulados de la Relatividad Especial

VIl.2.1. Diagramas Espacio—Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto como el
instante en que un objeto al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo... etc.
Esto se denomina uevento Localiza un hecho en un diagrama espacio-tiempo.

Matenaticamente eatdefinido por un conjunto ordenado de cuattmneros
gue corresponden al tiempo, el primero, y a las tres coordenadas espaciales, los
consecutivos.

Evento : Es un tetrada ordenada demeros que describen un
hecho puntual. Constituye un primer paso para asignar coordenadas
al espacio—tiempo.

Un evento entonces corresponde a la ceremonia que se realiza en la vida diaria
para concertar una cita: se indica el lugar (las coordenadas espaciales) y la hora.

Por ejemplo una barrao es un evento puesto que no es posible definirla me-
diante un conjunto de cuatraumeros. El instante en que dos barras chocan es un
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Figura VI1.8: La inea A, a la izquierda de esta Figura, representa la trayectoria
en el espacio-tiempo de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha,
se dibuja un observador (puntual) que se aleja del origen con una velocidad V. La
recta inclinada representa laé¢a de universo de este observador.

evento, el tiempo asociado es el instante del choque y las coordenadas espaciales
definen el lugar en que ocubri

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujarélmos s
una o dos coordenadas espaciales.

Las figuras a continua@n representan un observador en 1 y 2 dimensiones
espaciales.

ME
Aesidibs de
< w oxplosion

7/} T txplosivh

5
/ D Bacliodn
vr':pmﬁb

Figura VI1.9: Linea de universo de una patila que rota alrededor del origen
describiendo una circunferencia de radioA la derecha se incluye una pamtila

que repentinamente explota en tres pedazos. Note que una de las trayectoias es
anbmala: ?C@al?

Si uno deja caer un objeto en una fuente con agua, se genera una onda que se
aleja del punto donde cay

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



20 N6‘|SOI‘] ZamOI’anO H version de 29 de mayo de 2004
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Figura VI1.10: Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido pré@atpse en la
superficie del agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso
luminoso propagndose en dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud
en ambos ejes x y ct.

'0 la piedra con una velocidad caradstica. El frente de onda es una circunfer-
encia que se expande d@egose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, la
trayectoria de una de las ondas aparece como un cono @ujicevdescansa en

el punto (evento) donde se origitta onda, que en este caso coincide con el ori-
gen del sistema de coordenadas. Algo similar es lo que sucede con un destello de
luz, éste se propaga como un cagcaesérico en un espacio de 3 dimensiones.
Una de las diferencias con el caso anterior eségtia se propaga en el vacno
necesita de una cuerda u otro medio material para propagarse. En los diagramas,
esta onda se transforma en cono de luz. Definimost como las dimensiones

del eje vertical, de este modo todos los ejes tienen la dires longitud. Esta
eleccbn es 6lo una convenéin.

Tambien elegiremos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad
de la luz se propague formando angulo det5° con las coordenadas espaciales
y el tiempoct. Esto es una forma de facilitarnos la vida al dibujar la trayectoria de
los rayos de luz. No tiene niag trasfondo conceptual. Refleja el hecho que los
rayos de luz son vitales en el desarrollo de laigegraparecen unay otra vez.

Esta simplificaddn se logra usando como unidad de longitud la misma unidad
utilizada en el eject. De esta forma la trayectoria de un rayo de luz forma un
angulo de 45con el eject. Cabe destacar —como explicaremos en detadle m
adelante—, que esto ocurr@l en el sistema de referencia donde nuestro obser-
vador se encuentra en reposo. En cualquier otro sistema de referencia, que se
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Figura VII.11: Linea de universo de los puntos extremos de una bédgiaa
que esh inicialmente en reposo u etn= 0, viaja con velocidad con respecto

al sistema S. A la derecha se indica iada de universo de los extremos de una
barra que gira en torno al origen.

desplace con una velocidad finita con respecto al antesioayo de luz bisecta
el angulo formado por los ejes ct'y X’

[

Q
O bservedlaw
A
~ Al
el ray e dlo Q“
0 rayo cde

Ly

Figura VII.12:El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja de vuelta hacia
el Observador O. En nuestros diagramas usuales (sin el eje ¢t”) loéseonos
descrito de la forma que se aprecia a la derecha de la figura. El observador A es
la persona en el carro que se aleja.

VI.2.2. Postulados de la Relatividad Especial

Esta es una tet del espacio-tiempo, se ha eliminado todo tipo de intebacci
con otras partulas o fuerzas y, de esta forma)s queda lacinenatica de los
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objetos. En esta se@xi se establecen las bases para que cada observador inercial
establezca su malla de relojes sincronizados, distancias relativas y formalismo
para comparar sus coordenadas con los de otro observador inercial.

Para consturir el andamiaje de cada observador ini6ial germitiremos la
emisbn y recepdn de rayos de luz por parte de estos observadores.

A continuacon estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.

Postulado O

El espacio ehomogneo e iétropo.

Esta afirmadin indica que el resultado del experimento no depende del lu-
gar dbnde se realiz (homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la dinecci
donde apuntemos con nuestros ejes coordenados, todas las direcciones son equiv-
alentes (isotroja).

En la superficie de la tierra existe una diréccpreferida que eatséialada por
la atraccdn gravitacional. Al eliminar la gravitagn (haciendo G = 0), el espacio
recupera su isotrég. La homogeneidad e isotii@pdel espacio ha sido verificada
con un error menor qu&2 x 101 [12].

Postulado 1

Un movimiento no-acelerado o inercial edieico que puede de-
terminarse en forma absoluta, sin referencia admragro observador.

Las ecuaciones de Newton soalidas en un sistema inercial. Un sistema in-
ercial es agél en el cual una pddula que est en reposo permanece en reposo.
Esta es la Primera Ley de Newton, la defiaitde un sistema inercial.

No existe un sistema inercial, existédisbuenas aproximaciones. La superficie
de la tierra es considerada como un sistema inercial y en la aay®elos casos
se comporta de esa forma. Sin embargo, sabemos qugiesido con respecto a
un eje diametral y tambn en torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Unsistema inerciabcurre cuando cada pautila de prueba que
esh inicialmente en reposo, permanece en reposo y cadaiparte prueba que

VIL.2.  POSTULADOS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 23

esh inicialmente en movimiento confia en movimiento, sin cambio en su rapi-
dez o direcdn.

Postulado 2

Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza
con respecto a otro sistema de referencia inercial con velocidad con-
stante, constituye otro sistema inercial.

Cualquier sistema de referencia que se mueve con velocidad constante con respec-
to a un sistema de referencia inercial es tambnercial. Las leyeddicas deben

tener la misma forma en todos los sistemas de referencia. Silas leyes cambiaran al
ir de un sistema a otro pdamos singularizar uno de ellos y de esta forma definir

un sistema maestro con respecto al cual referir todailzef Sabemos que esto no

es posible de realizar. Por tanto, debemos aceptar que los sistemas inerciales son
indistinguibles.

Los experimentos descritos en el enunciado del principio de la relatividad de
Galileo hagan uso de este postulado puesto que comparaban dos sistemas iner-
ciales.

Postulado 3

La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas iner-
ciales. Es una constante universal de la naturaleza.

Este postulado va muchoas alh del resultado experimental establecido en
el aho 1887 por Michelson y Morley, dossfcos norteamericanos que intentaron
medir el cambio que, en base a la featel eter, deb& experimentar la velocidad
de laluz al propagarse a favor y en contra del movimiento de la tierra. Recordemos
gue el éterera un medio indetectable que estaba —en un senfiddoian oscuro—,
en reposo absoluto. Era adasrellnico sistema inercial en el cual las ecuaciones
de Maxwell tomaban su exprési mas simple y por lo tanto la &s bella.

El resultado del experimento de Michelson—Morley réssér nulo: no encon-
traron una diferenciadetectableentre las velocidades en los distintos sentidos.
Afortunadamente, experimentosierecientes, con mayor poder de précishan
llegado a la misma conclusi [13].
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Figura VI11.13: La propagacdn de un pulso de luz visto por un observador en
reposo en la nave (izquierda) y el pulso visto por un observador en reposo fuera
de la nave (figura derecha). Pakste el pulso se propaga con la velocidad c y
alcanza la cola de la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el
piloto de la nave.

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (VII.4). Si la
velocidad de la luz en un sistema de referencia, & el sistema que se mueve
con una velocidadl” con respecto al anterior, de acuerdo a las ecuaciones (VIl.4),
debera serd = ¢ + V, dependiendo del sentido en que se traslade.

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian infoomace-
diante un rayo de luz, lo ven propagarse con la misma velocidaodmssis-
temas de referencia.

Este postulado es el origen de todas las paradojas de la relatividad especial.
Esta situadn se origina en nuestra ignorancia con respecto a énfenos que
involucran velocidades cercanas a la velocidad de la luz.

El valor de la velocidad de la luz que usaremosces 300,000 km/s. La
velocidad de la luz hoy enid es una cantidad que se define, no contiene error.
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Figura VII.14:La ley de composion de velocidades usual, es decir que se ajus-
ta a las transformaciones de Galileo, es incompatible con la constancia de la
velocidad de la luz en todos los sistemas inerciales.

Postulado 4

Definimos distancia espacial como la distancia definida en la ge-
ometiia Euclideana, medida entre dos eventos siamdbs. Por ejem-
plo, la longitud de una barra se define como la distancia espacial
entre sus dos extremos.

Nos corresponde ahora definir simultaneidad en relatividad especial.

VII.3. Simultaneidad

El concepto de simultaneidad cambia profundamentamente con la relatividad
especial. La definiéin de simultaneidad relativa que daremos a contidumees la
pieza clave de este rompecabezas.

Comenzaremos con la simultaneidad absoluta, que corresponde a lo que esta-
mos habituados, que nos resulta natural, pero que resulta ser una buena aproxi-
macibn dado el valor de la velocidad de la luz. La naturaleza parece haber tomado
otra opcon.
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VII.3.1. Simultaneidad Absoluta

(La velocidad de la luz es infinita)

Normalmente no encontramos objetos cuya velocidad es cercana a la velocidad
de la luz. Para todos los efectos de la vida diaria, la luz se propagaetoaidad
infinita. De esta forma no hay retardo en recibir la inforndbacéntre dos eventos
separados una distancia arbitraria. Cuando recibo@h fatdica que el evento que
lo origind tomo lugar en el preciso instante en que lo recib

En el diagrama espacio—tiempo, esta sitbaae representa como dos eventos
ubicados en un plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra defidii
eventos simuiineos

El fotdon que arranca de laaquina fotogafica se refleja infhtaneamente en
By vuelve aA, donde graba la imagen d& Ay B son simuléneos.

Lo mismo sucede con el evento, el rayo con velocidad infinita recorre en
ida y vuelta el caminod ', sin demora, de esta formay C' son simuléaneos.
Analogamente, y por las mismas razores3 y C' son simuléneos. Prosiguiendo
con este ratodo podemos formdineas de simultaneidad absolutAstas son
perpendiculares al ejet.

AT at

D:ﬂ"“:é’;:%-*;ﬁ "

Figura VI11.15:Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos
los lugares simuéineamente.

¥

F

S

T X
<&
-

3-:\
Q

Los eventos:, b, ¢, d y e son simulneos y ocurren en el instartie

Los eventosA, B, C, D y E son tamben simuléineos, pero ocurren en el in-
stantet, con posterioridad &.

Supongamos a continuéci un observador que viaja con velocidadon re-
specto al anterior, nos preguntamos: &aes la Inea de simultaneidad que le
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debemos asociar?

La respuesta es la misma que le asociamos al observador en reposdriLa raz
es que siendo la velocidad de la luz infinita, no importa la velocidad con que
se desplace este nuevo observador, los eventos A y B, le panesietulineos
debido a que la luz no demora en recorrer una cierta distancia, por larga que ella
sea.

"S/S’

/ ,
%lmJuwMS
/ ~_~ < v\e’ C=00 CUHAJM)

Figura VI1.16: Los planos de simultaneidad son lasdas horizontales. Son los
mismos para todos los observadores inerciales.

VIIL.3.2. Simultaneidad relativa (La velocidad de la luz es
finita)

Uno de los postulados afirma que: la velocidad de la luz es finita y @&lem
tiene el mismo valor para todos los observadores inerciales, nos permite tener una
definicibn Unica de simultaneidad. En el proceso de sincronizar relojes utilizando
la velocidad de la luz, obtendremos en forma indirecta, la distancia espacial que
los separa.

Se denominaimultaneidad relativgporque est asociada a un sistema de refer-
encia particular. Dos eventos simarneos, lo son@o en el sistema de referencia
en el cual aisse determifi. No constituye una propiedad universal. El origen de
este cambio radical se debe al Postulado 3: la velocidad de la luz es finita y toma
el mismo valor en todos los sistemas inerciales.

Definimossimultaneidad en forma aftoga al caso anterior: se éawn rayo
de luz que rebota en el objeto y retorna a la fuente. Si el pulso de Iz 24rd
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Figura VII.17:Los dos observadores no pueden coincidir acerca de la simultane-
idad de dos eventos separados por una cierta distancia, si la velocidad de la luz
toma el mismo valor en ambos sistemas de referencia.

segundos, concluimos que este valdrada que el objeto en el cual rebate ubica

a una distancigc - T') y se define como simaheoslos dos eventos siguientes:
aquel cuando el rayo de luz rebota en el objeto y cuando el reloj del observador
marca el instanté’.

El pulso de luz se refleja en el objefdy el reloj en reposo $wla el instante
T.

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento encl ept defini-
da de la misma forma que en el caso anterior (cenocc). La ventaja de adoptar
esta definidn es que enimite de bajas velocidades se aproxima &tado es-
tablecido anteriormente.

Con esta estrategia podemos sincronizar los relojes en el sisteBhanétodo
formal serta el siguiente. Al llegar al pulso a un punto del espacio, activa el reloj
gue all se ubicay al reflejarse y volver al punto de partida se calcula la distancia
a que se encuentra el reloj y posteriormente se le comunica que su coordenada
espacial ed = T ¢y que debe adelantar su tiempod®ie segundos.

De esta forma hemos definido la simultaneidad relativa al sistema&Soasia-
do, para el caso unidimensional, por una seridimeals todas perpendiculares al
eje verticalct que representa al tiempo que marca el reloj asignado al observador
ubicado en el origen

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio
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Figura VI11.18:La simultaneidad se determina mediante el uso de rayos de luz. La
luz tiene la misma velocidad en todas las direcciones. Demora lo mismo en llegar
al punto A que en volver de A al origen.

y mediante una serie defsdes como la indicada, sincronizar cada uno de ellos
con el reloj principal y, al mismo tiempo, asignarle una coordenada de la forma
ya explicada.

Resumiendo, podemos decir que a la nube de eventos que pueblan el espacio
tiempo, le hemos asignado un tiempo y una coordenada espacial usandda:n m
do, es decir aplicable a cualquier sistema de referencia inercial. Abandonamos
la existencia de un espacidgido y un tiempaunico y absoluto, que formaba el
esquena Neutriano

A continuacon usaremos esta defirici para asignar las coordenadas espacio
temporales a un observador que designamos como S’, y que aleja con veldcidad
constante, del observador en el sistema S. Como S’ constituyediannsistema
inercial, debemos aplicar el mismoétodo para definir las superficies de simul-
taneidad: el rebote de los rayos de luz. De la Figura se aprecia que debido a la
asimetfa del eject’, las lineas de simultaneidad no van a coincidir con aquellas
de S, como era el caso en la simultaneidad absoluta.

Despwes de determinar dos puntos sinankos, definidos como el punto de
rebote del rayo y el punto medio del tramo comprendido entre la partida y el
regreso del destello de luz, es evidente de la Figura quimkas de simultaneidad
esfin inclinadas con respecto a las anteriores.
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Figura VII.19:El observador en el Laboratorio y el Astronauta en su nave (a la
derecha de la Figura), construyen, en forma independiente su enrejado espacio-
tiempo. Cada uno de ellos lo construye rectangular (como el que aparece a la
izquierda en la Figura). La dificultad se traslada entonces al proceso de rela-
cionar un sistema con el otro.

La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales
U
dos eventos simwiheos en un sistema de referencia inercial,
no lo son en ningn otro sistema en movimiento relativo
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Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desar-
rollamos una familia ddheas de simultaneidad asociadas al observador S'.

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son si-
multaneos para el observadSr(y tambén para todo su equipo de relojes sin-
cronizados), peraolo son para el observador designado gorDe hecho, en el
sistemas’, A sucede antes que B. La simultaneidadrekativa, est asociada a
un sistema de referencia espiesn.

Ay K an sl
M i 8 ‘

VII1.3.3. La velocidad de la luz y la simultaneidad relativa

En la parte izquierda de la Figura , los rayos provenientes de los extremos de la
estacbn (nave superior)llegan simaheamente al centro donde se ubica el direc-
tor de la estacin. Par&l no hay problema, ambos rayos salieron sianéamente
y llegaron simulineamente al centro de la estaciEn cambio para el astronau-
ta viajando en la nave espacial -que sabe que ambos rayos salieron del extremo
de su nave debido a que existe evidencia fa@bga (por ejemplo)-, hay otras in-
terpretaciones posibles. Examinaremo® slos de ellas aquEl punto de vista
pre-relativista, el ras cercano a nuestra intwai, nos ofrece la siguiente expli-
cacbn: ambos destellos salieron sin@uleamente de ambos extremos de la nave
(la idea de simultaneidad absoluta) pero, como nos estamos desplazando hacia la
izquierda, el fogonazo de la izquierda se aceréa mpido, con velocidad + v.
Por otra parte el destello proveniente de la cola seasjando y tiene velocidad
¢ — v. Por el argumento anterior egdil darse cuenta que uno de los rayos debe
llegar antes que el otroEl problema con esta interpretam es que no hay ex-
perimento alguno que indique que la velocidad de la luz dependa de la velocidad
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Figura VII.20:El observador en la esta@n espacial permanece en reposo mien-
tras que el astronauta en la nave espacial se aleja de la @stacon veloci-
dad constante. Examinamos agliconflicto de la simultaneidad generado por la
constancia de la velocidad de la luz en ambos sistemas de referencia.

de la fuente que la emiti En consecuencia optamos por la interpréaafre-
cida en el esquema de la derecha de la Figura, que podemos resumir con las dos
afirmaciones siguientes:

¢ La velocidad del destello proveniente de la cola y de la nariz se aproximan
con la misma velocidad-

e Alcanzan el centro de la nave en tiempos diferentes porque el operador de
la estaddn espacial no los dispasimulaneamente, de hecho gatillo el de nariz
primero y despés el de cola.
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VIl.4. El M étodo de Bondi

VilL.4.1. El Efecto Doppler

Desde los aos 1920 sabemos que las galaxias atgandose de la nuestra con
una velocidad proporcional a la distancia que nos separa. La frecuercis/ T
de la luz que proviene de estas galaxias y la identificaciel atomo que las
emitio, revela que nos llegan con un cierto corrimiento en el valor de la frecuencia
V' = v + Av. Esta diferencia, @s algunos resultadosagicos de cosmolag,
nos permite estimar la velocidad con que samrstlejando. Este fémeno se
denomina corrimiento al rojg que resalta el hecho que las galaxias se alejan.
Si las galaxias estuviesen acamdose, el corrimiento cambiarde signo y se
denominala corrimiento al azulla frecuencia aumenta).

Una explicaddn cualitativa de lo que a@igucede es la siguiente: suponga que
enviamos una $&l a un habitante de dicha galax@sta consiste en dos destellos
de luz separados por un intervalo Como, desde nuestro punto de vista, la otra
galaxia se aleja, el segundo destello debe recorrer un trayextdamgo que el
primero y por lo tanto demora &s en alcanzar la galaxia y en ser detectado por
uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente del lapso que media entre
ambas s@alesT y de la velocidad relativa entre ambos medios. Si designamos
comok T, el intervalo con que se recibe laise, dondek = k(v) es una fundn
que $lo depende de la velocidad de sepayaale estos dos objetos.

Utilizaremos esta funon k(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan
al relatividad especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de
un sistema inercial con las de otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funodbn & tiene una interpretan fisica bien concreta: es el efecto Doppler
relativista, de esta manera, cuando en la siguiente@eceaiculemos el valor de
k, habremos encontrado el valor que debemos utilizar para determinar el corri-
miento de la frecuencia de un objeto que se aleja (0 acerca) en forma relativista.

VIl.4.2. La funcion k
La funcion £ fue introducida hace alrededor de Stba por Hermann Bondi,
un fisico del Reino Unido. El desarrollo que hemos adoptadd egjuna versin

mas detallada de lo expuesto por R. Wald [6] en su libro.
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Figura VII.21: En la figura de la izquierda se ilusti@o un fobn alcanza una
fuente en movimiento. A la derecha se incluye el diagrama de Bondi para este
mismo caso.

A continuacon calcularemos aridicamente la relaéin entre las mediciones
hechas en distintos sistemas de referencia. Usaremostetilmgafico. Primero
calcularemos el efecto Doppler relativista, cuyo nombre se refiere al cambio de
color (o longitud de onda) que detecta un observador en reposo cuando un rayo
de luz (o un sonido) es emitido desde una fuente en movimiento, o viceversa,
el observador eadten movimiento y la fuente emisora en reposo. Para que este
fenomeno ocurra debe existir una velocidad relativantre la fuente y el obser-
vador.

En A dos observadores (puntos) iner-
cialesO; y O,, se cruzan y sincronizan
sus relojes. De acuerdo al reloj dg, T
segundos @s tarde,éste enia un rayo
de luz aO,. Este lo recibe en el in-
stante que definimos conidl’. Postulam- E
os aqui que cualquier diferencia en los in- k(1)
tervalos puede ser explicada en base a es-
ta funcbn k(v). La funcibn k& sblo puede B

T
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depender de la velocidad relativapuesto
que es elunico paametro del problema:
k = k(v) > 0. Adenmas, siv — 0,

k — 1, puesto que no hay velocidad rela-
tiva en este caso.

Si a su vezO,, al recibir la s@al la
responde inmediatamente, entonégsla
recibira en el instanté (k7).

El Gltimo argumento se apoya en el pos-
tulado # 3, que Jela que ambos sistemas
son equivalentes, de forma que si al ir @¢ hastaO, el intervalo de tiempo
aparece multiplicado por un factbylo mismo debe suceder al viajar @ hacia
O:. Ambos son sistemas inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes en
A. Cada vez que un observadof) detecte que otro sistema de referenéid e
esh alejandq los intervalos de tiempo se relacioaarcon la fund@n k(v) como
se ha especificado aiqu

La distancia espacidl’G que aparece en el &@iico se puede calcular de dos
formas:

Primer Método podemos calcular @nto se demdarel rayo de luz en llegar al
puntoG que, como es simwdheo cor¥ en el sistem&, es equivalente a calcular
el tiempo que marca el reloj del observadorferEste valor es:

S DB T .
EG=c- - =c (k% — 1] 5 C= velocidad de la luz. (VI1.5)

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en edi teor
por lo tanto cuando decidimos comparar dos eventos sametdts para

el observadof);, hemos quebrado la simitrentre los dos sistemas
inercialesD; y O,. Los resultados soralidos $lo para el sistema de
referencia0;.

Volviendo a nuestroalculo, sabemos que la distancia que sebalgja partir del
punto en que ambos coinéh, (A) es:

EG—v-AE=v- (K +1)

g. (VIL.6)
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Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

v [k* +1] g = c(k* - 1)%, despejando (v/c), se obtiene:
e k*—1 , 1+0
52(2)‘%17 k_l—ﬁ'

Notemos que, sk = 1, entonces? — 0 lo cual equivale a que la velocidad
de la luze, sea infinita. Este es éhhite Newtoniano: en este caso las transforma-
ciones de Lorentz, que deduciremoaswadelante, toman la forma de las transfor-
maciones de Galileo (VI11.4).

Ya hemos encontradocomo funcén de la velocidad. Podemos explicar breve-
mente como podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados
con un intervalo de tiemp®d. Estos al rebotar en el objeto que se aleja con veloci-
dadv, vuelven en un interval@? — 1) - T. Al medir este intervalo y conociendo
Ty la expresbn —ya obtenida— d&? podemos conocer la velocidad. Este es el
principio fisico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de la
policia.

. ., 1
Para dos sistemadejandose &k = 1+0

1-p

. ; — 1 1 —
Para dos sistemagxerandose k£ = — = —ﬁ
k 1+ 3

Ejercicio
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Demuestre que:

k+ l = L =2+, donde hemos definidg = L

PRy T

VIl.4.3. Dilatacion del Tiempo

Usando la definién del factork(v), podemos demostrar que el tiempo tran-
scurre nds lentamente para un observador que se aleja de nosotros con velocidad
constante. En este caso haremos las comparaciones entre dos eventos que son Si-
multaneos con respecto a nosotros, el sistema de referenciapaso De esta
forma nuestros resultados no son universales, 8lorvalidos en nuestro sistema
de referencia. La ram: la simultaneidad eselativa.

De la Figura, los eventad y B, son simulaneos en el sistenta Si definimos
comoAt|ls = OA, los segundos que marca el reloj del observador en reposo
con respecto &, debemos evaluar la cantidadt’ = At|g = OB: es decir
¢ que tiempo indica el reloj que se mueve con el observadar

De la geometin de la Figura obtenemos que:

E2—1 k41

OA = T+T = 5 T.

El reloj del observadof’, que se aleja
de A, al pasar frente & marca (de acuerdo
a la definicon dek)

OB =kT.

Si comparamos los tiempos:

E2+1

OA = At |5: 9

T,

con OB=At |s=kT,
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despejandd@’ de las ecuaciones anteriores,
obtengo

At |g= Aty (VIL7)

V-5
Esta es la dilatadn del tiempo de acuerdo al observador en repost SiA =
1, entonces\t > 1, el tiempo transcurre &s lentamente en el sisteria

El hecho que el tiempo transcurreamlentamente en el sistema queaes
movimiento, no determina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con res-
pecto a otro. La rain es la siguiente: al comparar los tiempas|s y At’ |s para
dos eventossimultineos enS, estamos quebrando la siniatentre los sistemas
Sy S,y de esta forma obtenemos el resultado asiito ya séalado.

A continuacdn se demuestra que la exp@spara la dilataéin del tiempo es
simétrica: el observador en reposo &hmidiendo dos eventos simatieos en su
sistema de referencia encuentra que el tiempo transc@sdentamente efi.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los re[mges,
ahora midiendo eventos simaitteos ert’. Obtenga:

At |S’

Vi@ ©

At |g=

¢, Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabrarealmenteutilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que
traiga a escena el tiempo absoluto. Al formularla no se hace greatisistema
de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultadlio sdiala que el sistema de relojes sin-
cronizados por S’ se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero
este resultado, de acuerdo a S’ no permite concluir nada puesto que, en&n,opini
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los relojes de S no &mt sincronizados. Para ilustrar esto, podemos ubicarnos en
el sistema de S’ y considerar que Saemdtrocediendo con respecto a nosotros y
repetir el mismo alculo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se atrasa
con respecto al de S'.

De aqu se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo
transcurre diferente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la egaldeil tiempo en
dos sistemas de referencia en movimiento relativo, debemos contipararsmos
relojes dos vece€on esta considerdm, ya no es posible refutar un resultado de-
bido a laimposibilidad de sincronizar los relojes de los dos sistemas de referencia.
En la siguiente secgh daremos una respuesta concluyente a este problema.

Vil.4.4. El tiempo transcurrido depende de la trayectoria

A continuacdn demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto
transcurre de forma diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos.
Consiste lo siguiente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro
emprende un viaje interestelar y posteriormente, al volver, se compara con su
hermanao.

La dificultad €cnica que plantea este problema es la acetaramiie experi-
menta el gemelo interestelar en el momento de invertir el sentido en la dimecci
de su viaje con el objeto de retornar. Las expresiones que hemos usado no se
pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen los sistemas acelera-
dos. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincronizados
y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcués lentamente en uno de
los sistemas de referencia.

Antes de plantear este problema hagamos un ejercicio cuyo resultaddeser
utilidad mas tarde.

Encontramos la exprési dek en funcbn dev en las @ginas anteriores. Note
quek(—v) = 1/k(v), es decir que cuando dos observadoregpseximan debe-
mos usarn1/k) en lugar dek para relacionar los intervalos correspondientes de
tiempo. Para demostrar que el tiempmes absoluto y depende del camino recor-
rido necesito 3 observadores (o relojgs)By C.
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Figura VII.22: Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una
velocidad relativa V y C se aproxima hacia A con una velocidad \fség. A la
izquierda se indica el gfico ct versus x y a la derecha el esquema habitual con
la coordenada x en el eje horizontal.

En el desarrollo del problema distin-
guimos 3 eventos:

— A coincide conB definido como:
AB

— B coincide conC' definido como:
BC

— (' coincide cor4 definido comoC A

Denominamoq” al tiempo indicado por
e reloj dg B. gue transcurre entre el eveq:igura VIL.23: El factor k y 1/k
to: [A coincide conB] y el otro evento |
B coincide conC']. El intervalo que tran-
scurre entre el eventoB] coincide conC
y el evento {U' coincide conA] es tambén
T, sedin€ reloj deC. Esto se puede notar
en la Figura, lasiheas de universo d€ y
B son singtricas con respecto a la vertical, porque los trazos que van desde [AB],
hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA], sorgiaticos y por lo tanto ambos toman el
valorT'.

aparecen cuando los observadores se
alejan y cuando se &st acercando,
respectivamente.

De acuerdo ahlgebra de log: el tramo entre los eventdsiB| y [AC] es
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kT +T/k].

Por otra parte, si efBC]|, el observadoB accioro el reloj deC'y lo dejo mar-
cando7 segundos, cuand@ llegue al encuentro cod marcaa un tiemp® 7.
Comparando ambas cantidades, podemos concluir:

1
(k:+E)T22T

Estas expresiones son igualétossik = 1 = vy = 0,0 ¢ = .

1 2

kt+—=—e > 2
koo \/1—p2
De esta forma el tiempo que marca el rglbgs menor que el indicado par. El
tiempo no es absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenidaEdgemelo
de viaje llega ras joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no
es la que obtuvimos, puesto que es necesario considerar la aclaraeiexper-
imenta durante parte del viaje. En este caso no tiene sentido intentar utilizar el
argumento de la simé# de los sistemas inerciales para invalidar el resultado. El
gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

Tambien se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos
relojes en A, pero lo esencial dags que el reloj C al compararlo con el de Ajdra
informacibn acerca del tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que
le corresponth. Se demosirentonces que el tiempo contabilizado a lo largo del
camino AB— BC — y CA, es nas corto que el tiempo contabilizado gHentre
ABy CA.

VIl.4.5. La contraccion del largo de una barra
Definicion de longitud
Para medir lalongitud de una barraun observador en reposo con respecto a

ella, se ubica en el medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz
en viajar hacia un extremo y volver al punto de partida.

¢ @mo sabemos que estamos en el centro de la barra?
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Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observadoa enforma
simultanea dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra doade esfe-
jados. Si recibe de vuelta ambos sirankkamente entonces&fiisto en el punto
medio de la barra. De otra forma debelesplazarse hasta lograrlo.

¢Por gé medir longitudes con un rayo de luz y no con un metroopetr

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz sorélidos en cualquier sistema de referencia inercial.

Contraccion del largo

La inclusbn del postulado # 3, indica quéls esh definida la distancia espa-
cial —o el largo entre los extremos de una regla— entre dos eventos que ocurren
simultineamente en un sistema de referencia.

Estudiaremos la contradsi del largo usando éllgebra de log.

Por definicon la longitud es la distanciespaciakentre dos eventos simaleos.
Aqui vamos a comparar el largd de un barra en reposo en un sistestiecon el
largo de esta misma barra, pero medido en el sistengae lo denominamos.
La configuraddn se indica en la Figura adyacente.

El método que usaremos nos pernditmanipular coordenadas en distintos sis-
temas de referencia.

Calculemos las coordenadas del evento
N en el sistemaS. De la Figura se de-
sprende que

cAty =(L+vAty), yque
cAt_=(L—vAt_).

Este resultado se obtiene siguiendo la
trayectoria del punta/ en la Figura. En
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Figura VII.24: Qué mide el obser-
vador Sy gé mide el observador S'.
Lineas de simultaneidad en cada sis-
tema de referencia.
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t = 0 su coordenada espacialksenAt,
es[L+v At.], puesto que se éstlejando
deS.

En At,, la barra est representada por
NN’ sedin el observadolS. En ese in-
stante se ena un rayo de luz hacia el ori-
gen de la barra. Lo alcanza &t segun-
dos nas tarde y la distancia que debe recor-
rer es el largo de la barra menos lo que
ésta se acerca, en el intervalo de tiempo
At_, una distancid. — v At_. Despejan-
do(At, + At_) de estas dos expresiones

obtenemos: . . .
2c
Aty + At = = i
+t c—l—v+c—v 2 — v? )]
Como los eventos marcados por A y B son siagtos, utilizando los resultados
del Gltimo ejercicio, tenemos:

Aty + At
Vi-i
Finalmente, como en el sistenyg el rayo de luz parte del origen de la barra en

to = 0y vuelve aS’ en B, desjiies de rebotar en el otro extremo de la barra,
entonces tenemos:

At++At, -

[é4)]

c[A, + A¥ ] =2L" Jiii)]

DespejanddAt, + At_) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor de

(At + At ) obtenido en [iii)], tenemos la reldm deseada entiey L

-

Vi

Comprobamos qué < L', al medir el largo de una barra en movimiento, medi-
mos un largo menor. Como hemosialdo, este hecho es consecuencia de que
la simultaneidad es relativa. A la barra no le pasa absolutamente nada, no se com-
prime.
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VIl.4.6. Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coorde-
nadas de un evento P(%,, z,,), en un sistema inercial, con las coordenadas que
describen el mismo evento P, en otro sisteth® =(t,, ).

Constituyen el equivalente a las transfor-
maciones de Galileo para ir de un sistema A
inercial a otro con velocidad.

El punto P es lo que hemos denomina-
do un evento en el espacio—tiempo. Con re-
specto al observadot, el punto P tiene
coordenadad$’(¢, x) puesto que consider-
amos $lo dos coordenadas una espacial
y otra temporal, para mantener la simpli-
cidad. En la figura, el origen del tiempo
se ubica arbitrariamente en cualquier punto
de la inea de universo dd.

&

)

Mitwo  AF=X

El sistema de coordenadas se ubica con
el observadorA, éste tiene coordenadas
(,0). El punto es simuléneo conPy  Figura VII.25: Un rayo de luz cruza
por lo tanto ambos tienen la misma Ccoog |os dos observadores.
denada temporal en el sisterda

Q = Q(t,0), P = P(t,x).

Para enviar un rayo de luz desdehasta
P, debo gatillar el haz de luz en el instante
(t—x/c). Dicho rayo rebota e y alcanza
Aen elinstantét + x/c).

La cantidad z/c) tiene dimensiones de tiempo.

Supongamos que existe otro observador inegiajue asigna al eventB, las
coordenadaf’, »’). Larelacbn entrgt, x) y (¢, 2’), que respeta los postulados de
la relatividad especial, se denominan las transformaciones de Lorentz. Ubicamos
el origen del tiempo en la intersebai de lasineas de universo dé¢ y B. Al
enviar un rayo de luz desdé, este cruza laihea de universo dB en(ct’ — ')
y posteriormente alcanza el punfo De vuelta toca laihea de universo d8 en
(ct' +2")y Aen(ct + z).
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Usando el ratodo de la fundn k£, podemos relacionar ambos sistemas de refe-
rencia.

ct' — ' =k (ct — x),

Este caso corresponde a la retacgue existe entre el tiempo que transcueritre

el origen del tiempo (intersedui de lasineas de universo de Ay B) y el instante
en que se ena el primer rayo desdd y el tiempo que tarda en recibirlo:
T =kT.

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz reflejado desde el Buntela-
ciona el tiempo que ha transcurrido &agel reloj deB cuando recibe el rayo de
luz, con el tiempo que ha transcurrido parauando recibe de regreso el mismo
rayo de luz:

(¢t +x)=k(ct' +2)

De estas dos ecuaciones se puede despeyaf como funciones de y .

1
2¢t' = k(ct —x) + E(ct—l—x),

1
22 = —k(ct — ) + E(Ct + ),

N (ol ) (f/c-rx)
( i ]
) | T kT it' +x')
T Cavo Ael ]
(eflindo
0 Ao

Figura VII.26:En la figura de la izquierda debemos identificar T con (ct - X) y kKT
con (ct’-x).
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pero recordando que:

1 v 1
k)= con k= 1+5
k

1
2 By 1=0

Donde hemos definidd = v/cy v = 1/[\/1 — 2]

Despejanda’ y ¢’ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

X = ’)/{CC—?}t},
(VI1.8)

t = y{t— 3z}

Ejemplo

Un trenS” se mueve con velocidad= 0,6 ¢ en la direcadbn 42 con respecto a
un observador en reposo en el sistesh®os rufianes con sendos atomizadores,
se ubican a. = 5m de distancia en el sistenta Ambos rufianes disparan si-
multaneamente de acuerdo a relojes sincronizados en el sistebgatillar el
atomizador aparecehmanchasd’ y B’ en el tren. Los rufianes aseguran que la
distancia entre las manchasles- 5m (La distancia que separa los atomizadores
del tren esdespreciablg

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los
pasajeros del tren ¢ @i dispad primero?

b) ¢Cul es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador en
reposo con respecto al trén

c) ¢Cul es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros en
reposo con respecto al trén
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_--'—'____.| = _'Er &
e I FHeA il
: _ -
- - x
L | o gh In PR J:;iltn'.l
oy |
Respuesta

Del grafico se desprende qugsucede antes qué, sedin un observador en la
nave. Calculemos la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eveptés
en los dos sistemas de referencia. En el sistema fijo a la tierra los evegtds
son simulneos y ocurren a una distandia

Az = L,y At = 0.
En el tren, las coordenadas son

vAx vL '
At = (At — =y —. o "
( =)=z N
Lv
DondeAt' = [ty — /4] = — =
35 15
I _ 52 %
ct, =0—5 51 1 . N
L
tp=1,25x 107%. A o BN
B
Las dos manchas una vez en el tren se Cr oidanih, o b
propagan igidamente corel, es decir su f;?w{m‘;‘@%
linea de universo nace ey B pero | ten.
a partir de entonces se propaga paralela a .
la lineat'. La distancia entre las manchas, Figura VII.27: .

medida con un metro por un observador en
la tren esAC', que definimos comad/'.

;Cuanto vale L'?
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i) Primer netodo.

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del@warto
funcibn de las coordenadas del mismo evento en tierra, son:

Lo =7 [xc - U(tc - tA)] )

pero z. es la posidn en el sistem& del extremo de la barra desgmique ha
transcurrido un interval¢,. — tz) = (t. — t4), Su valor es:

r.=xp+uv(t.—1t4), adendszp = L,
xe=L+v(t.—ta),

de modo que:

w, =7 [L+v(te —ta) —v(te —ta)] =L.

L/:’yL. L'=+L

i) Segundo mtodo. [l @)

L linen & mivgsg
- / e lag manchns
/

C' es la proyecdn de la coordenada
de B. Eso es precisamente lo que repre-
sentan las Transformaciones de Lorentz:
una proyecdn del vector 4B en este
caso, del sistemar(t) al sistema {’,t').
La proyecobn deB enzx’ es simplemente
Az’ = v(Ax — vAt) = v L, (At = 0, _. . .
puesto quedB es simulaneos). Aderras Figura VII.28: Distancia entre man-
2y = a, puesto queB y C esén en la chas.
linea de universo de un observador en re-
poso enS’. ' = 1,25L = 6m. Note queAC > AB AC, > A, B.

/

X!

Y

/B 7 X

c¢) La linea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama
de espacio-tiempo fijo en la tierra (S) .
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Ay B sdialan la posi@n de los rufianes. Esta distancia@egn observador en
el tren es la interseamn entre lainea de universo dB y la linea de simultaneidad
de un observador en el tren (por ejemplo : el puritd.a coordenada d€' en el

sistemaf, x') :

Y [xc - (tc - tB)U] )

r.= ap=xp—0=zxp—24 =1,
o= -2y =1",
L" = ~[L—v(tc—tp)]
pero t.—ty =~ |(t.—ta) — %(mc - xA)}
Ay C son simuléneos en S’, luego: v [(tc —t4) — Z}—ZL]
/\O‘t C't’

Universidad de Chile
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Ejemplo

Sean Sy S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve
con respecto a S en la direoni(x+), con una velocida@d = constante. En el
origen de S’ existe una pantalla de cine que proyecta uneuteelde t' minutos,
la cual es vista por un observador que se encuentra en el origen de 8ntg Cu
tiempo dura la pétula para el observador en S? Supaner 0, 6 c.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:

ParaS: At =~(At - %Am),
C

ParaS: At = (Al + —Ax').
C

Sabemos lo que dura la palla en S= At’ es conocido (con respecto a las medi-
ciones que hace un observador en S’). Ademz’ = 0 (la pantalla permanece
fija en S’). LuegoAt = ~vAt'. Sin embargo, debemos calcular el tiempo que
demora en llegar a S @éltimo foton de la pantalla.

i.e. At* = — ya que cuando en S’ ternria pelcula,ésta &n no ha finaliza-
C
doensS.

Por otra parte\ z = v(Az' + v At') = yv A¥

= At=~AC AP =AY <1+9> —2AY
&

VilL4.7. El retorno de lo absoluto, los invariantes.
Se puede verificar, a tras de las transformaciones de Lorentz, que la combi-
nacbn

(ct’)2 - I/2 — Ct2 o 132
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es uninvariante posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. dista
tanciala denominamogAs)?. Aqui hemos encontrado una cantidad que tiene un
valor independiente del sistema de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto
en la teora de Galileo y Newton.

As? = A(AY)? — (A7) = A(At)? — (Ax)?

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadas en
meanica, electricidad...etc.. El equivalente en relatividad especial sanJas-
antes

Como ejercicio, podemos reobtener la
dilatacbn del tiempo (que el reloj el
funciona n@s lento que un reloj, &htico,
enA). O,Qy O, P son Ineas (o planos en
tres dimensiones) de simultaneidad con re-
specto al observadot. LlamemosAs =

PQ.

As? = c2T", puesto queP y () se ubi-
can en lainea de universo d& y por lo
tantor, = .

As? =PQ" = A(tp —to)’ — (zp — 10)> Figura VI1.29: .

PQ° =212 - (Az)?.
Hemos definidd\z = zp — zq.
Como(As)? es uninvariante,
As* =c2T? = AT? — (Ax)?
A:v)z} 1/2 |

T = |1 (22
c c l (CT

peroAz/T =V,, velocidad con que B se aleja de A.
T'=T\1-3 =T=T/y1-/.

SiT=1s,T <1, puestoqued <1y1/,/1— 3?2 > 1. Esto se denomina la
dilatacibn del tiempo.
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VIl.4.8. Composicion de velocidades

Usaremos eélgebra de las funciondspara encontrar la composici de ve-
locidades.

Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transfor-
maciones siguientes, el sistema A con™: —— k45T, el sistema B con C:
T" 5 ke T'. A partir de estas relaciones podemos condten funcbn de7™:
Y% kag kpcT.SIV = Vye, eslavelocidad relativa del sisterfiacon respec-
to a A entonces se debe cumplir ghig- = kgc k4. Reemplazando cada uno de
los k por sus respectivas velocidades tenemos:

Vac _ ke —1 _ kipkpo — 1
c Ko+1 Kigkio+1

De agu, haciendo ehlgebra correspondi-
ente, obtenemos la Ley de Compositde
velocidades.

(u+v)
wu -
1+ —

c? :
Figura VI1.30: .

Vac =

Para poner a prueba esta retaxi
supongamos que un carro se mueve con
velocidade/2 con respecto a la tierra. So-
bre el mismo carro un atleta, super—lenteja
corre con una rapidez2 en el mismo sen-
tido que el movimiento del carro. ¢ &les
la velocidad de este super atleta con re-
specto a la tierra?

Reemplazando en l&fmula anterior, tenemos:

(c/24¢/2) 4dc
Vie="—"5"=%"
14 =
+402
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La velocidad resultante es menor que la velocidad de la luz. La suma de veloci-
dades relativistas es una expégsno—lineal a diferencia del caso no—relativista.

VIil.4.9. Suma de velocidades
Velocidades paralelas.

El método de los productos de la fubnik para obtener la suma de las ve-
locidades no es el as sencillo. Sirve para ilustrar que todas lasifulas de la
relatividad especial se pueden obtener aésale su uso.

A continuacon incluimos una derivaén alternativa.

Para ello necesitamos parcialmente instaurar un postulado adicional, este es el
Postuladc# 5.

Postulado # 5

Barras movendose en forma perpendicular a la velocidad no ex-
perimentan cambio alguno. O en ota forma: los ejes perpendiculares
a la direccibn de movimiento no experimentan riingcambio.

Supongamos que un cuerpoviaja con velocidad,’ con respecto a un sistema
S’. A su vez, este sistema viaja con una velocidamn respecto a. Queremos
calcular la velocidad de este cuerpo con respecto al sistema

Designamos las coordenadasigieon respecto &' como(t,,, x;,). Las coorde-
nadas de este punto con respecto al sisteswa(t,, x,, ). La relacbn entre ambas
coordenadas estlada por la transformaii de Lorentz (donde hemos suprimido
el subindicep)

Ax' = ~(Az —vAt),

(%
At = ~(At— gAx)
Por definicon
, A . .
LN la velocidadP con respecto al sistentd.Por otra parte:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Ar

A7’ la velocidad deP c/r al sistemas

Ax
Ax’:u,: Azr — vAt _ AtV
At At—%Aaj 1 v Ax
c

u =

2Nt
, uU—v

u = U
-2t
c

Despejanda: de esta ecuadn

Esta es la ley de composiei de velocidades. Es directo comprobar que’ sk
cC,V=C = Uu=_~c.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando
velocidades con esta ecuacirelativista.

Velocidades Perpendiculares

Supongamos que el observador en S’ se mueve en un eje perpendicular a la
direccibn de desplazamiento de los dos sistemas de referencia, digamog.el eje
La velocidad relativa, de acuerdo a un observador en S es:

Ay Ay
At vAx.’
C
dividiendo ambos factores paht y Y Y \8
definiendo s V.,
p A
/ Ay f
v, = oY x
Yy At/ Tjﬁ
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Ay
= —2  obtenemos:
= A
Ay/ VA Vy .
At — % v? A
[l — g]

Esta es ladrmula que relaciona una velocidad perpendicular a la divacci
de movimiento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el sistema de
referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se
realizan en el mismo sistema de referencia, toda la ctiemy la geometa de
un curso de Introduceh a la Rsica son @lidas. $lo cuando queremos relacionar
medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes es necesario recurrir a las
transformaciones de Lorentz y a la georteettel espaciotiempo.

Ejemplo

Analicemos el siguiente experimento desde el punto de vista de un observador
en tierra (S) y el de otro observador viajando en una nave espacial (S’). En el
sistemaS’ el astronauta em& un destello de un rayaser contra un espejo situado
en el ejey/, perpendicular a la velocidad relativa de la navd.a distancia del
origen deS’, O’ al espejo superior €5.

Relacionando las mediciones efectuadas por ambos observadores y recordando
gue las mediciones en los ejes perpendiculares al movimiento permanecen inal-
teradas, obtenga la exprésipara la dilataéin del tiempo.

En el sistema del laboratorio, el destello part€derebota en’. y vuelve a0'.

Utilizando el Postulado # 5, el largomedido en ambos sistemas de referencia
es el mismo porque es perpendicular a la di@tcie movimiento. Por otra parte,
cada uno de los pasos representados en la figura es un evento en el sistema de
Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a la izquierda), cuando llega al
espejo superior (figura del medio) y la poéitidel origenD’ del sistema S’, son
tres eventos referidos al sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un
triangulo recingulo y aplicar el teorema de &jforas:

(uAt)*+ L* = (cAt,)?,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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(a)

Figura VII.32: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen despu
de rebotar en el espejo superior. El mismodereno, observado en el sistema de
Laboratorio se indica inmediatamente abajo del anterior.

dondeu A t, es la distancia que recorre la nave en el intervalQ, tiempo que
tarda el rayo en ir desde la base al espejo superior de la nave medidd.exs
la distancia entre espejos Sh(que es la misma que &) y c A t, es la distancia
gue recorid el rayo de luz de acuerdosa
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Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que émptayo en ir desde el
espejo inferior (origei®’) hasta el espejo superior nos indica qué\es = L/c.
Reemplazando este valor en la ecbadcinterior y despejandb ¢, en funcon de

Aty, tenemos:
u2
Aty =1/1—— Als, obien At,=~vyAty
C

Conclusbn : At > At'. El tiempo enS transcurre ras apido que erp’.
Ejemplo

Un sistemas’ esh en movimiento uniforme con respecto a ofoEn S’ se ubi-
ca una barra que forma @amgulod’ con respecto a la dire@mn del movimiento.
¢ Cual es la direcdn de la barra medida por un observadoSen

De la figura se obtiene:

Az’

=cot 0
Ay’

Usamos esta relam porqueAy’ es per-
pendicular al movimiento y por el Postula-
do#5:Ay = Ay.

Cualquier diferencia en el valor del Figura VI1.33: .
angulo que aparezca éhproviene de la
relacbn entreAx’ y Ax. Graficamente lo
que mideS se ve en la figura VII1.33:

Coordenada d4 :

'y =~vzs (puestoqueélt =0enSs)

¥y =1l = Ar = yAx

Universidad de Chile
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Azx Az 1 ot §'
Ay  yAYy vy
A
A_x = cot f
)

cotd =+/1— 32 cot &

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la orgntaci
del telescopio debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la es-
trella. Este febmeno se denominaberracbn de la luzy consiste en el cambio
de direcodbn de la propagaén de la luz, al pasar de un sistema en reposo a otro
en movimiento relativo, si éingulo de incidencia no es paralelo a la velocidad
relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinaddn 6’ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a
la Figura, en los dos casos siguientes:

a) Calcule el valor dedngulo?’, en la forma dsica, es decir sin usar relatividad
especial.

b) Desarrolle el alculo delangulo#’ en forma relativista y compare este resul-
tado con el anterior.

a) Como la Tierra se estacercando a la estrella, de acuerdo al esquema in-
dicado, la velocidad relativeaumentau + csen , recordemos que no estamos
utilizando la relatividad especial.

u -+ csend
tan ) = —mM—
c cos 0
U
tan @ = |tan 0 + ——
¢ cos 0

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia,
la velocidad relativa aumenta.
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’

é. ESTEUA FIUK

Figura VI1.35: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia qaa est
en movimiento relativo. A la derecha se da una idea del cambio de dregcie
se le debe dar al telescopio para enfocar la estrella fija (Sin movimiento propio).

v, = —ccos @

xT

v, = —(u+csenf)

b) Ahora procedemaos con el formalismo relativista.
De acuerdo a la®fmulas dadas

Uy — U v
vy = [_uu vy = 1 STIn
- 2 ’Y[ - c2 ]
v, = —csenf v, = —ccosf
, [esenf 4] , c cos 0
Ve = usen 6 Yy T usen 6
1+ (1 ]
c c
; 9,_vg_u+csen9>< 1
anv=r T usend HHBEE
R e - c cos 0 B H
usend : W
A1 [) @
¢ B A
u + ¢ senf u e
tan ' = y———— = y[tan 0 '
o 7 c cos 6 Yltan +c coS 9] []ﬂ ihith
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60 N6‘|SOI‘] ZamOI’anO H version de 29 de mayo de 2004

La diferencia con el tratamiento no—
relativista es un factoy en frente de toda
la expresbn.

Ejemplo

Explique si la figura que se aconipaes
correcta o no. Justifique su respuesta.

Un par de comentarios finales con re-
specto al tiempo. Es la variable que se
puede determinar con mayor preoisi Es-
ta es una ventaj@tnica, que nos permite
hacer experimentos y confrontarlos con predicciones bien precisas, como ya lo
describimos anteriormente.

Por otra parte, utilizando las palabras de Penrose [3]: ”...Ia relatividad especial
nos ensika algo profundo acerca de la realid&lda, en reladin a la naturaleza
del tiempo”.

Una de estas enSanzas —como hemos visto—, se refiere al cambio en el con-
cepto de simultaneidad, dos fanenosA y B que ocurren al mismo tiempo en
un sistema de referencia, de acuerdo a otro observador que viaja con una veloci-
dadwv, constante, con respecto al anteridrocurre antes qué&. EIl concepto de
simultaneidad deja de ser absoluto.

VII.5. Din amica Relativista.

En esta secon definiremos la velocidad en 4 dimensiones y a partir de ella
el momentum usando alisis dimensional. Tambén justificaremos la exprési
obtenida para el 4—-momentum recurriendo al Principio Variacional usado para
obtener las ecuaciones de movimiento en ladnam de Newton.

En ambos casos debemos recordar que las expresiones relativistas obtenidas por
cualquiera de los dos@wodos, deben tener como casuite la forma usual de la
medanica de Newton cuando las velocidades de lasquéas son muy peqias
comparadas con la velocidad de la luz.
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VII.5.1. La Cuadrivelocidad.

Lo que nos interesa ahora es aplicar esétatio a la velocidad en relatividad
especial. Las transformaciones de inter'es, en este caso, son las transformaciones
de Lorentz. Para que un objeto de 4 componentes sea cuadrivector, debe transfor-
mar igual que las coordenadasal efectuar un cambio de sistema de referencia,
puesto que nos interesa que las leysgds tengan la misma forma en todos los
sistemas inerciales. Queremos escribir las leyes en forma covariante; que tengan
la misma forma en todos los sistemas inerciales.

Al intentar resolver un problema espec’ifico, seleccionamos el sistema de ref-
erencia que juzgamosas adecuado, y sabemos que las leyes tienen la misma
expresi’on formal en ese sitema como en cualquier otro inercial.

Si queremos cambiar de sistema de referencia, usamos las transformaciones de
Lorentz, puesto que todas las cantidades usadas deben ser cuadrivectores y por lo
tanto obedecen la misma ley de transforraaci

Entonces:
dz! = A", da”, (VIL.9)

dondeA es la matriz que representa a la transforiacie Lorentz.

dt v =B~ 0 0 dt

dz _ -6y v 00 dzx

dy N 0 0 10 dy

dz 0 0 01 dz
Figura VII1.37:
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¢, @mo definimos la cuadrivelocidad? Si ya sabemos fueé transforma co-
mo un cuadrivector, tal como en la definici’'on anterior, entonces para definir la
cuadrivelocidad debemos dividir esta cantidad pornnuariante una cantidad
gque tenga el mismo valor en ambos sistemas de referencia inerciales, en analog’ia
con lo realizado en la mec’anica Newtoniana.

Ya conocemos una cantidad, que cumple con esta propiedad: precisamente el
elemento de longitud en 4 dimensiones.

ds®* =2 (dt)? —dX* =n,,da" da”.

donder,,, es la nétrica de Minkowski, definida junto con la transformaci'on de
Lorentz en una dimensi’'on espacial:

1 0 0 0 v =By 0 0
T e e | By oy 00
ny 0 0 -1 0 v 0 0 41 0
00 0 -1 0 0 0 +1

Comods’ = ds, podemos dividir ambos lados de la ecéacy obtener la
cuadrivelocidad:

d 14
ur =22 (VI1.10)
ds
Las propiedades de transform@tideu’ son las esperadas
u Y
VL VL VI (VII.11)

ds Y ds Y
Si una paficula permanece en reposo en el sistema de referencia que estamos

usando entoncesX = 0. y u* toma la siguienta forma (escrita en forma horizontal
para ahorrar espacio)

w199 0 0 01 = 11.0.0.0
u [Cdt7’7] [77’]'

Ahora, si la paiitula se desplaza en el sistema de referencia que estamos usando,
entonces podemos factorizar el tiempo a partir de la exgread s, para que la
cuadrivelocidad se asemeje I@mposible a la exprasi usual de la velocidad.

ds® =c(dt)* [1 — [dz/(cdt)]], (VI1.12)
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perodx/dt es la velocidad de la pacula con respecto al sistema de referencia
elegido en la direcéinz. Analogamente con el resto de las coordenadas, de forma
gue la expresin anterior se transforma en:

ds* =c*(dt)? [1 -/, (VI1.13)

dondev es la velocidad de la pacula. Tomando la componente positiva de & ra
cuadrada de esta expr@siy recordando la definioh de y v podemos escribir
la cuadrivelocidad de la siguiente forma:

ut = [, 3] (VI1.14)

Note que la expreéh obtenida no tiene dimensiones.

Receta para subir y bajar 'indices

Los ’'indices superiores identifican a un vectdr(o tensor si hay m’as de un
'indice F*¥) contravariante Si figura como sub’indice,,, se denomin&ovari-
ante

Cada una de esats cantidades tiene un significado geom’etrico bien determinado
pero aqu’i s’olo nos interesa dar una receta que nos indique c’omo subir o bajar
'indices.

Primero debemos definir la matriz inversa de la m’etrica de Minkowski:

1 0 0 0
w010 0
L I R

00 0 -1

como se puede apreciar tiene excatamente la misma expresi'on de la m’etrica de
Minkowski.

Para subir un 'indice, es decir transformarlo de covariante en contravariante
basta multiplicar por la m’etrica inversa de Minkowski:

u = 1" u,, an'alogamenter, = 1, , u”.

La m’etrica de Minkowski (0 su inversa) se utiliza para bajar (o subir) 'indices.
Ejemplo
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Encuentre la expresi’on asociada a la transformaci’on de Lorentz, con los dos
'indices arriba (dos veces contravariante) o los dos ’indices abajo (dos veces co-
variante).

La Transformaci’'on de Lorentz definida anteriormente es una vez covariante y
una vez contravariante: tien un 'indice superior y unoinferior.

¥y By 0 0
By = 0 0

o oV AL
ARE =" AL 0 0 -1 0

0 0 0 -1
Hemos sumado sobre el ’indice An’alogamente:

v =By 0 0
By — 0 0

= K =
Bay =M A, 0 0 -1 0

0 0 0 -1

Clasificaci'on de los cuadri-vectores

Dados dos cuadrivectores cualquidray B, mediante la m’etrica de Minkows-
ki podemos definir un n'umero a partir de ellos, de la siguiente forma:

Nuw AP B" = A°B° — A'B' — A°>B* - A°B*= A"B, = A, B"

La expresi'on a la derecha de la ecuaci'on es un n'umero, puesto que proviene de
la suma de cada una de las componentes.

El caso m’as interesante es aquel en el cual usamos el mismo vector dos veces:
Ny AP AY = APA” — AVAY — A2 A2 - AP A=A A, = A, AF
Ahora, mediante esta operaci’'on podemos asociar un n‘'umero a este vector:

Si A, A" >0 = cuadrivector tipdiempo
Si A,AF=0 = cuadrivector tipduz
Si A, A" <0 = cuadrivector tipaspacio
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De esta forma podemos clasificar a los cuadrivectores; puesto que el signo y el
valor de esta cantidad,, A", es un invariante: vale lo mismo en todos los sistema
inerciales.

El significado f’isico de esta cantidad es el siguiente: si un cuadrivectgpaes
tiempq indica que es un vector que est’a contenido dentro del cono de luz. Por
ejemplo si el cuadrivector representa a la cuadri velocidad de una particula, 'esta
se desplaza con velocidades menores que la velocidad de la luz. En cualquier otro
sistema de referencia inercial, se cumple la misma condici’on.

Si la part’icula estipo luz el vector se apoya en el manto del cono de luz.
Finalmente si el vector epo espacio indica que el vector se ubica fuera del
cono de luz.

La cuadri-aceleraci’on

Ahora procedemos a determinar la cuadriaceléradRecordemos que a partir
de nuestra definidn de la cuadrivelocidad, tenemos:

uuy, = +1. (VI.15)

De agu derivando con respecto a:d

dut du
— r—E = 0. VII.16
ds ¥ Tu ds ( )
Definiendo la cuadriacelerdsi o = 4~ y en forma similaw,,,
au, +u'a, =0, (VI1.17)

desp@s de subir y bajandices con la receta usual, se obtiene:

' u, = 0. (VI1.18)

Ejercicio

—

. , - d
Encontrar la expredn dea” como funcon devy, 5 y d—z
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VII.5.2. El cuadrimomentum

Usando los resultados de la séatanterior, podemos definir el cuadrimomen-
tum P*, como

m, C - -

Pt = (ﬁv moC’Yﬂ) :moc(,}/?’yﬁ)? (Vlllg)
introduciendo la expresh de  u",
Pt = mycut. (VI1.20)

Comowu* es un cuadrivecto* también lo es.

El factor (n,c) aparece por razones dimensionales, el cuadrive¢taro tiene
dimensiones. La primera componente del cuadrivector momeftuise define
como la enerta asociada a la pacula. Las otras tres componentes constituyen
el vector moréntum, es deciestas son las componentes que enagimen no
relativista se transforman en el momentum usual de la raaica Newtoniana.

Mencionamos que los invariantes son importantes puesto que toman el mismo
valor en cualquier sistema de coordenadas. Calculemos el invariante obtenido a
partir del cuadrimomentum.

E —
pro= (—,P) (VII.21)
C
PP, = (g, — (myc)? (VIL.22)
E\* 2 2
P'LLP# — - —P = mgyc (V“23)
C

En un sistema en que la pantla se encuentre en repogb= 0, y por lo tanto
la enerdja toma el valor conocido

E=m,c (VI1.24)

Otra consecuencia de estdaulo es que la definioh de masa en reposo &$ii-
en definida: es proporcional al valor del invariaft¢P,, por lo tanto es un
nimero que no depende del sistema de referencia utilizado.
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VII.5.3. La Conservacion del Momentum.

Continuando con la generalizaaide las cantidades que aparecen en lzamea
usual de Newton, nos queda por definir la cuadrifuerza. Se define a partir del cuad-
rimomentum en la forma que se indica a continéaci

dP"
iy (VI1.25)

S

F.LL

Sino hay fuerzas externas actuando sobre el sistema deuyastque estamos
estudiando, entoncdg’ = 0 y en un choque entre pastilas ocurre que

P". ... = Constante (VII.26)

Como el cuadrimor@ntum se conserva, cada una de sus componentes se conserva,
toma el mismo valor antes y degmudel choque.

Pantes = Pglesptés_’ la enerda se conserva. (VIL.27)
|3antes = 5desplées—> el monmentum se conserva. (V11.28)

Una de las consecuencias de la conseoradel 4 - mongntump* es que la
masa y la eneig no sean independientes como otuen la meanica de Newton.
La ley de conservaon de lamasay la ley de consen@tie la enefig se vuelven
una sola en el contexto de la Relatividad Especial.

En relatividad Especial las ecuaciones son cuatro:

]i;;m = ]i}’iml (conserva@n de masa y enei@)

Piic = Prina (3 ecuaddn, conservadin del momentum)

Transformacion de masa en enefg

Supongamos que una makg inicialmente en reposo se divide en dos fuart
las icenticas.

Utilizando el invariante
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M

Figura VI1.38: En la me&nica de Newton ocurre qué! = my +my+m3 , p =
Pi+DPa+ps Y Ei=Ep, Ep=1mwl+1imos + 1msvl. Estas 5 ecuaciones
se transforman en 4 ecuaciones en la relatividad especial.

inic pkt __ pfin pp
Pu Pz'm'cfpu me
tenemos
Piﬁicial {M &) O}
Pf?nal = {(ml + mQ) 7, Y 171 — Yme 172}

‘i @ @ :
v v
-— —_—

Si ambos trozos 1y 2 sonédticos m; = ms, entonces
e ={2mcy,0},  puesto qued; + 7, = 0.Ademas
pH Plinic - M22 = m20272 _ P;;nalpfmaz

inic I
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De aqu tenemos

M =2m~, como vy >1,

entonces M > 2m. La masa no se conserva. Parte de la masa inicial se trans-
formb en enerta. Con el objeto de hacer una anabbgon la meanica de New-
ton, afirmamos que la masa se condigin energa ciretica. Definimos la energ
cinética como:

T=E-F, (VI1.29)

dondeE, proviene del invarianté’* P,

E2
PP, = — — 20_207 con p=~ymu.

E = JVETpe
T = /E:+p*2?—E,

Otra forma que puede adoptar este resultado, se obtiene desarrolkmderie
de potencias dév/c)%:

T = 28 ne
02
)
1v2 30?2
— 2 2 2
T = mc{1+§c—2+§(§) Foop—me
o e - 1 3 4
T = Enerda Cirgtica Relativista= §mv2+?m(v—2)q:
C

Este es el valor de la enéagcirética para cada paculam. Para comparar con
el valor inicial M

2T = 2mryc® — 2me* = (M — 2m)c?,
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la diferencia de masa se transfdren energ cirética.

La ley de conservaén de masa de Lavoisier no es exacta. Claréa gsk la
diferencia entre la masa inicial y final es, en la maégale los casos, despreciable.

La energia se transforma en masa

En la reacdn

2H,0 + Energa— 2H, + Os,

la enerda da@iadida al agua se convierte en masa. En 1000 toneladas de agua
convertida a hidsgeno y o¥geno, estos productos gaseosos tienen alrededor de
0,3 gramos de masa en exceso del original.

Ejemplo

a) Suponga que dos masas iguales chocan frontalmente para producir una sola
paricula de masa en repoge.

b) El mismo caso anterior, pero ahora una de lasqadds esi en reposo en el
Laboratorio y la otra choca frontalmente. Calcule la erzedg la paitula
incidente.

a) Utilicemos los invariantes

PPy = Pf Pl

ne op finm p

E;
P;; = (2 7P1+P2)7
C

pero P, + P, =0, luego:

2E7 125
2 @
E, = my
Ef = 4m
3
2my = 4m:>7:2:>v:\/7_c:0,87c
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<L
<L

4w

Ambas paficulas deben aproximarse con la velocidad= 0,87¢

b) En el segundo caso, la patla de masdm no puede estar en reposo, de

esta forma ) )
FE FE
(—1+mc) —Pf: (—f) —PJ?
C C
comoP; = ymv, FE; = mcy, entonces
(me)*(vi 4+ 1)* — yfmo* = (4yyme)® — (dmypvy)?

1 1
Vi = o0 y Vf =
V I+ () 1+ ()2

UZ-Q U2
(me)? + 2(me)*y; + vim?c(1 — 0—2) — 16ﬁm202( B C_g)

2(me)?(1+7;) = 16m'c?, de aqiise obtiene v; =7, = ©v;~0,99c.

En este caso, bombardear una jgaith contra un blanco en reposo, se necesita

una cantidad apreciablemente mayor de €megge el caso anterior. ES por es-
ta radn que los aceleradores modernos utilizan haces de part’iculas que chocan

frontalmente para producir como parilas mas masivas.
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Por ejemplo, el descubrimiento del bos7, que era una predican de la tedia
de Weinberg, Salam y Glashow y que les @ali premio Nobel en 1979, tiene una
masa mil veces mayor que la de atomo.

La pariculaZ se produce en los aceleradores a partir del choque de dazipart
las y la masa de la pacula Z es 100.000 veces mayor que la masa de cada una
de las paiitulas incidentes.

Esta paicula fue detectada en Enero de 1983. Para tener una idea de la mag-
nitud del aceleradogste contiene un magneto de 800 toneladas para producir un
campo magetico de 0.7 Tesla.

Ejemplo

Un carro rueda sobre una larga mesa con velocidadh carro un poco @s
pequéio rueda sobre el primer carro con velocidad relativa al primer ecatdm
tercer carro rueda sobre el anterior con la misma velocidamh respecto al se-
gundo carro.

a) ¢Cual es la velocidad del tercer carro con respecto a la mesa en reposo?

b) Suponga que el proceso se repite hasta infinitoal¢gsila velocidad del
carro nésimo con respecto a la mesa?

a) A partir de las transformaciones de Lorentz, tenemos

¥ = y(x—t)
v
/ JR—
= (- gx)
Ax (5%) —wv
At 1— 5(5%)
_ /
o o= = :i, o} u:u+/v, donde,
- 1+ 4
v’ = velocidad del carro con respecto al sistetha
u = velocidad del carro con respecto al sistetha
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En nuestro caso, el carro se desplaza con rapidez v, con respecto a
S’, entonces

v
14+ %

u

Para mayor comodidad redefinimos la velocidad en unidades de la velocidad
de la luz

2v

de este modo, haciendo c=1, se tiene = fﬁ}’v ycomo v =v== u=

b) Siaumentamos elimero de sistemas de referencia en una unidad, tenemos
quen’ no esv sinow’ = 2% por el resultado de la parte a)

1402

u = velocidad del carro con respect®a

v’ = velocidad del carro con respectda
2v T+ 3

T2 3V 4+ v

u = =

2v 2

14 T * U 1+ 3v

Si sumamos un sistema de referencia adicional, tenemos:

v’ = velocidad del carro con respecto al sistetha
., 3v+v?
U = ——7
1+ 3v?
u = velocidad del carro de la figura con respecto al sistSta

u + v 4o + 403
u = =
1+vv 1+ 602+ 0t
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En este punto conviene hacer notar que:

(1+£v)* = 1440+ 60> +40® 40!
(14+v)'— (1 —0v)* = 2(4v+ 4°)
)= 2(1+ 60 +0?)
@) 1+v)'—(1-v)"
(1+0v)t+ (1 —0)

W (1+v)? = (1-v)’
(14+v)3+(1—v)?
4@ — (1+v)* = (1-w)?
(o) + (1 =)
De esta forma:

O (I+v)" = (1—2)"
(1+v)"+ (1 —o)"

-y

1+ (§52)m

. 1—-
Defino z = H—U < 1, puesto ques > 0. Pero = < 1, = 2" —
v

0 si n — oo, de este modou™ — 1 ycomo estamos utilizando la
velocidad de la luz como unidad, tenemos

u™ — ¢
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Ejemplo

Una @mara muy distante saca una fotogaade una bala viajando. Esta
bala tiene una velocidady un largo/, con respecto al sistema en reposo.

Detras de la bala y paralelo a su camino se ubica una regla en reposo con
respecto a laamara.

La camara hace uanguloa con respecto a la velocidad de la regla.

¢, Cual sera el largo aparente de la bala de acuerdo al sentido de la velocidad
de la bala?

0JO: Ambos fotones deben llegaimultaneamentea la émara, es decir
no salen simult'aneamente de la fuente.

Definamos!/ = largo de la bala en su sistema propio
(medido por un observador mé@vidose con ella: sis-
temas’)

Lo = largo de la bala medido en el sistema en reposo
(S) con respecto a laamnara y a la regla.

L = longitud de la bala registrada por la foto.

Ambos fotones deben llegar simateamente a ladmara, de esta forma
el foton que sale de la cola de la bala debe hacerlo anticipadamente. De
acuerdo a la figura debe recorrer una distancia adiacional iguatasu.

Al — L cos oz'

C
En este intervalo, la bala avammna distancia

vAt:EL CcoS o
1

El largo que registra ladanara es

L:LD—I—ELCOSQ
c

dondeLp es el largo de la balasegS'y “ L cos a lo que avana entre los
dos destellos.
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1—§cosa

L

La relacbn entreL y ¢ est dada por

Ar = 2y — 2 =v[(va—x,) — vtz — t,)]
Az = ~[Lo—v- 0]
Ar = oy —al =aly—al =4

puesto quez’y = 2’4, entonces

{=~Lg

De modo que

L = Largo medido por la@mara

L L

= ¥(1—7% cos @)

VII.5.4. Ley de Transformaciones de Vectores.

Las cantidades que tienen un significado f’isico -aquellas que representan una
observaci’'on—, tienen existencia por s'i mismas, independientes del sistema de
referencia utilizado. Por ejemplo, la fuerza, la velocidad...etc. no cambian al ro-
tar el sistema de referencia, permanecen iguales y s'olo se altera el valor de sus
coordenadas.

Las segunda ley de Newton se escribe= m - d y no se especifica la ori-
entacon del sistema de referencia. Nosotros seleccionamos uncgstamve-
niente, y escribimos las ecuaciones en dicho sistema de referencia. Si posteri-
ormente queremos cambiar de sistema de referencia a otro que forme un cierto
angulo con respecto al anterior, debemos usar las propiedades de tran€formaci
de los vectores y la ecudxri queda escrita correctamente en el nuevo sistema de
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Figura VII.39: En meanica utilizamos cantidades como: escalares, vectores,
seudo—vectores, tensores...etc. El nombre de cada uno de estos objetos responde
a las propiedades de transforntatique obedece dicha cantidad al realizar una
rotacbn del sistema de referencia o al reflejarlo en un espejo

referencia. Esta operdxi es correcta porque todas las cantidades que aparecen en
la ecuaddn transforman de la misma forma bajo rotaciones, es decirestiores.

Ejemplo

Estudiemos el caso de una rotatien unagangulod. Para preparar el camino a
las transformaciones de Lorentz, incluiremos aqu’i el tiempo.

a) Escribir la rotadn en forma matricial, incluyendo el tiempo.

t
xcos 0+ ysend,
ycos  —xsenb,
z

IS I |

Estas ecuaciones se pueden escribir en forma tensori-
al,

v=3

=Y R (V11.30)

v=0

Hemos introducido la matriz de rotéci R*,. Esta matriz incluye la compo-
nente temporal, logdicesy y v toman los valores 0, 1, 2 y 3. Es una matriz de
4 x 4.
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Convenci’on de Einstein

A continuacon se define la converam de Einstein para las sumas. Consiste en
omitir el Smbolo de la sumatoria y adoptar la convenoh siguiente: cada vez
gue aparezca uimdice repetido, se debe sumar sobre todos los valores que toma
dichoindice. En esta notamn la exprein anterior se escribe

=R a". (VI1.31)
donde la matriz?*, tiene la siguiente forma

0 0
cos 8 senf
—sen@ cos 6

RE = RQO 321 R22 R23 _
Y Ry R R R

o O O
_— o O O

R}, R3 R3 R 0 0
t 1 0 0 O t
T B 0 cosf senf O T
i a 0 —senf cos6 0 y
z 0 0 0 1 z

Las velocidades deben transformar de la misma forma. Usando la forma tensorial
definida en [VII.5.4], y diferenciando con respecta'a(y manteniendo fijo el
angulo de rotaéin) tenemos que

Ai=X,-X,  di*=R"dz", (VI1.32)

de aqii podemos encontrar la forma de la velocidad recordando: qama el
mismo valor en todos los sistemas de referencido Sebemos dividir ambos
miembros de la ecudmn anterior pokl ¢:

dzH dx?

— =R~ Vi =RV VII.33
=R, Vi =RV (V11.33)

Es claro que esta exprésitransforma igual que los vectores bajo una réacy
por lo tanto es un vector.

Podemos seguir con esteéetndo y aplicarlo a la acelerdxi, y obtener un re-
sulatado similar: tambi’en es un vector, como uno supone.
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Receta para subir y bajarindices

Los ’'indices superiores identifican a un vectdr(o tensor si hay m’as de un
'indice F*¥) contravariante Si figura como sub’indice,,, se denomin&ovari-
ante

Cada una de esats cantidades tiene un significado geom’etrico bien determinado
pero aqu’i s’olo nos interesa dar una receta que nos indique c’omo subir o bajar
'indices.

Primero debemos definir la matriz inversa de la m’etrica de Minkowski:

1 0 0 0
w0 =1 0 o0
T 1o o0 -1 0

00 0 -1

como se puede apreciar tiene excatamente la misma expresi'on de la m’etrica de
Minkowski.

Para subir un ’'indice, es decir transformarlo de covariante en contravariante
basta multiplicar por la m’etrica inversa de Minkowski:

u' =n"%u,, an’alogamenter, = 7,,, u®.

La m’etrica de Minkowski (0 su inversa) se utiliza para bajar (o subir) ’indices.
Ejemplo

Encuentre la expresi’'on asociada a la transformaci’on de Lorentz, con los dos
'indices arriba (dos veces contravariante) o los dos ’indices abajo (dos veces co-
variante).

La Transformaci'on de Lorentz definida anteriormente es una vez covariante y
una vez contravariante: tien un ’indice superior y unoinferior.

v By 0 0
6y =y 0 0
Ho Qv A
A=A, =g g 1

0 0O 0 -1
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Hemos sumado sobre el 'indice An’alogamente:

v =B~y 0 0
By —y 0 0

= K =
Aoy =Tap 0 0 -1 0

0 0 0 -1

La cuadri-aceleraci’on

Ahora procedemos a determinar la cuadriaceléradRecordemos que a partir
de nuestra definidn de la cuadrivelocidad, tenemos:

uu, = +1. (VI1.34)

De aqu derivando con respecto a:d

dut du
— H—E =. VI1.35
ds " T ds ( )
Definiendo la cuadriacelerari o = 4<, y en forma similaw,,,
a u, +uta, =0, (VI1.36)

desp@s de subir y bajandices con la receta usual, se obtiene:
a*u, = 0. (VI1.37)
Ejercicio

—

Encontrar la expreén dea* como funcon dev, 3 y e

VILL5.5. Principio Variacional.

Encontraremos el momentum usanddcalo variacional, porque de altalcu-
lando el Hamiltoniano encontraremos la expoegielativista de la eneta.

S = a/Ldt, (VI1.38)
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S es la acdn y L es el Lagrangiano. La cantiddddt deber ser unnvari-
ante relativista porque de esta forma, a téwde este gtodo, encontramos una
ecuacdn de movimiento independiente del sistema de referencia (o majdav
en cualquiera de ellos).

El invariante n&s simple eds.
S=afds =afVcd?—dz?,
=ac [dt\/1 -3,

~ac [dt(1-33%), si << 1.

El objetivo de tomar la aproximaim 32 << 1 es determinar el valor de la con-
stantea introducida al comienzo delatculo a partir del I'imite no-relativista.
Como este I'imite ladrmula relativista debe coincidir con la usual en aréca,
procedemos a ajustar la constantpara que el lagrangiano tome la expresi‘on:
L =T — V. En nuestro casti = 0, puesto que no hay fuerzas. De este modo:

2
dS:acdt—%v—dt = a=-myc,
c

m, se define como la masa de la part’icula medida en un sistema en reposo con
respecto a ella. La accci'on es:

2
S = —my 2 / dt + / m;” dt (VI1.39)

el primer termino—m, ¢* [ dt no afecta las ecuaciones de movimiento por ser
una constante: se cancela al tomar la vabiaalel Lagrangiano con extremos
fijos.

Se introdujo una constante,, que llamaremos:, = masa en reposo de la
parficula.

(V11.40)
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A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos definir, en foridmican
el momentum asociado a una pauta.

|3 oL me

W i
m

i-

La componente temporal del 4—vector momentitn,se define a partir del
Hamiltoniano.

o

OL myv?
H=2"9g-1="1V_4m3/1-»

57 U 1_ﬁQ—i-mc 52,
H — My C?

V1-52
El hamiltonianoH representa lanergatotal de la paiitula, como puede com-

probarse en el caso no—relativista. Definimos la éadig= H

mec?

EF=—" VIl.42
N i

En la siguiente secci’'on definimos el cuadrimomentum.

Note que, de acuerdo a lo establecido al comienzo de esta secci’on de cuadrivec-
tores, son las propiedades de transformaci’on las que determinan cuando un cuadrivec-
tor est’a bien definido o no. Si la asociaci'on que it definimos aqu’i es compatible
con las transformaciones de Lorentz entonces est'a correcta.

VII.6. Confirmaci 6n experimental de la relativi-
dad especial

Experimento de R. F. C. Vessot

A continuacon describiremos un experimento realizado en 1980, con el objeto
de comprobar las predicciones de la taate la relatividad general y especid], [
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usando un reloj @mico. El acuerdo entre tdary experimento que se verifien

este caso lo interpretaremos como una confirorade que la naturaleza se ajusta,
dentro de las aproximaciones usadas, a sus postulados. No existe, hasta el momen-
to, un experimento que contradiga las predicciones sostenidas por la relatividad
especial. Este hecho constituye una buena justificguara estudiarlas.

El experimento se realizdentro de un cohetgcoutque fue enviado a 10.000
km. de altura con un reloj @mico en su interior. Este reloj es en realidad un
Maser. acronimo deMicrowaveAmplification byStimulatedEmission ofRadiation,

o Amplificacion de micro-ondas mediante endisiestimulada de radidm, emite
una onda cuya frecuencig es de 1420,405751 Mhz, y permanece sin cambiar
por un perodo de 100 segundos. Estdiakllega a tierra con una frecuencig es
comparada con la emitida por un reloj similar instalado en el lugar de récepci
en tierra. Las variaciones porcentuales de frecuencia entre ambos relojes

Av  v—u,
=7 = :

Vo Vo

esfin dadas, de acuerdo a las predicciones de la relatividad general, por la sigu-
iente expredin:

— - 2 R 5
Av _ Pt —Ps |Vt_VS’ TSty (VII43)

v, 2 2 c2 2

El sulindicet indicatierra y S el coheteScout ¢ indica el potencial grav-
itacional Newtoniano en la superficie de la tierra y en la pogriciel cohete, de
acuerdo al sulndice. Esta correcgn es un efecto neto de la relatividad general:
el tiempo transcurre &s @pidamente en los puntos o regiones donde el potencial
gravitacional es s ebil. El segundoé@rmino corresponde al efecto Doppler de
segundo orden, debido a la velocidad relativa entre el cohete y la base en tierra.
El efecto Doppler de primer orden, proporciondl &, se elimina rebotando en
el cohete una $®l adicional de frecuencia conocida y congatola con la fre-
cuencia que retorna. Es un efecto similar al radar que laipal&ga para medir la
velocidad.

El tercer €rmino de la drmula VI1.43 proviene de la aceleréai que experi-
menta el cohete, ¥, ¢, indica la distancia desde el cohete al centro de la tierra.

La ecuaddn VII.43 constituye la predicon tebdrica.

Al comparar las frecuencias recibidas desde la nave con las del reloj en la base
y corregir los datos para tomar en cuenta un conjunto de factores mencionados a
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Figura VI1.40: Esquema del experimento realizado con el caBeteit

continuacbn, se lle@ a la conclugin que la teda de la relatividad (especial y
general) y el experimento son consistentes a un nivel de pedsi 70 partes en
1076,

Algunos de los efectos que debieron ser tomados en cuenta para eliminar los
errores de los datos obtenidos, fueron: campos Btagps variables en magni-
tud y direccon, rotacon de lalltima etapa del cohete, variaciones de la fnesi
barongtrica y temperatura. Otros efectos adicionales son la acdlardeiaprox-
imadamentel8—g a la que est sometido el cohete durante su lanzamiento y la
dispersbn en la sial debido a la columna de electrones de lggfara que se
interpone entre la nave y la base.

En este experimento no es posible distinguir entre los efectos atiwar® pro-
porcionales a potencias dé&'c, de los diramicos, que son generados por la rel-
atividad general (proporcionales al potencial gravitacional). Esto debido a que el
cohete Scout, véa constantemente su altura y velocidad durante el corto tiempo
gue dura el experimento.
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Experimento Hafele y Keating

(J. C. Hafeley R. E. Keating, Sciencg[7, 166, 1972, pag 166.)

Este experimento consiste en ubicar cuatro relojes at'omicos de Cesio en el
interior de un avi'on que fueron trasladados en un vuelo regular de una I'inea
comercial de aviaci’'on alredor del mundo dos veces consecutivas: una en direc-
ci'on Este y la otra hacia el Oeste. El experimento fue realizado por J.C. Hafele y
R. E. Keating en 1972, y su objetivo fue poner a prueba la teor’ia de la relatividad
de Einstein utilizando relojes macrosc’opicos.

Como veremos desp’ues, la raz’'on entre los tiempos registrados por un reloj en
Tierra y otro en movimiento, pero con una velocidad bafa €< ¢?) se reduce
a[l —u*/(2¢*)], donde c es la velocidad de la luz. Como en este caso la Tierra
est’'a rotando lo relojes estandard distribuidos sobre la superficie no pueden ser
utilizados como relojes coordenados en un sistema inercial. De todas maneras
pueden ser evaluados con respecto a un hipot’etico reloj ubicado en el Polo Norte
(o Sur). En este caso al comparar ambos relojes, el reloj de referencia ubicado en
el Polo observa que el localizado en el Ecuador con una veloéidady de esta
forma mide un retraso en su medici'on:

R?()?
1— SR donde R es el radio de la Tierra {2,
es su velocidad angular. Por otra parte la nave que circun—navega la Tierra cer-
ca del plano ecuatorial con una velocidadelativa a la Tierra, experimenta un
retraso proporcional a
(RQ+v)?
(2¢?)

Por lo tanto st y 7, son los tiempos registrados por el relojen el avi'ony en Tierra
respectivamente durante una circunvalaci’'on completa, su diferencia, en primera
aproximaci’on est'a dada por:

1—

2RO v+ 1?2

T — T — 202

To-
En consecuencia, si la nave viaja en el mismo sentido de rotaci'on de la Tierra
(Este,r > 0) deber’ia producir un retraso en el tiempo indicado en el reloj de
la nave. De la misma manera, un viaje contra el sentido de rotaci’'on de la Tierra
(Oester < 0) deber’ia producir un adelanto en el tiempo de la navesi R ().
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La relatividad general predice un efecto adicional que, en el caso de campos
gravitacionales d’ebiles es proporcional a la diferencia en el potencial gravita-
cional entre la nave y el reloj en Tierra. Si el valor de la aceleraci’'on de gravedad
esg Yy la altura que alcanza la nave ks<< R, la diferencia de potencial es
g h. Al introducir este nuevo elemento en la ecuaci’'on que relaciona los tiempos
relativos, se obtiene:

gh 2RQuv+ 12

T—T,=
c? 2c?

To-

El termino g h/c* se denomina edorrimiento al rojo gravitacionaly predice un
aumento en el tiempo de los relojes ubicados sobre el nivel de la Tierra.

Paralas velocidades y alturas t'ipicas que alcanzan las aeronaves, ambos t'erminos
de esta 'ultima ecuaci’on: el gravitacional y el cinem’atico son comparables en
magnitud absoluta. El t'ermine?/(2 ¢*) es peque’no comparado cat¥) v /c?.

De esta forma en el viaje hacia el Oeste< 0) ambos t’erminos son positivos

y Se suman para una ganancia neta apreciable en los tiempos medidos. En el vi-
aje hacia el Estey( > 0), tienden a cancelarse y a producir una diferencia neta
peque’na.

Podemos comparar las diferencias de
tiempo obtenidas a partir de la 'ultima
f'ormula y comparar con los I'imites de
detecci’'on de los instrumentos. De hecho,
este experimento fue posible debido no-
table disminuci’'on en el tama’no asocia-
do alos relojes at’'omicos y, por supuesto,
Su exactitud.

El viaje lo suponemos sin escalas y, en
una primera aproximaci'on, el tiempo
empleado es, = 27 Rv. Sustituyendo
este valor en la ecuaci’'on tenemos:
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Este | 40+ 23 nanosegundos
Teor’ia
Oeste| 275+ 21 nanosegundo

[%2)

Este | 59+ 10 nanosegundos
Experimento

Oeste| 273+ 7 nanosegundos

Estos resultados proporcionan un respaldo concreto a las predicciones de la
teor’ia de la relatividad especial. La paradoja del reloj, que analizaremos m’as
adelante, se comprueba aqu’i con el uso de relojes macrosc’opicos.

Anteriormente se conoc'ia este resultado por el decaimiento de part’iculas el-
ementales (ver ejemplo). En este 'ultimo caso, la verificaci'on es a nivel mi-
croc’opico.

VII.6.1. Resumen

Hemos descrito un par de experimentos que confirman las predicciones deduci-
das a partir de la tet@ de la relatividad especial y general hace yesahe 70 Ros.
El error en uno de estos experimentos confirma lademon una precién de 70
partes por mikbn (70 ppm).

Aln a$ no es posible afirmar que, una de ellas, la relatividad general esika teor
que describe correctamente eldemeno de gravitadn. Las rabn es la siguiente:
estos experimentos fueron realizados en la superficie de la tierra yehgam-
po gravitacional es muyébil. Existe al menos un experimento que confirma las
predicciones de la relatividad general enigiite de campos fuertes, pero nos
referiremos &l mas adelante.

¢, Qe significa fsicamente un campo gravitacion&hdl o fuerte?

Si la masa de una estrella cualquiera la designamos\£on su radio esk,,
entonces una medida de la intensidad del campo gravitacional se obtiene a partir
de la siguiente expre&sn:

G M <r, < 10002\4,
C C

Si campo gravitacional fuerte.
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(VI1.44)

. M
Si re >> 100G2 ,
C

el campo es &bil.

Donde( es la constante gravitacionat¥ es la velocidad de la luz. La dimen-

., GM .
sion de[ 5 1 es longitud.
C
i — 33 G M® 5
SiM = My = masadel sok 1,9 x 10° gr, entonces:— — = 1,477 x 10
cm. ¢
Ejemplo

Existe una constante que se denomina la constante de Planck y que caracteri-
za los fe®menos canticos, es decir el comportamiento del mundo midrpg&m.
Su valor es

h
h= 5= 1,055 x 10734 [Joule-segundo]
m

Encuentre una cantidad que tenga dimensiondsragtud y en la cual inter-
vengan ade#s ,las constant&s y c. Esta cantidad es la longitud de Planck.

Respuesta:

@ =1,616x107%  cm (VI1.45)
C
(VI1.46)

La dimension dé esimomentumx distancia

VII.6.2. Transformacion de un elemento de 4-Volumen
El elemento de 4 - volumen es un invariante
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Az = y(Az —vAt)

At = (At — gAaz)
Ay = Ay
A7 = Az

Ahora, instarineamente eS’(At’ = 0) el observador mide el elemento de
largo Az

Az = y(Ax' — vAY)

En un mismo punta’, v/, 2/ medimos el intervalo de tiempo ¢hAt:

At =~ At

Ar Ay AL AE = AL ST Ay AL
v

= At-Az-Ay-Az

d*z’ es un invariante bajo transformaciones de Lorentz.

ox'*
d4 I d4 v
v ox” v
m
‘gx = det A" = +1
:I;V

El signo nas indica una tranformamm de coordenadas ortocrona, es decir, que
conserva el sentido del tiempo.

En una transformaén en las coordenadas espaciales ocurre:
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V-gd's = —gd'z

vV/—g = r’sen’0 (coordenadas esf'ericps

por la misma raz’on anterior, el Jacobiano de una transformaci’'on de coorde-
nadas espaciales (por ejemplo, de coordenadasz ar, 6, ¢) est'a dado por:

ox'™
ox?

dondeg es el determinante de la m’etriga, . Si adem’as se incluye el tiempo y
una transformaci’on de Lorentz, tenemos:

Jacobianc= ‘

VI = ygdis

Esta es unarelaci’'on general, v'alida para cualquier tipo de transformaci’'on de co-
ordenadas. En realidad es una relaci’'on general porque es un invariante tensorial.
Bajo este disfraz se puede escribir como:

d*r = % Cuvor datdz” dx’ dx”
Cuor = N —9Euwor
go123 = -+l
€oo2s = O
€123 = —1

Donde el tensoe,,,.- €s el tensor totalmente antisim’etrico, que toma los val-
ores indicados. La forma natural de definir este elemento es recurriendo a las
formas diferenciales.

VII.6.3. Las Ecuaciones de Maxwell

2

1 . . ) ) ..
c - a = — UnidadesSistema racionalizado de Heaviside-Lorentz
Ahe 137
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VAE+2 =g
VAB-922 =]

<14
= o
o

P o= 9rAY - 0 A
g = -0,
Foi — _EZ

0 —E' —E> —E?

0 —-B3 B?
m
= 0 —B!
0

=

P =0 0= (p, )

At — AR 4 OFy
A = E—VX
¢ — o+

Frxmv — %
g F = 0

Massive spin 1 Eqts.

O, F* +m?AY =0
FI o= grAY — 9 A

Conservacbn de la Carga
Ejemplo

En un alambre infinito se ubica una serie infinita de caggaeparadas por una
distanciau en el sistem&' que se encuentra en reposo con respecto al alambre.

Suponga un observador viajando con una velocidpdralela al alambre. En-
cuentre la densidad lineal de cargas que mide este obsetvador
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En S la densidad es) = g.

En S la distanciaa cambia

Az = ~y(Az' —ovAt)
v

AT = TAa—2,=2p— T,
(zp —20) = (2 —a5) — 0]
L = ~L
= a =2
Y
De modo que
a a
No= A

De acuerdo &', existe una densidad lineal de corriedfe= —\' v

=

J* = (c\J)
JeJ, = X\ (enS)
2
_ 232 2,2 _ /2.2 v
JJM = AN = Nt =\ (1—5)
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= PN - =) = N2

=

Se verifica que J* = (c), J) es el 4 - vector densidad de corriente.

Otra forma de llegar al mismo resultado:

JH = (pc, pv)
Nq
p = —
v
¢ = AOuj”
= A%J°+ A°,J
= ypc+Bp”

I
2

pc
pe = 007(1—62)27 = |p
Vo= AXAYAZ

Az’ = ~Azx (At =0)

Vo= yAxAyAz =yv
p_ Ne_Ng_p
P v W
VIIL7. Ejercicios Propuestos

1.— Un va@n de tren se mueve sobre uria a velocidad constante Ay B

esfin en los extremos del vag y los observadores C y D astde pie junto
a la via. Definimos el evento AC como ocurrencia de A al pasar frente a C,
y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, &bes sirven para que los
observadores que @st sobre la \a midan el paso de un reloj llevado por
A?

(b) SeaAt el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los obser-
vadores que esh a un lado de laia. ¢ Q@ intervalo de tiempo marca el
reloj en movimiento?
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(c) Supngase que los eventos BC y AD son sirankos en el sistema
de referencia de laia. ¢Son simudineos en el sistema de referencia del
vaghn?. Si no, ¢, cal es primero?

2.— Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler rela-
tivista para lainea 6563Adel HidrogenoH,,, emitida por una estrella que
se aleja de la Tierra a una velocidad relativalde’c, 10~2¢c, y 10~ !c. ¢ Es
una buena aproximamn el resultado a primer orden?

3.— Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a
velocidad uniforme de 63¢*, con respecto a la Tierra.

(a) ¢ Qe fraccbn de su longitud de reposo parecacortarse, con respecto
a un observador sobre la Tierra?

(b) ¢ Cuanto tiempo tarda, sedin los relojes en tierra, para que el reloj del
aeroplano se retrase un microsegundo? (Supongamjoamente esalida
la relatividad especial).

4.— El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la
velocidad a que gira alrededor del Sol, como de 30 km/segargGpare-
celia acortarse el dmetro de la Tierra con respecto a un observador en el
Sol, por el movimiento orbital de aquella?

5.— Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exacta-
mente igual a la mitad de su longitud propia.

(a) ¢ Cual es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador?
¢, Cul es la dilatad@n del tiempo unitario de la nave?

6.— Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su
sistema propio. Se desplazan en sentidos opuestogncioze en el vuelo.
El astronauta que va en la nariz de una nave, que la designamos por A,
mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz y la cola de la otra
nave (B) desde su puesto de obser®acEncuentra que este intervalo es
2,50 x 107% segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) ¢ Cul es la velocidad relativa de las naves?
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Figura VII.41:

(b) ¢, C\al sera el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara
el intervalo que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la
nariz de (A) y la cola de (B) pasa frente a la cola de (A)?

Acompdie ambas respuestas con uafmgo espacio-tiempo.

7.— (a) Si la vida (propia) promedio de un ras: es2,3 x 10~¢ segundos,
¢ g distancia promedio viajeréste en el vdo antes de morir, de acuerdo
con mediciones en diferentes sistemas de referencia, donde su velocidad es
de0,00¢, 0,60¢, 0,90¢, y0,99¢ respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo
me®n medira.

8.— A 200 km sobre el nivel del mar, una pedia de rayo ésmico primario
choca contra la atbsfera de la Tierra; en esta cotisi de alta eneig se
produce un mdém 7, el cual desciende verticalmente a una velocidad de
0,99¢ y, en su sistema propio, se desinte@ra x 10~ 8seg desp@és de
producido. Se@n se ve desde la Tierra, ¢ aéqitura sobre el nivel del mar
se desintegra el més?

9.— En la Figura, Ay B son los puntos de interséacdel ejex (varilla esta-
cionaria) con una varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes
diferentes. La varilla inclinada se astoviendo en la direcoh +y (sin
cambiar de inclinaéin) a una velocidad.
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(a) Demuestre que el punto de interséoaile las varillas tiene una veloci-
dadu = v cot 6 hacia la izquierda.

(b)Seadd = 30° vy wv= %c. Demuestre que, en este casexcede &y
explique porgé no existe ninguna contradiéeci con la relatividad.

B

10.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectilease est
moviendo enihea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a
una velocidad de 0,9 c y el segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la
velocidad de un proyectil con respecto al otro.

11.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda urs sen una
linterna cada seis minutos. Otro observador, B estuna estagh espacial
estacionaria con respecto a la Tierra. Designamos con C a un astronauta
gue viaja en un cohete de A a B, con una velocidad constante de 0,6 ¢, con
respecto a A.

(a) ¢ A q intervalos recibe B las Bales de A?
(b)¢, A gie intervalos recibe C las Bales de A?

(c) ¢A gk intervalos recibe B los destellos de C?

12.— Considere la existencia de peutas que tienen vida finita y cuyamero
en funcbn del tiempo et dado por:

—tIn2
N(t) = N, exp l
T
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Figura VII.42:

SiendoN, el nimero de partulas que existen én= 0y es la llamada vida
media de las paidulas, ya que en el tiemgo= 7 el nimero inicial se ha
reducido a la mitad:

N(0) = N,, N(r):%.

Los mesones™ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta éaerg
entre una partula de rayo ésmico primario y la atisfera terrestre. Su
vida media propiaest, = 2,6 x 10~% s. Suponiendo qu&, mesonesr+

se han formado a la altura h de la tierra y que descienden hacia ella con
rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(i) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que ikegda superficie
terrestre si no se hicieran correcciones relativistas.

13.— La Paradoja del Granero

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La
velocidad del atleta con respecto al granero es/ét-g- ). Este sostiene la
garrocha de modo que se mantiene paralela a la dinede movimiento del
atleta. En su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud propia =
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10 m. ¢, Sdr posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que
el atleta y la garrocha queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en
el interior del granero.

Solucion
La paradoja del granero.

Solucion:
Seal, = longitud propia del granerd,;, = 10 m.
L = longitud propia de la garrocha,= 20 m.
i) Analisis con respecto al atleta:
El atleta opina qué., sufre una contracon puesto que ve aproximarse al
granero con velocidag 3£
V3
luegoL{" = L,/ 1 - E5E = Lo 105
y como la longitud de su garrocha Bglargo propio)

= para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero
puesto quel > L,/2

i) Analisis con respecto al observador parado en el granero.

El observadoi3 ve aproximarse al atleta c@@a por lo tanto, la contrac-
cion de la garrocha es:

(P L 20 10

2 2 2 "
y comoL, = 10m (largo propio del granero)entonces para observdgior
es perfectamente posible que el atletq uede atrapado en el granero, ya

que:

LB =41 -

L® =1,  L® =long. medida poB de la garrocha dg

EJERCICIOS PROPUESTOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 99

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea Az = z9 — 13
Al =, — 2

dondely 2 eventos que indican la entrada y salida del granero palesen
() y el fin y comienzo de la garrocha endisis (ii)

Las transformaciones de Lorentz son:

(x)Azx = ~(Ax' + vAt')
(:6)At = (At + ZAx

i) s’ desea medir la longitud del granem At' = 0 en (*) = Ax = vAx'

Az = longitud granero medido per
Az’ = longitud granero medido pgr

= Aa:’:LgA):%:%<L
= Paras’ es imposible quedar atrapado

i) Ahora

Ar = wz,—x; = largo garrocha con respecto
Az’ = zl, —a) = largo garrocha con respecto

S desea medir la longitud de la garrocka At =0

de(xx) = At' = —5Ax'

_ Ax
enx) = Az= >

LB =L_L_]

~ g

= ParaS es posible quedar atrapado

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
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14.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades
relativistas. El observador O tiene uriiba en la cola de su nave apuntando
en direccdbn perpendicular al movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A. En el
sistema de referencia de O, el otro misil sufre una contbacde Lorentz.

En consecuencia O sospecha que su bala r elael blanco. Pero en el
sistema de referencia de O’, es el misil O el que aparece @dotygor lo
tanto, cuando Ay A coinciden el observador ve lo que aparece en la tercera
figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Desalo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede
en este encuentro.

Nota: . = largo propio de los misiles. = velocidad del misil O con re-
spectoa O'.

15.— Un fobn que inicialmente tiene enéagr; choca con un préh que est en
reposo inicialmente. El proh tiene masan,,. Calcular la eneng final del

foton.
Indicacbn: Recordar qug = E'/c, para el fobn (p = cantidad de movimien-
to lineal).
2 F;
( Respuestdl; = E;/ [—2 + 1] )
M C
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16.— Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los ex-

Fotén rebotando en los espejos

tremos de esta barra se ubican dos espejos como se muestra en la figura.
Suponga que un féh se encuentra entre ellos. Sien- 0 el espejo de

la izquierda coincide con el punto = 0 y justo en ese instante el ot

esh siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del yot

de la barra en un diagrama espacio-tiempo 1.

<t

>

A

e

17.— En el sistem&’, un sujeto corre en la dire@s del ejey’ con velocidad
!/

L : . :
constanté/ = T dondel’ es la distancia propia con respects’yy 7" es
el tiempo que marca un reloj ésico con respecto &'

A su vez,S’ se mueve con una velocidadcon respecto a otro sistema de
referencia inerciab.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sisteralcule las dos
componentes de la velocidad de este sujeto y a partir de este resultado en-
cuentre la tangente dahgulo con quéste se aproxima.

b) Suponga que en el sisterfighay una serie de interruptores separados por
una distancia propiéd’. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo.
Al ser activados, estos eian un fobn (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere)
que viaja directamente haci& en la direccon del ejer del sistemas.

Calcule la velocidad,, con que los detectores se encienden en el sistema
a medida que van recibiendo la&sé¢luminosa proveniente d€. Suponga,
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si le ayuda utilizar este dato, que inicialmente el sistéthae encontra-
ba a una alturd? sobreS. Recuerde que la distancias perpendiculares al
movimiento relativo no sufren alteraciones.

Figura VI1.43: Ejercicio # 19

c) Si el observador es, U = V cos §, V = V sen 6, representan las
componentes de la velocid&dcon la cual se aproxima el sujeto, demuestre
gue la velocidad con que se encienden los detectores en el siStesna

V sen @
1 V cos 6

C

wy:

d) Demuestre que $ ~ c (es decir3 ~ 1)y elangulod es muy pequigo,
la velocidadw, toma su maximo valor par&@* =2 (1 —3) ~ (1+ 8)(1 —
B) = 6 ~ 1/.

18.— Un observador en un sistema ineréiaforma que dos proyectiles se &st
moviendo enihea recta, en forma paralelay en el mismo sentido. Si denom-
inamos uno de los proyectiles pOx y le asociamos la velociddd = 0,9 ¢
y al otro,O, la velocidadV; = 0,7 c:

a) Encuentre la velocidad d& con respecto &.

b) Si los largos propios soh; y L, respectivamente, @lies el largo del
cohetel,, de acuerdo &,.
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Figura VIl1.44: Ejercicio # 20

19.— Una barra de largb’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una
velocidadV, de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos
de la barra se eimn dos destellos en formaimultanea con respecto al
sistema fijo en la barracalcule la diferencia de tiempat con la cual
arriba cada uno de los destellos al observador

At s e

heightheigt >

Nota: El intervaloA ¢, nodepende de la distancia a la cual se ubica la barra
del origen deS. Ud. puede posicionarla dondéamle acomode, respetando
las condiciones impuestas en el enunciado del problema.
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20.— Dos cohetes que viajan en la misma dir@egero en sentido opuesto, se
cruzan, como se fala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la
Tierra, ambos cohetes tienen rapideg largo /.

I) Calcule el intervalo —medido por un observador en Tierra—, que transcurre
entre el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que
comienzan a separarse.

i) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves —sistema
S’—, entre el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en
gue las naves comienzan a separarse.

i

21.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un
.24 - :
observador en reposo con una velocu%%«i, como se indica en la Figura.

a) ¢Cul es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla@#atclinada en uangulo’ = arcos(5/6),

en el sistema de referencia que viaja con la varilla. Calcubngulo de
inclinacion de la varilla medido en el sistema de referencia del observador
fijo en tierra.
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c) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador
en reposo, para esta segunda configoraci
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