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iventalpicas, yue el resultado puede ser un aumento de la
temperatura, una disminucidn de ella o inclusa puede dar-
s ol caso gue ella no varie. Ln yeneral espreferible ha-
cor ust dn estas curvas cuando se trale de determipar la
variacion de temperaturas en este tipo de procesas.

e (4.45) se obtiene que la condicidn para py =0
By

-
h R
que recibe el nombre de temperatura de inversion Iy

bn particular, para un gas idesl, se obtiene de

(4.49] que p = U, es decir, de acuerdo a (4.40), wun gas
ideal no varia su temperatura en este tipo de procesos,
Las 1sentdlpicas corresponaicntes son reclas T - Lie -

Finalmente debemos recordar que en ©l efeclo
Juulble=1hampaon, por Lratarse deuna transformacidn adiaba-
Lica hu wuasiestadtica, se produce un aumento de la entro-
pia el gat

CJEHCICIOS SOBKRE EL CAPITULO 4,

'n la resolucion de problemas wmuy a menudo debe-
mos hucer uso en general de transformaciones medianle la
relacion cielica entre tres variables:

d X dy a7z N
(52) (2£) (=) =-1
ay 5 07 X A X y

la que nos permite escribir, por ejemplo

|::-.I"‘-'-I &, - 1 S T -{i_{} [‘:'_K}
‘ {azjx {ﬂx}y (5% A ¥

Cuando €0 usa en conjunto con la identidad del tipo

e
ayy ¥
{EIIH X
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_ bara translformaciones de coordenadas se emplea
también corrientenenle |a identidad con cuatro variables:

(AXy  (BYy (dEy =4

iy Nz U g%
bajo la farma

X I a2

(e) 2 (=5) (5]

dy y 0z y ay u
bor GlLimo. cuando ¢ desea relaciondr una primera deriva
da del tipo {%%] e aue u{x,y)., con una deriyvadad [%%) en

que v también puede Lomarse como vix,y) convieng ESET1%1T

B du gu
dul| = tﬁ}y dx + {.d}f}x dy

y formar directamenta a partir de alli la relacion husca-
da, &5to e5:

1. Deducir las ecueciunes de Maxwell M1, MZ y M4 a par-
tir de M3.

Splucion
a) Wl —= e
By L 2Py ma g By = (2L M2
u".ll |§||-.|'| iﬁﬂ BSF
e (5590 () 3Ly = .3

s¢ gbtieneg

y reemplazando en Mo
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C ATy (38 = (& (1)
avie {:Hu aT’y

bescomponiendo luego {%%) en el primer miembro (i) para

hacer dparecer {%%} , mediante

gV

il | ft
G, = L)y vl

e obhticies

0l 4P A5 _ AP
CA R 5T,
yo de FYgNC
il ap aV d | .
(Lly =- (22 (&p). (Gel (1)
Péru

(iii)

con lo nue se obtiene, finalmente de (i)

d T _ oV
{iﬁjg 5 {EE}F 0 sea MZ

b) M3 —> M4
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g A Y 2 1n
(£3) (L) (2%)
Al T al | o v
Jueqgo
35 aY
igﬁJT - [ET}H B
que es M
c) Mi — Ml

El pracedimicntn RS pxactamente 2l mismo gue en
los dos casoes anteriores.

2 Demovsltrar la relacidn

Solucidn.,

Vdp - S5dl

e db

4T % X gy é de

bl

Aplicando I3 vandicion de exactitud de la dife-
rencial di:

IR | < R |
g (&) - - bap (5M
| aW I 1 a5
e Y o = s ) o __]
b.n". uf‘{,;ir':]rl LJ‘G}P 51 I:.E_”] 6
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= Tﬁﬁ_'§ F1:]
1., Demostrar gue
L= - T{E' ]l

calucion

dig = Vdp - 5dT

de donde e tlene yue

ub —
.}T]' 3
Tamando 1a
4G
‘l[.l'lﬁjp [. }
Luegn
= = 1
Cu EaT?

&4, Demostrar gue;
Aty
v, = Tt

Solucibn.

— e

U dll = TdS + VdF

y tomandn PLT,V)

Reenplazendo en dii

ap aft
]v'+uigg

B .

i

}
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derivada segqunda con respecto a P pnuevamente
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—|!.ﬂ

) dl + v{a ) dV

I'IH 4 Td-.i 4 1|.|Il:
V T

de donde, para T = cte podemos formar

1'3” ) :'P
L } = Tlia) + Ygp)
ay T aV T
y finalmente, medianls M3

{;[[}1 ST+ vy

L. PDemostray guis

- | E
ARy . ox o aopEs)

Salugion,

aj De 44 - VP = 5d7

puede formarse inmediatamente

oty _ wpdPy L
[HT}Q Uta[lr 3

y luego Ltransformars mediante M2 para llegar a

) OLpu prbwcedimiento, considerado como mas ri
qurnst: de d6 = VdP - 5dT ¥ tamando P =P(5,T),

ar o= () us 4 [%—ﬁ- 4T

de donde
1 d5+{1|f[ }-S}dT (1)

Aqui se ha obtenido G o= G(S,T)
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de donde

(1)
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a6 = (28)  d5 + {g—‘T*") dT (2}
3

.0 ohtiene por comparacion de coeficientes entre

(2}

4T fhalmente

[%$} = -5+ U{ )
5
a6 a3
(36) - -5+ WUH ==
0T "¢ oy

b, Depuslrar gues:

"
=)

VG

olue

Farmenes

Il'._:l

~—l— mediante las expresioncs (4.19) y (4.20):

D=y
35
. T (22)
I
[ =C aF aV
LR T[E‘} {ET]P

Bividiendo numerador y denominadar del primer

miembro por £, ¥ reordenando la expresidn anterior,

a5

(22)
By . 2T

=1 aT v gi

dl P

as ap
{ } ET_} = [—“J
g1 é? P a 5

en donde hemos hecho uso de M2,

Finalmente
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7. Demostrar la relacion:

4:-.3:-%-1' =y kP - BT)

So0lucidn.
De fdiy = 145 - Pd¥

I a5 ay

'[1I ) = Tlsx) - Ples)
ik r iy 1 ap I

: ay Y

y mediante M + = (£ - Plew)
al p m’l

= V(P -BV)

8. Demostrar, valléndose de una de 1as ecuaciones Tds la
relecidn

'i"-'”—}1 S TS

hp

vista anleriormentns al calcular el coeficiente de Joule-
Thompsan

solucian.

De la segunda ecuacidn TdS, (4.26):

. _ wpdt
S = LPUT TEET ; dP
ve tiepe ademds (4.3 ).

gl = [ds + VdF

combinanda:

avy
dn = L“d1 - 4 T{HT}P vV 1drp



en que = H{T.P)
Par 1o Lanto

_ (o el

Camparando lus coeficientes de dP en las expresiones de
ilH :

aH, _ a¥
{.a }_I__ _T{EIT} f“
9, Domoslrar que:
Solucian
e la definicion de la funcion de Helmhol Lz
A =U = T5
e duonde I = A * TS

Ahara, mediante (4.9 )
U= A - T(37)
V

que puednr escribirse como

cona 0y fdcil yerificar por derivacion dentro del parénte
sis de |lave.

1. Demostrar la relacion termodindmica:

gl PT ,aV
(23] =T + =5 (5¢)
357y v ‘GF 1

1

Ei:li’ Cye G
K

[

=R =

L =
L
_”
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Indicacion:

Demostrar preyiamente gue:

a) (Y
0D P

L

b) Uil
5

Solucidn,

ﬂ.} PI. |.'JII'I'.1
el U

ol

Td

1I{HT}

’ C
p

P, av T (aNy?
Y+ L B
(] JP T Ep aT’y
la relacian fundamental (4.2):
5 = PdY

se puede formar inmedistamente

t-"”]

y medijante M2,

Por ultime, mediante |

au
a4

F-

2

l_l

yue es Ja relacion o,

h} A partir

(4.2) se puede obleney

d e

ay
- P(3g)

la misma relacidn Tundamental

Lambién en forma inmediala:
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all 'r]-llir
(em) = = Plsy)
i H g gH ¢
a ¥ dF
= -Pl=g) I(57)
aP ¢ aH ‘
Pero, e las relaciones (4.8), {%%l = % y de la relacidn
(4.31) 5
W Cy oV
|;:.5-.--] —} E ...... }
AP ; CF alP T
de g5 le mudol
s, _ P by ooy
!, = v S
! p 1

< i F avV

Cp = B = TiE=Y (S
¥ P aT’y AT

lg que permite transformar la expresian {?;H-]S a
Ju P T af i dV
(1) =- ¢ {1 - — (55) (57) } (5p)
' ] Cp AT, AT, Ak

y finalmenle, reduciendo, gueda demostrada la relacidn b),

al) s ‘

¢] Para llegar a demostrar la ecuacion del enun

clado vbsspyamos, a partir de a) y b), que ello equivale
a demostyar que: B
ot 3l all
f§53” {as}F ) T[éH]5

cunsiderandn  U{S,P):

4
4

-

1
) ds + (%) dp
P L

vy a partiy de esta podemos formar

au =

|

L
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_._..

~=JE¢::,.
et

i

e

o

& i
-
ks
A—

=%

=
™
e S

o

. |
A

y tinalmente, comoe de la relacion (4.8). {dH} = T

1legamos a demostrar gue efectivamente
A _ pall } au
Uigd = (gR) - Thy!
Reemplazandy por dltimo aqui Tas relaciones a) y b) se ob
Liene:
Pl 8

) f"ﬁ'[ﬁﬁi - f; {ET]F +

il =]
£ | =—
= 3
—
| £
S
=B

JU}

LR

11. La funcian de Gibbs para un cierto gas viene dada por;

G- nRl Log P A+ BP + % cp? 4 % Dp?

donde A,B,C y I son funciones de la temperalura solamente.
Determinar la ecuacion de estado del gas.

Sajucian.

De dG = vdP - 5dI

y 4G = QEEJT 4P (%%JP dT

se tienen las relaciaones (4.10)

i L
V = {"”r]lT N

o o . PR - e cammn o gime. GG GEE R



T— - e - T i - — — - T - .- _— e o - — e e i el . - — -_— — o

2Ll

Par 1o Lanloe, del enunciado se obtiene, por derivacion con
respecko 4 P ¥y a T constantes

v = (22

_ nRT 2
o p = —F—-+ B + CP |+ DP

)
<
o e

Y = pRT + BP + CP* + pp?

12, Un sistema tiene su funcion de Gibbs dada por:

1

. : 1 2
hio= Gy + a, T+ a,P + 5 a,1 +3,Pt 5 4a,F

]

CON 3,4 B, @3, 8, ¥ a3 constantes.

Determinar H{P,T) ¥ H{5,P)

Solucion.

a) Se pide expresar la funcion entalpia para ese
sistemya en funcién de P y T a partir de la informacion da
da, o sea, I(P,T).

Notamos primeramente que en el enunciado apare-
ge GBiP.T)

Aligra, de las definiciones (1.18) v (4.5)

h = H - T35
donde se obLiene

=G t T5

iasLla entunces determinar la funcidn entropia 5
del sistemd en funcion de P y T para llegar a H(P,T).
Determinacion de S(P,T).

De diy = = 5dT + VYdP

1899 an= g T)
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Efectivamente, del enunciado se obtiene:

) = -5 7a, gyl +ap
Finalmente

=G+ TS =G va,Tia N+t a, T 4a,TP4y a,P* - {a,Tha,T +a,TP}

U 5Ed

H{P,T) = Gy + a,P = 3 a7t 4 % a,p?

h) Para vbtener H(S,P) basta eliminar T entre 1a
expresion de HEPr,T) v la de S(P,T) que aparecen arriba.

13. Una substancia tiene las siguientes propiedades:

P - :
{ﬁT : = A+ BY + CT

. T+ X g v? L
C,=a+ bVt el +5d Vit eVl + 5 g

AR, ittt es¥, = constantes.

iue velacion debe existir entre los coeficientes?

Solucion. Tenemos Ia expresion (4.24),

':H:.u.. BEP}

{ET“JT =T {BTE v

Del enunciado: Eitij = b+d ¥V + eT vy EfH} = LT
av Yy aT?'y

de modo que debe tenerse, igualz2ndo los segundos
miembrns

b + d VvV + eT = CT
de donde Se abtiphe gue

b = d
e

imon
Lo |
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14, Un sisitema tiene su entalpia dada por:

Z

1 - T 1 3
Ho= ayp | @,oP +2,,S+% 8,,P ta, PS+5a,,5

can |ns al_ constantes,
J

Deducir 11 ecuacidbn de estado del sislema,

Solucion.

)2 dH = TdS5 + VdP

G H

{qup =a,, ta; P ta,,5-= I
i1 : .
[hﬁia = dyg t oAyl t a5 =y

Fliminanduy & entre estas dos ecuaciones se¢ obtiene
FUP T = U

15. La funcidn de Helmholtz para un wmol de un cierlo gas
eslid dada por:

A ==-(§) - RT Log (¥-b) + F(T)

donde a v b son constantes y f(T) una funcion de la Lempe
ralura solamente.

Determinare la funcidn de estado correspondiente.

501uci6n.

A=0U - T5
{A = - Pd¥ = 54T
A(V,T)
AEL o A
dn o= (28)  dy o (22)  dT
aV 1 aT v

luego:
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con 1o que se obtiene P(V,T) que serd la gcuacidn de ésta
do pedida.

AsT:
B2 o~ S 4 Ll
vE o V-b

0 séead

(P + -U'L_} (V-bl = RT
que correspunde a un yos de van der Waals.

16. Se asegurid nue |a ecuacion de estado de una cierta

substancia estd dada por v =V, - BP + CT y su energia

interna por U = DT - CPT, donde A,B,C y U SoOn constantes.
Demastrar que ésLo ny &5 correcto,

Solucidn.

La energia interna U viene dada en funcidn de P
y T.

Encontramos una relacian termodinamica gque pers-
mite calcular {#g] a partir de la ecuacian de estado del
sistema. L

De la relacion fundamental

dU = Td5 - PdV

2y = 1y - R

ap
T T T
Medijante M4:
dJu oV ay
(28 == T(E) - PEE) (1)
i P T N p dpP T

Ahora, dol enunciados
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-
o=
i T
S
L]
L

y osegdn (1]

- LT = - CT + BP

de Junde e pbtiene que B = 0 (F 2 0) y por lo Lanto lo
aseglrady no era correcto,

7. Demnsbrar que si para una substancia su energia in-

ferna 5 independiente del volumen, su ecuacion de es-
tadu debie ser la forma P = T f(V¥) e&n que f(V) es una cier
La tunciun de V splamente.

Solucian

Debe cumplirse que {gﬂ} =0
T

e (4, LU):
ol P
(9%) = T(2=) -p =0
gV aT v
al P
s S
d v J
dP _ dT 5
I T Vv cte.
Log P = Log T + Log f(V)
P=T f{V)
: : aly . a , e
L8,  UDadg EP {EP}H T para un cierto gas.

@) Determinar la ecuacidn de estado del yas,
con la condicion T grande, gas —> gas ideal



L) Determinar Ep = Ep (TP

Splucidn.

a) Partiendo de la expresion (4.44) deducida pa
vra el coeficiente de Joule-Thomson p!i

a1 _ L ovy
d¥ e |
), =V " Culep),
2 o
]2

De este modo:
udy Ny B
l:HT}[, ' II

av =+ a1+ 54T 2 P = cte,

Para poder separdr las variables e inlegrarlpnﬂteriurmen-
te, resulta convenienle &l cambio de variables definido

por:

V' = 2T
Asi:
e T 4 T uli =iz dT + === 4T
Tl
d% = <% dT
TI
a
X = -3F7 + C(P)
LUE'!.HI 'Ilif = 'a—f:_a + L{P}

donde C(P) es una cunstante de integracidon que depende de
P. Para determinar €{P), vecurrimos a la condicidn T gran
de, gas —* ygau ideal, fslp es, para T grande el termino
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,a vig hegw despreciable y v es el correspondiente & ungas
313 b1
jdeal: W/ T = -”—PH—
Luegu %& = C(P)
aP
P¥ = nRT -
I-.II 3""2

que €5 lo ecuacidn de estado pedida:

_ hRT = =
bl R
aVy. . nR 23
[ET}P = A
{BIV} _— Eﬂ_
aT*", T
Med Jante (4.23)
al
[_R} = . T{F‘i_“} = E
u P [ UTE p Ta
de danide,. por integracion obtenemos Ep:
. _ 72 :
Gy S5 P G tT)

Para T grdnde b —==2 % ni y En{T} = % nik

S | W
) LIJ I A 5 nk
19. la wneryia de un sistema estd dada por U = VT y su
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ceyanién de estado por PV = al, con a y b constantes.

Determinar el valor de a.

Solucian

Maediante la ecuacidn termodindmica de estado:
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(37 = - T(5%) -P (1)
V' 3T

podemos deterninar el valor de la constante "a",

Be U - bv1"

1 || b e
(7% ) bT (%4)
R T
La ecuacion de estado del sistema resulta ser,
eliminando U eptre U = bYT* y PY = al,

. o
2 SRR

de donde
ik . L
ﬁ% = fahl? (ii4)
'

Reemplazando (11) y (iii) en (1) se obtiene

¢ < 3
U

Obtenemos asi que P = é U en que u = la enerygia inter-

na por unjdad de volumen y como u = bT", el sistema es si
milar al descrilto en el ejercicio N°13, cap.!, pda. 162.

20. Para una ciepta substancia homogénea se cumple lare-
lacign 2C Vi. 51 se comprime adiabaticamente y en
forma reversible, demostrar que para variaciones peguenas

de volumen y teyperatura, se puede escribir en forma a-
proximada:

AL . _ o AV
[ v
Solucidn.
Be la prinvera ecuacian TdS escrita en la forma
(4,281

Ay = Td5 = € dT + % T d¥ = 0
o sea
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¢ &l B
+ = 0
by T *% Ay
20
Perg payi e5ta substancia E ='—?f

Lueyu
: dT dV _
Lq {"T'+ 2 T ] 0

que para pEqUends variaciones de T y ¥V puede escribirse
aen forma apraximada:

AT , _ o AV
T v
LTamando ﬂﬁ 100 = 2%
T
51 A - B 1% y L = 16°C
_ 2x0,1 % 288 _ §
b= 100 0,58 K |
21 Une substancia hipdtetica presenta 1as siguientes cd

vactiristicas:

e _ 2bT i
= = 'IF . E = T H 1'J'|.r ET‘”I
donde a4, by < 50N constantes.

Calcular la ecuacion de estado correspondiente,
su entropia y determinar |a relacidon que necesariamente
debe cunplirse entre las constantes a, b ¥ <.

Solucion.

W= (gy) 4T {%ﬁ]r 4P

VEAT - VedP
2bTdT - a dP

dy
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luego, integrande se ubtiene la ecuaciadn de estado

Vo= BT - a4 Hﬂ

en gque v €s una constante,

ii) De la primera ecuacidon Td5enla forma (4.28)

¢ AT oy

1 d5

5

“ar v By

i

46 = eydT W $1 dy

Para que esta diferencial sea exacta (integrable), debe
cumplirse que

A i= F.r.“ ’ = .:{!_Il

e A ds : d(TV)

y en esla forma, una vez integrada se obtiene:

. . 2

By E
3]

TY + 5,

2¢. Experimentalmente se ha encontrado para un cierto gas
(helio), gque se cumple:

i
-

L -
—_—

=

-
=y

vt 2e y () = =ond f(P)

en (que a es und constanle,
A bajas presioncs, hp ss e| correspondiente a un gas idegl
monoatomico: (&/2) nit

Oeterminar la ¢iuavi1éy de estado correspondiente y la ex-
presidn de Ep pard tuzlguier presion y la entrapia.

Solucian.

i) Deteprminenos primeramente la forma de la funp
cidn f(P).
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2
5 debe cumplir gque [_PET w (%T%F]

b sea
B _ g8
(3% (37 :l ERE I R
lo que conduce a:

R

f(P) = 53

ii) Para determinar la ecuacifn de estado, inte

gramos

dv = [3%} dT + { ] dp

Para ésto, integramos primero [%%} a P constante.

F
aVy _ nR . n
) L A T
dv = %ﬁ dT + na %; (P = cte.)
- NTRT _ na —
V -1 1 ¢(P)
De aqui ohtenemos (%g}
(2 = - LRy 4 (p)
T
que debe igualarse con
avy . _ nIR
{EF}T 2

lo que da a'(P) =

L]
=

¥y ¢(P) = cte >

de modo que la ecuacidn de estado se reduce a

PV = RT - 22E 4+ P
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Si suponemos que si ¥ = 0, PN —> nRT, esto conduce a
Po:® U
iii) Ue 1a relacion (4.23)
o L )
2 8’V
bpid,, = - TS,
Y
{:HJ nR - na
al’, I T
ity 2nd
{ illji: i
Luego
{“?E] _ ena
g 1 T2
4C, = iﬂﬂ &b ; T = cte.
LP — E%%E ¥ f{T}
E i
P—> 0 ; €, —> 5 nk y FlT) = 5 NR o= cte.
] s nak ]
Finalmente C - —?i v 3 0k
iv) e la relacién (4.29), TdS = EpdT - VT pdP,
P
la ecuacion d¢ estaco PV = nRT - ﬂ%u

y la capacidad caloiica a presién constante

2wl , 5
[:l I:. - r.r:l ? + E n H.
formamos

¢ = ¢ronal L onRy g |

e e o oo | omm oaam | mma amme GEme aERe R RS SRR |
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[ =l
¥
I
Ry
—|
il
-l
+
™

!
_ﬂ

a P constante:

ZnaPdT . 5 nR

I

435

s = 3T + 3 oR Log T 4 (P

B WP L S L ¢

{apll r ¥ TR

quit dele tgualarse con la expresidn
S _ _ (nhR M

{EF]T = { p7 T?]

to F'ﬂd rid

Como

e nbtiene

) = -0 fo(p) = 4LLTL

a #{P) = - nR Loy P + cle.

S = - ?%E + % WR Log T -nR Log P+ Sﬂ

i sp deseara calcular la energia interna U, es
hacerse por ejemplo, de la relacién (4.28):

fds = C 4T + T E v

dl] = dU + Pa¥
C 4T + (1§ - P) v

TdS

du
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Se necesitarfa conover C,, To gue puede calcularse por
- . R
gjenplo de LF - L, = wﬁ__
: Tyi?
C, = SR

?3. Para un yds se tiene:

y & bajas presiones PV —2 nRT.

Uelerminar la ecuacidn de estado.

Sulucion.
Coma sienpre
gV = VAdT - VedP
av = "R o7 - dp - adp =
La integrician resulta inmediata si ordenamnos:
Pdy + vdP = nRdT - aPdP
dlPY) = nRdT - aPdP
PY = nRT - % aP? + cte.
P - 0,PY > nRT ; luego cte = 0
y iy - aRT - % ap?

ML - ' ion de tempe-
24 Se sucle tumar como medida de la variacion .
ralurg en un proceso de compresifn adiabatica el coefl

ciente

T
i { "}
L B S

(] S

wd

Probar gue
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115_1-"_'[:

en que p es el coeficiente de Joule-Thomsan.

Solugion.
T gy aV ol T .oV
L = G = (5 59 7 o Gy
1P a5'p 3T asp FF aT’p

Pera, Seqgin (4.44),

1 ay
b= (Tlyg) - VI
EP dT P
Lueqgo
TR
5 E; |
24, ) tneficiente de Joule-Thomson
aT 1 Ay
w= (M) = (T(5g) - 1]
Py EE 3T’y

puede emplearse para determinar la temperatura absoluta T.
Considerese cualguier parametro arbitrario facilmente me-
dible (L) gque dependa de la temperatura (por ejeumplo laal
Lura de una columna de mercuriu?. Todo lo gque se sabe es
que L 25 alguna funcidon de T, t = LT

'E!t}

a) Expresar p en Tuncion de t y de u' = igp :

H
L

.

|

Coooaly v o= g - :
EP it H V [avfaL]F y la derivada 3

—

W) Integrando la expresidn oblenida en a), de-
mosLrar (ue es posible determinar T correspondiente acual
quier valor de L si se conoce t = t, cuando T = T4 (Por

gjepple ruando T = 273,16°K, punto triple del agua) .
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Solucion.

ORI/ c .- [—. S ... .S [
¢ dr ‘ap’, {gtjl_q} dt © ¥V tat’y dT
| t’ dr
' ¥ dt
] ‘\C—|‘{TEr ET- l}
n
u'Ea
b ) e TH dT = 1
“‘Ll dt
g v 1= 18" g7
dl Rldt
T = IJIE.
l *—U—Q
: 1'd L
I = L K
- J' _LT.SE+ 0g
tl::l 1 # —-u
Fara £t = L, [ = TLJ i lLog K = Loy Tu
Luego
Y wd
I_U'_] | :J u]cr |'LL'I[-]| T
e 1T T
t .
Ponienda & = J B d&
; __B
Lﬂ 1+ V
| = IDE
Comentario: 5i biep 25 cierto gue para un gas ideal el

gas real sin embargn ;e Liene

coeficienls de Joule-Thomson es nulo, para un
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yo#h principiv es medible con un grado deé precision arbj
Lrariov. Ueterminando entonces p', B' ¥y t} mediante una es

cala empirica de temperaturas, la integval puede calcular
se ¥y permiliv la determinaciaon de la escala absoluta de
temperaturas en forma empirica.

L1 método sin embargo no permice alcanzar a tem

peraturas muy bajas donde toda la materia se encuentra en
tarma condensada,

. Para dn mal de una sustancia simple se Liene la re-
lacion u - 3Py,

C
Dumostrar que 51 y = EE ¢s constante eptonces
V

PSTV" F(T)

en yue [(T) es una funcidon de la temperatura Gnicamente—

M= 3Py —> h = u + Pv = 4Py

BrHoques:

A L E d P . I oy
k3 {QT}v .3 {ET}V ¥ 4P {ET}

P p
De la condicidn ¥ = cte se opbtiene:
o ¥
e {ET}
_Enqp P n_i—E— (Eii} =y = ¢lLe
Cy Jv {gﬂ} v ‘aP T

De donde ve obliene la ecuacion diferencial, a T = cte.
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y finalmente, por inkegracion

p3Y e F(T)

' A 1a
727. Se ha determinddo para un cierto gas que sSu energ
interna queda cxpresada en funcién de T y P por laex-

presian:

e % a P? o4 Uy

: uns constante.
ern que UE E5

fdemas se o lograde determinar asimismo que

It 1 & aF
f=py ¥ *EEvy

Calcular en Tuncion de T y P las expresiones correspob-
dientles para L“ ‘LA

Solucion.,

formnamos

ally, - (3l al av
[HT]F = {3 }v + {3 lT’ [ET}P
. all
Despejando (===} i
= aT 'y
W . gauy _ .8U 3y
dir, = By T T, - vl B
Peru
U, _ gl aPy _ _ ¢34y L
{ﬁﬂj[ " EHP}T- {E?JT lﬁﬁJT- L

gy
Y {ET : - VA
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Luega

2a PIR .
3(V+aP?)P

fara exprosar E” en funcidn sélo de T y P debenos determi
nar la sunacion de estado del gas.

dV¥ = VRdT - VedP (1)

Integrando a P constanle:

v = 8L+ fep)

(1 Py = RT + F(P) en que F(P) = Pf(P)

e aqui obtenemos {%g}

bS53

(3f) = EAfi-d ¢ LEE)

lero de (1] podemos también escribir

14

L o N o
spl. = - Vi ; ap (iii)

T

lgqualande (ii) y (iii)

- ﬂl': =

v FIaP)=V
§ p

F'(P) = - ap?

F(P)

]

= % F: + ‘EtEu
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De modo que la ecuacidn de estado se transfor
ma &n
PV ~ RT - 5 P* + cte,
2aP’R

+ con Kk = cte.

v ~ % 7 9T ¥ ZaP® ¥ K

Luego L

TdS - PdV

Ahora, de dl

TdS = dU + Pd¥

28. Para un sistena homogéneo, formade por una substan-
cia pura, 4e sabe yue la funciébn A = U - TS estd dada
por la expresian

A= av® = bT* - ¢T Log R - RT Log v + A,

en que a, b y ¢ ¥ ﬁu son constantes y A representa la fun
cion de Helmholtz para un mol.

Se pide calcular, en funcion de las variables
'y v, expresiones para C_, Ep' ky By U para n males.

Solucion.

a) Ltuer ity de estado:

se tiene duo (4.9}

af\
G0

U S5&d

_—._—__—.—.__—_—..-..-*-—.-q--..'_..-.-...
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. BT o
£ ay - i P
inalmente:
Py = RT - 2av? (1)

L) Frnergia interna u.

También de (4,9 ) se tiene:
d A
[(2RYy =i §
aT Y

de donde <e obtiene, para un mol:

26T + ¢ Log T + R Loy v+c  (11)

T
il

A+ Ts

Frarn I

ay? =bh7? =cTLogT =RTLugy lunlﬂ-+2t:T"t +

-
Il

t cTLogl + RTLogv + T

o= av® b LT + T + A

¢] Calor molar c, .

_ ¢9u -
Cy = {ET}y 2bT + ¢

) Calor molar cp.

Por ejemplo de

&

T {2b + +

< |

c oy
T (FT}P]
Perno, de la ecuacitn de estado:

vy - R RY
aT . P + day RT + 2ay?
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Luegn
R*T
g 1 [:
EP 2uT o RT + 2ay®
N B 1
- ik Rv '
V RT + 2av?®
i K
FT + 2av
. 1 ,uv
ST Ry LA

De T4 ecuucian de estado (i):

3y s av
|II P{IH‘;,’I r = 44q “tap}l
Lueygo:
8y y v 2
‘:-.,] o o e —t T - 3
9 Py P + dav RT + Zav
h
o e
RT + 7av®

Dg este modn, parde o moles se tiene:

2

2d
ER'} nit | -—“-‘uf

=
]

% v2 + bn 1% + cnT + nA

¢ = Z2bnl * cn
y

glLc.

20 S ha determinado para una cierta substancia que el
coeflciente de dilatacion térmica y el cnef1c1gntﬂ de
compresibilidad quedan expresados por B =3/Tye=2/(P+h)
respectivamenle, siendo b una constante. Se ha deternmind-
do también que tuando P —> 0, el calor molar %p para la

. 1 _
misma substancia toma la forma p = faT“/b &n que a es O

ol e R . i
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tra eouslante., Finalmente para T = | y p = 0, el volumen
molar v a/b%: se supone asimismo yue cuando T —> 0 ¥

p —= 0. 15 energia interna molar u —> 0 y cuando T—>10,
3 .0 lentropia molar). Determinar la funcidn de Gibbs

para n miles de la substancia en funciin de T y P, @sto
ps, GLT,M),

Salucion,

Por definicidn
G = U+ PY - T5

so concluye que deberemus determinar U(T,P);
vi{T,B) v SIT,P) para formar G.

a) bDeterminemos previamenle 1a gcuacion de es-
tado V(1 ,F) correspondiente ¢ esta substancia a partir de
los coaficianles B ¥ K. __

De ¥ = V(T,P)

L=

TS

—

ar + (24 dqp 1
}P (57 ’ (1)

que Je las definiciones de B y x puede escribirse
dy = gvdT - «VdP

o 5e4d

| ﬂﬁ = gdT - kdP (2)

Introduciendo los valores del enunciado para f
y £ en (2) se obtiene:

v _ o dT | 2

v 52T T b GF

que por inteyracion conduce a
log V = 3 Log T - 2 Log (P+b) + Log K
0 sed

V(P+b)?* = KT? (3)
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leterminamos la constante de integracion K en
(3) mediante la cendicidn: R .

I_:I.'Fr”u-—:‘\]':['?[

1
! conduce a K = na

Para n moles, V = b7

o sea, la ecuacidn de estado se convierte finalmente, pa-
ra n moles de 1n substancia en:

V(r+b)® = naT’ (4),
b) Determinacion de U(T,P) |

| -
= () AT {-E—Ell dp (5)

P

Para poder inlegrarv la ecuacidn (5) debemos

BXPresar (%%} " [i%} en funcion de los datos.
! T

De la primera y segunda ley combinadas
dif = Fds = Pd¥

abtenemos pur €] procedimiento usual:

ally o iy opedd
37!, = 153l - PUET),
= *F' - IJUH {ﬁ]
¥
all 5 oV
(25) = 1(53) = P{sp)
aF 1 i | dP T
3y
= - (2= + PrY
Ty,
= - TVRE + PkV (7)

daonde se ha hecho uzo d4e las relaciones:



clonns de Yy K
Ag e

au = (Cp - BPV) dT+ (-TVR + PV) 4P (8)

e L:r}:
dly o + Py
{&P[r TYR K
ZPY
- =3V 55

| liminando en sequida V por medio de la ecu
¢idn de cstado (4):

- n.;-1Tj
VT Treny?
[Hﬂ} " “anal® B naTB_
Y EIIJT {F"'bjz P-l-_E {P_I,h}z
_ -naT'(P+b} (9)
(P+b)*

De gqui podemos obtener U integrando a T constante

P+3b 3
il = = —— K
I (] P+b) nal” d
s oA P - 3nabT? J- GLer # LT}
i nal [[P+h}‘ dpP n (Peb)?
Mediante:
i _ b e

(ax+b)? Pai(axtu)’ atlaxnth)
J dx_ _ I

! (ax+b)? 2alax+tb)? \

ce phtiene:

235

¢.oo= |[§§] : (£22) = o= (ETJ y de las defini-

d=
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b 3nth!

U=- nal® 5y gl * 2(p+b)E * FLT)
; a _Pleb o o

En esta elapa no puede ain determinarse lacons
tante de inlegracion f(T) en Ja ecuacion (10). Pero si po-
demos calcular a4 partirv de ella

el

b} + £(T) (11)

al W PH
B = : ' ol t =B
EJT}P i1 (¥

en que '(1) = dh%li

PéErg {E#] puede decerminarse a partir de (6) y con lus
21"p

datos del anuncidado;

(y g 3PV e ipnaT® (12)
aT n T dT P T(P+h)?

Iqualando {11) y {(12):

yox T2 .
_3| H:?l_-il _ JHET? P+2b + f.l:-r} [13}
PP (P+b)?

Imponiendo 1a cundicidn P — 0, Cp = % 0 Ep i moge—

EHEI. = 3naT? 224 FU(T)
de donde

- d =
1o que jmplicd

fil) = Tte,

Lueyu, de (10):
Preb 4 cte.  (14)
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Pero dir las condiciones
T — 0, P => 0, U— 0

sp gbtiene de (14) que cte = U

o sea, Tinalmente:

P+2b

= 5
U = nafd TE:ET;

(15)

¢) Cdlculo de S(T,P).

Fodemos obtener EF para cualquier presidn a
partiv de [(13):

_ 3nal?P + 3nal®(P+2b)
; (Prb)?

BnaT?
b

Fera C. = T(==)

[ W |
I
—
-+
=
+
==
——
=
o

que voun | >0, § —> 0 nos da ¢(¥) = 0

(16)

d) Cdlculo de G(T,P):

e
G =U+ PY - T5
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= 4 | . |i|--"l-h. s * ) Pﬂl 3_ _ 3 nd T 3
(24y)? (P+h)? “Pib
. - naT’
BT == TP (1)

que da una descripcion Lermodindmica completa del sistle-
ma .

Comentariu:

En i mavoria de las aplicaciones fisicas re-
sulta conventente elegley T y P como variables indepandien
tes y trabajar cun la funcion G.

[n yenerael resulta gue conociendo uno cualquie
ra de los |lamados pulenciales termodinamicos, expresado
on funcion de sus variables naturales o caracteristicas,
se tiene una descripcion termodinamica completa del siste
ma ,

Por ejemplo, de Ta ecuacion fundamental.
di) = Tds - pdV

las varlables caracleristicas de la energia interna U re-
sulta ser U(S.V) y <onstituye un potencial termodinamico.
En esta misma forma o son H{S,P), A(T,¥), G(T,P) ¥ S{Uu,Vv)
y conbtienen la misma informacian sobre el sistema. Cuno-
ciendo ung de el los ce puede determinar cualquier propie-
dad de este,



