Capitulo 4

Trabajo, Energia

4.1. Trabajoy energia cinética

EI tl’abajO dW que efectua una fuerza apliacada F sobre un
cuerpo P que se desplaza una distancia dr es

dw =F -dr (4.1.1)

Si no hay desplazamiento no hay trabajo.

Figura 4.1: El trabajo de una fuerza F cuando el cuerpo se desplaza desde un punto a
a un punto b a lo largo de un camino C. So6lo en casos especiales la integral (4.1.2) no
depende del camino C seguido al hacer la integral.

Si la fuerza varia de punto en punto: F(F) y el cuerpo P se mueve desde
el punto a hasta el punto b, por el camino C, entonces el trabajo efectuado
por la fuerza es

b —
W, (C) = /a oFar (4.1.2)
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El trabajo se mide en Joul e, que es una unidad de energia.

EJEMPLO: Considérese un cuerpo que se mueve en el plano XY debido a
una fuerza dada por la expresion
AX2y5,\ Bx3y4 -

E_— _ 4.1.
g | . (4.1.3)

Se hara la integral de trabajo asociada a esta
fuerza, entre los puntos (0,0) y (X,y) siguiendo AY
dos caminos: C; es el camino que primero va en ~
forma recta desde el origen hasta (x,0) y luego en (X.Y)
forma recta desde este Ultimo punto a (x,y) y C,
es el camino recto entre los dos puntos extremos.

La integral de trabajo por C, es

W (C “& idxt [ E.jd o X
= -Tdx : = >
() /o "o X=X (y=0) o (x.0)
X3 By®
=375
__BXY
B 15

Para poder hacer la interal por C, se debe tener claro que (a) la recta
C, es descrita por la ecuacion xy = yx, entonces se puede, por ejemplo,
integrar con respecto a x usando un integrando donde se ha reemplazado
y =Yyx/x; (b) se debe usar df = Tdx+ jdy = (7+ J¥) dx. (c) Ahora es trivial
hacer el producto punto F -d¥ e integrar con respecto a x lo que da:

_ A B\
W(C,) = <4o+24> Y
que no coincide con W (C,) salvo que A=B. «

& Obtenga la forma de dr en el ejemplo anterior con x =y para el caso en que
se desee hacer la integral a lo largo de una semicircunferencia que parte del
origen hacia arriba y tiene su centro en (x,0). Calcule la integral de camino en el
caso A=B.

En la defincion (4.1.2) no se ha dicho que F sea la Gnica causa del
movimiento. Cuando sobre el cuerpo P estan actuando varias fuerzas F,,
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se puede definir un trabajo Wéf))b(C) asociado a cada una de ellas usando
elcaminoCde aab,

) =z
Wﬁﬁnfémﬂdr (4.1.4)

Si el desplazamiento es perpendicular a la fuerza considerada, esa fuerza
no ejerce trabajo.

El trabajo total es el que efectua la fuerza total,

b —
WAB(C) =‘L@f““nr
b
= m/ d—v-d?
a (C) dt
t
- m/b v Gt
ta (C) dt

vb
_ m/ v-dv
Va (C)

V2 (4.1.5)

Se define la energia cinética K de un cuerpo de masa m y velocidad V
como

K:%mﬁ (4.1.6)

Y de aqui que el trabajo total pueda expresarse como la diferencia entre
la energia cinética final menos la energia cinética inicial.

Wetgat!(c) =K, —Ka (4.1.7)

El signo de W% indica si se ha ganado (W > 0) o perdido (W < 0) energia
cinética. Por ejemplo, si una particula es lanzada verticalmente hacia arri-
ba con rapidez inicial v, y en algin momento se detiene, el trabajo efec-
tuado por la fuerza total a lo largo de la trayectoria, sobre esa particula,
desde que fue lanzada hasta que se detiene, es —% mvg.

El trabajo de la fuerza total en el caso de un cuerpo que se mueve con roce
sobre una superficie a rapidez constante, es nulo. Pero, para comprender
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bien los conceptos es preferible separar el trabajo efectuado por la fuerza
f que arrastra al cuerpo, W, del trabajo W, asociado a la fuerza de roce.
El trabajo W; es positivo porque el desplazamiento apunta en la misma

direccion que la fuerza, mientras que W, es negativo y se cumple que
Wf +Wr = 0

> Enun movimiento circunferencial con velocidad angular constante
la fuerza total no efectua trabajo, por dos razones: ella es perpendic-
ular al desplazamiento y la rapidez no cambia.

Si un cuerpo desliza con roce sobre una superficie en reposo, la
fuerza normal N no efectua trabajo, porque es perpendicular al des-
plazamiento.

Cuando un carro baja por una montafia rusa sin roce,

¢depende el trabajo que efectua el peso de la forma

de la montafia? Al avanzar una distancia ds= ||dF|| en 0 ds
una zona en la cual el riel forma un angulo 6 con la dZ
vertical, el carro desciende una altura dz= dscos 6. El
trabajo infinitesimal es dW = mg- dr = mgdz. Al integrar

se obtiene que el trabajo solo depende de la altura descendida z W = mgz, que
no depende de la forma del riel.

EJEMPLO: Se ilustra una forma como se puede utilizar la relacion (4.1.7)
para resolver un problema. Se considera el ejemplo visto en §3.3.2 de un
péndulo de largo R apoyado en un plano inclinado, con el cual tiene roce,
figura 3.6. El desplazamiento es dF = gRdg. De las fuerzas, tanto la ten-
sion T del hilo, como la normal N son perpendiculares al desplazamiento,
por tanto no efectuan trabajo. Las fuerzas que si contribuyen son la fuerza
de roce IfRD =—U NAgB, (con N =mgcosa) y la componente del peso a lo
largo de ¢, que es @mgsina cos ¢. El trabajo de la fuerza total, entonces,
es el trabajo que efectuan estas dos fuerzas:

41
Wftpit%l—w:%:/o (mgsina cos@— pmgcosa) Rdg (4.1.8)

donde ¢, es el angulo en el cual el péndulo se detiene. Como ha partido
del reposo el trabajo total tiene que ser cero y entonces la integral anterior
debe ser nula

mgsinasing, —umgcosa @ =0 (4.1.9)
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gue implica la relacion

sing

U=—2tana

que es (3.3.18).

4.2. La energia cinética de un sistema

Recordando que 7y = ﬁG + Pa se puede demostrar que la energia cinética
puede ser separada en la energia cinética del sistema en su conjunto y la
energia cinética total con respecto al centro de masa:

M=z
3
<
QD
N

KtOt

i
Il

Mg <\7G + f)a) ?

i
Il

Il
NI NP DN
Mz

i
1

Ma <V(_% + pg + Zba'vG)

Mz

pero el (ltimo término en el paréntesis es nulo debido a que $,maPa = 0.
De aqui que
Kmt—lMVz—l—le'z (4.2.1)
- 2 G zagl apa T

4.3. Potencia

Se define la potencia como la variacion del trabajo con el tiempo

dw

P—_
dt

(4.3.1)
Si esta potencia es positiva se trata de potencia entregada al sistema vy,
Si es negativa, es potencia que el sistema pierde. Cuando se trata de la
potencia asociada a la fuerza total, P es energia cinética por unidad de
tiempo que el sistema gana (P > 0) o pierde (P < 0).
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Si una de las fuerzas actuando sobre un cuerpo es F y en ese instante su
velocidad en V entonces

dW =F .dr=F -vdt (4.3.2)
y la potencia asociada a esta fuerza es
P=F.V (4.3.3)

Si la dependencia de P en el tiempo es conocida, el trabajo puede calcu-
larse como

t
W= / P(t")dt’
)

> Un cuerpo en caida libre tiene velocidad V= —gt k y la fuerza que
esta actuando es el peso F = —mgk. La potencia que el peso le
esta entregando al cuerpo que cae es P = (—gtk) - (—mgk) = mg?t.

~

Pero si el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, entonces V= (v,—gt) k
y, mientras t < v,/g, se esta perdiendo potencia: P = —(v, — gt) mgt,
porque el trabajo de la fuerza peso en ese lapso es negativo.

> La fuerza efectiva que mantiene a velocidad constante a un au-
tomovil es opuesta al roce viscoso cuadréatico, y es F = nv2. La po-
tencia entonces es P = n v, lo que muestra lo rapido que aumenta la
potencia consumida a medida que aumenta la velocidad.

4.4. Fuerzas conservativas y energia potencial

4.4.1. Energia mecanica

Se dice que una fuerza es conservativa cuando la integral de trabajo
(4.1.2) que se le asocia no depende del camino C escogido. Si se integra—
por diversos caminos—entre un punto 7,, que se fija arbitrariamente, y
un punto ¥, siempre se obtiene el mismo valor W (7). Resulta natural, en-
tonces, definir la funcion asociada a la integral trabajo.

Supongamos que se escoge un punto arbitrario T, y se hace la integral de
trabajo desde este punto a un punto cualquiera r. En general esta integral
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o

Figura 4.2: El trabajo de una fuerza F conservativa que se calcula con caminos C;, C,
etc. entre puntos 7, y I’ es siempre el mismo.

depende del camino escogido. Si la fuerza que se esta considerando es
tal que el trabajo que se le asocia no depende del camino de integracion,
sino que da el mismo valor cada vez que se integra desde T, hasta T,
adquiere sentido definir una funcion

U(r) = —/:If-d? (4.4.1)

a la que se llama energia potencial asociada a la fuerza F. Estrictamente
debiera decirse que U depende tanto de ¥ como de F,, pero ya se vera que
T, siempre es dejado fijo mientras que el otro punto es variable y juega un
papel interesante.

> En el parrafo anterior se ha dicho que existen fuerzas, llamadas
conservativas, para las cuales la integral de trabajo no depende del
camino de integracion y para estas fuerza se puede definir una fun-
cion escalar U (T) llamada energia potencial.

Si la fuerza total F©°@ actuando sobre un cuerpo, es una fuerza conser-
vativa, entonces el trabajo que esta fuerza efectua cuando el cuerpo se
desplazade aabes

Woip = /rblf““a'-dr
fa

a—
_ /?0 Etotal  qp 4 /rb Etotal 4y
Ta F"O
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Ta ?b
— _/ IftOtal-d?—i—/ ﬁ’total_dr
[ To

= U(fy) -U(r) (4.4.2)
pero ya se sabe que también es
W, ., =K,—Ka (4.4.3)
lo que implica que
K,+U(T,) = Ka+U(Ta) (4.4.4)

Pero los puntos a y b son arbitrarios, por lo cual se puede afirmar que la
energia mecanica total

1
E— 5 mvZ+U(F) (4.4.5)

permanece constante durante la evolucion del movimiento.

> Conclusion: fuerza total conservativa implica que la energia mecanica
total, (4.4.5) es una cantidad conservada, es decir, mantiene un mis-
mo valor durante la evolucion del sistema.

Reiterando la conservacion de E se puede calcular dE/dt a partir de

(4.4.5),

dE . . .
FTi mv-V+0U -F=V-(mv+0U) =0
donde se ha hecho uso que dU /dt = “dU /dr" dr/dt. En efecto OU = 5 ;dU /dx; y

dU /dt = 5 (0U /9x;)(dx; /dt) = DU -,

Mas arriba se ha dicho que si F es conservativa, entonces su integral
de trabajo no depende del camino de integracion. Equivalentemente una
fuerza es conservativa si y solo si ella puede ser escrita como el gradiente
de la funcion U de energia potencial,

_9du
X

F-—nurn=| -2 (4.4.6)
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La expresion anterior, escrita en componentes cartesianas, es

ou ou ou

h=Tao BETey BT

(4.4.7)

Si se toma cualesquiera dos de estas relaciones y se las deriva una vez
mas, pero con respecto a otra coordenada, se obtiene, por ejemplo,
R« 0%V R, 0%
dy  oxdy’ ox  0xody

Una fuerza es conservativa si y solo si

oFx_ oFy. oFy_0F: OF 0B g
ay ox 0z ay X 0z
gue puede ser descrito en forma mas compacta como la condicion
OxF=0 (4.4.9)

EJEMPLO: Si se usa (4.4.8) en el ejemplo visto inmediatamente después
de (4.1.2), se obtiene dFx/dy = Ax*y* mientras que dF,/dx = Bx?y*, es
decir, la fuerza de ese ejemplo es conservativa si y solo si A= B lo que
antes se pudo meramente sospechar después de hacer dos integrales. Si
A = B se concluye que U(x,y) = x3y®/15. «

4.4.2. Energia macanica de un sistema

Para un sistema de N particulas de masas my (a=1,2...N) en el que hay
fuerzas conservativas entre las particulas y también externas (conservati-
vas) al sistema, la energia mecanica total es

N

12
E= aZ1 EmaVa‘i‘aEbUab(?a—?b) +Y Ua(Ta) (4.4.10)
— < a

El primer término es la energia cinética total, el segundo es la suma de
las energias potenciales asociadas a las fuerzas internas y el Gltimo es la
suma de las energias potenciales asociadas a las fuerzas externas con-
servativas.
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Un ejemplo interesante de pensar es el sistema Tierra-Luna con la fuerza
externa debiba al Sol. Para simplificar se ignora el resto de las fuerzas
planetarias. La energia cinética es K = K, + K .- La fuerza interna
al sistema es la atraccion gravitacional Tierra-Luna y su energia potencial
es U =-G m[;“L El Gltimo término en este caso es la suma de energia
potencial de la Tierra debido al Sol y de la Luna debida al Sol. No consid-
eramos mas contribuciones a la energia mecanica total, porque las que
faltan son muy pequefas. Pero eso no es todo. Existen también las mar-
eas: parte de la energia del sistema Tierra-Luna se gasta en deformar los
océanos. Tal energia mecanica se pierde porque se convierte en un ligero
aumento de la temperatura del agua. También la Luna, cuyo interior no es
entéramente solido, se deformaba y habria pérdida. Este Gltimo proceso
de pérdida de energia se optimiz6 (minimizando la pérdida de energia)
en miles de millones de afos haciendo que la Luna siempre muestre la
misma cara a la Tierra.

Comprobacion que en el caso conservativo E dada por (4.4.10) se
conserva: Parte del calculo es saber hacer y,_,dU, /dt y aun antes
se debe notar que Ur Yap = Drafrbuab = _DrbUab-

%aZbuab: angabUab‘ (Va—¥,) =aZbDraUab-v’a+aZbDrbUab.vb: ;D?auab'vﬁ

De aqui que
dE :
i Zva. MaVa + % Ur Yap+ Up Ua
y el paréntesis redondo es cero porque al producto masa por aceleracion
de cada particula a se le resta la fuerza total (conservativa) proveniente
de los potenciales.

4.5. Energia mecanica total no conservada

En general la fuerza total que actua sobre un cuerpo puede ser separa-
da en una suma de fuerzas conservativas mas una suma de fuerzas no
conservativas,

~total __ 2 =

Fooel — B+ R (4.5.1)
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En consecuencia, el trabajo total efectuado desde a hasta b puede ser
separado,

I "o = T -
VT FC . df’+/ FNC .dr
Ta Ta
1
= 5mVp—va) (45.2)
pero
We =Ua—U, (4.5.3)
por lo cual
de donde resulta que
Wic = (Kp +Up) — (Ka+Ua) (4.5.5)

gue se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas
es igual a la diferencia: energia mecanica total final menos la energia
mecanica total inicial,

Wnic = Efinaltotal — Einiciattotal (4.5.6)

4.6. Fuerzas centrales y energia potencial

4.6.1. Energia potencial de fuerzas centrales

Se vera a continuacion que toda fuerza central de la forma

F=f(NF, con r=|F|=/x2+y2+22 (4.6.1)
es conservativa. Para verlo primero se nota que
or X or _y or z

xr T o
y de aqui
OF_ 9 (= 0f,_9for
2y _6y(f(r)x)_ ayx_ ar ayx_ ; f (4.6.2)

gue es simétrica en x e y y por tanto se satisfacen las condiciones (4.4.8).
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Una vez que se sabe que estas fuerzas
son conservativas se puede determinar la I
funcion energia potencial escogiendo un
camino de integracion conveniente entre
dos puntos cualesquiera T, y T. Llamare-
mos r, a la distancia entre 7, y el centro &
asociado a la fuerza central y r a la distan-
ciade ¥ ar.

Ya que se tiene tres puntos especiales: 7,

ry 0, ellos definen un plano (el plano del p'-
papel en la figura adjunta). EI camino se
puede construir avanzando desde T, por
un arco de circunferencia con centro en
¢ hasta un punto p (definido por 7p) que
esta en la recta que une a ¢ con Ty des-
de p se sigue en linea recta hasta 7. La
integral de camino tiene dos partes: (a) la
integral [ F.drde T, hasta 1 es nula porque mientras la fuerza es en la di-
reccion f, el elemento de camino dF es en la direccion tangente a la curva,
que es ortogonal a f; (b) la integral desde T hasta T que es una integral
a lo largo de una linea radial (pasa por el centro de fuerza) como muestra
la figura adjunta. Siendo asi, el desplazamiento a lo largo de este camino
es radial: dr =rdr lo que lleva a

O 0 -

um:—/%uﬁfm:—/%uym (4.6.3)

0 0

Es inmediato de lo anterior ver que la funcion de energia potencial de-
pende tan solo de la coordenada radial r.

El gradiente de una funcion que solo depende de r, escrito en coorde-
nadas esféricas, se reduce a OU(r) = fdU /dr es decir,

F=——F (4.6.4)

lo que muestra que la fuerza que implica una funcion de energia potencial
U (r) que solo depende de la coordenada radial r es una fuerza central del
tipo restringido descrito en (4.6.1). Lo que se ha expresado en la formula
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de arriba se puede decir forma mas basica: si U (r) entonces Fy = -9 =

ax
oU or _ I X = _ 1y —
— % gx = —U'{. Pero como T es el vector (x,y,z) entonces F = —tU'T =

—U’f. La funcion f(r) es —1U’.

4.6.2. La energia potencial asociada a la fuerza de gra-
vitacion universal

La ley de gravitacion universal

- Mm

ya fue mencionada en §3.1. Para determinar la funcion energia potencial
basta con hacer la integral a lo largo de un radio tal como se explico en
§4.6.1, es decir, dr = fdr. En tal caso

re. r
U:GMm/gdr:GMm/d—;:GMm(—}-l—i) (4.6.6)
"o o rr
Lo normal es escoger ry = o« de donde
M
U(r)=—SMm (4.6.7)

r

4.6.3. La energia potencial del oscilador armoénico tridi-

mensional
El potencial
k
u(r =7 r? (4.6.8)
implica una fuerza,
F=—0U(r)=—k¥ (4.6.9)

gue corresponde a la de un oscilador armonico tridimencional de largo
natural nulo.

Casos mas generales son

U(F) = - (r—Dy)? (4.6.10)
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o incluso

K

ur) = %(X—Dl)2+5(y—D2)2+%(Z—D3)2 (4.6.11)

4.7. Problemas

4.1

4.2

4.3

Una argolla de masa m puede deslizar libremente a lo largo de una
vara y esta vara gira, en torno a un punto fijo &, barriendo un plano
horizontal con velocidad angular ¢ = w constante. Inicialmente es
liberada a distancia p, del origen con p = 0. Determine el trabajo
que efectua la normal desde el instante inicial hasta un tiempo t. Se
conocen py;, My w.

Un ascensor cargado tiene masa total M, r Q
y esta conectado a través de una polea O 0

A a un motor y por otra polea a un con-
trapeso de masa M, (M, < M;). Las poleas
tienen roce despreciable pero el ascensor
tiene roce viscoso lineal. Para simplificar el
problema suponga que los dos cables na-
cen del mismo punto del techo del ascen-
sor, que no hay angulo entre ellos y que
la inercia de las poleas es despreciable, de
modo que el trabajo que se busca es el que
hace la tension del cable de la izquierda.

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascen-
sor suba una altura h a velocidad constante v,,.

b) Lo mismo que antes pero para que el ascensor suba con acel-
eracion constante entre una posicion y otra h metros mas arriba si
v(t) = agt, con a, < g entre esas dos posiciones.

Datos: las masas, g, v,, a,, el coeficiente de roce lineal, la altura h.

Si se lanza una particula de masa m verticalmente hacia arriba con
velocidad inicial v, y hay roce viscoso F = —n ||V||V, determine el
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trabajo total efectuado por F hasta que la particula vuelve su punto
de partida.

4.4 Dos blogues de masas m; y m, estan apoyados en una superficie
horizontal con la que ambos tienen coeficientes de roce estatico y
dinamido Le y 1.

Los bloques estan
ademas unidos por
un resorte de cons-
tante elastica k vy
largo natural D.

En el instante inicial el resorte no esta deformado, el bloque de masa
m, esta en reposo y el bloque de la izquierda tiene rapidez v, . (a) De-
termine la compresion maxima del resorte para que el bloque 2 no
alcance a moverse. (b) Determine el valor maximo de v, para que 2
no deslice sim, =2m; y u, = He/2.

4.5 Una particula de masa m puede
deslizar sobre una superficie
horizontal con la que tiene coe-
ficiente de roce dinamico yu. La Vo Q
masa esta unida a una cuerda, 9
la cual pasa por una polea en
Q y su extremo es recogido con o il
rapidez V, = cte. La polea tiene
un radio despreciable y se en-
cuentra a una altura h del suelo.

a) Determine la tension como funcion de la posicion
b) Determine en qué posicion la particula se despega del suelo.

c) Determine el trabajo hecho por la fuerza de roce desde que la
particula estaba a una distancia x, del punto O hasta la posicion en
gue se despega de la superficie.
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