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P1 Demuestre que a partir de una expansién homogenea e isotrépica se deduce la Ley de
Hubble, esto es, que la velocidad de recesién de las galaxias en el Universo es proporcional
a la distancia a la que se encuentran(i.e. V o d, donde actualmente se tiene V=H,x d).

Si a, es la distancia entre dos puntos "Hoy”, dado el principio cosmolégico de homogeneidad
e isotropia, es decir en el universo un punto con respecto a cualquier otro se aleja de igual
forma sin importar la direccién donde se encuentre (isotropia, no hay dependencia angular)
ni la posicién en particular donde este(homogeneidad), luego:

La distancia entre dos puntos en un tiempo t luego del Big-Bang

a(t) = a, X R(t)

Donde R(t) es el llamado factor de escala. Obviamente en el Big-bang t=0, R(0)=0 y ”Hoy”
t=t,, R(t,)=1.

Para t=t1, a; = a(t;) = a, X R; con Ry = R(t;)

Para t=ty, as = a(tz) = a, X Ry con Ry = R(t3)
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Entonces V' = a(t) x %(% =a(t) x H(t)

De esta manera H(t) = g%(%l
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P2 Una galaxia se encuentra a una distancia de 200 Mpc. determine la longitud de onda
observada de la linea del hidrogeno (A, = 6563 A) si se mueve con una velocidad peculiar
V,=1000 km/s con un angulo @ respecto a la linea de la visual, considere la expansién del
Universo.

%alawia = ‘7ewpansio'n + ‘7‘peculiar
Por la Ley de Hubble
‘Zazpansio’n = H, xd 7 con H,=65 km/s Mpct

Luego: Vagpansion = 65 x 200 7= 13000 km/s 7



Por otro lado: ‘7peculiar -7 = Vjcos(6)=1000 x cos(f)

Con 7 vector unitario en la direccién radial respecto al observador.

& = V£ = 7 (¢=300000 km/s)

Por efecto doppler si v << c:

. _ 13000+1000xcos(6) _
Entonces: z = 50000 ©) — 0.0433 4 0.0033 x cos(0)

Aobservado = (2 + 1) A

Aobservado = (1.0433 4 0.0033 x cos(6))6563 A
Aobservado = (6847.4 + 21.9 X cos(0)) A

Si 6 = 0 grados, entonces Agpservado = 6869.3 A

Si @ = 90 grados, entonces Agpservado = 6847.4 A | redshift solo debido a expansién del
Universo

Si 6 = 180 grados, entonces Agpservado = 6825.5 A

P3 Si dos rayos son emitidos en forma paralela desde un lugar, que ocurre con el camino
seguido por los rayos (que ocurre con un rayo respecto al otro) para: a) Un Universo Abierto,
b) Un Universo Cerrado y ¢) Un Universo Plano.

La interpretacién de la gravedad ejercida por cuerpos con masa a partir de la relatividad gen-
eral de Einstein, da cuenta que la materia(tambien la energia) deforman el espacio tiempo(lo
curvan). Es decir la interpretacion de como afecta la gravedad a los cuerpos es geometrica,
es decir los cuerpos se ven afectados no por una fuerza(como la de newton) sino que por
la geometria del espacio-tiempo, seguiran un camino segun esta geometria. Un rayo de luz
tambien seguira un camino por el espacio-tiempo de acuerdo con esta geometria.

A partir de modelos cosmologicos del Universo, donde se aplica la relatividad general, se
tienen distintas soluciones para un universo isotrépico y homogeneo, cuya condicion inicial
es el Big-Bang, que impulsa al universo a espandirse. Devido a la gravedad ejercida por
la materia el universo se desaceleraria(osea el factor de Hubble cambia con el tiempo, H(t)
no es cte), si se toma solo en cuenta este efecto de la materia y el Big-Bang, dependiendo
la energia inicial del Big-Bang y la masa(densidad de materia) en el universo, se obtienen
principalmente tres soluciones.

La primera cuando la densidad de materia supera un punto critico(densidad critica), la
gravedad le gana a la expansién del Universo y por tanto el universo se desacelerara hasta
comenzar a contraerse, a este universo se le llama Cerrado, debido a que su tamano no tiende
al infinito, osea su factor de escala R(t) tiene un maximo, para este caso la geometria del
universo es esferica, es decir dos rayos de lus paralelos tenderan a aproximarse uno del otro(
caso ¢) hasta toparse, como los meridianos en una esfera ).

Otra solucién es cuando la densidad de materia del universos es menor al la densidad
critica(peritico), €n tal caso la gravedad no le gana a la expansién del universo, y el univeso
se continuara expandiendo por siempre con su valor del factor de Hubble H(t) tendiendo a



una constante cuando t va a infinito. En R(t) v/s t, esto se ve una curva creciente pero que
tiende asintoticamente a una linea recta. En este caso la geometria del espacio-tiempo es
hiperbolica, y a este universo se le llama Abierto, ya que siempre continuara expandiendose
desacelerandamente pero tendiendo a una tasa cte. Para este universo dos rayos de luz ini-
cialmente paralelos tenderan a seguir su geometria de manera que estos tenderan a separarse
uno del otro mas y mas.

Y finalmente en el caso en que la densidad de materia es exactamente la densidad critica (Con
2, = 1), entonces la expansién es justo contrarrestada con la gravedad y el universo se ira
desacelerando mas y mas pero siempre seguira expandiendose tendiendo asintoticamente a
un tamano fijo (tiende a un factor de escala R(tinfinito) €s cte). Es decir su tasa de expansién
tiende siempre a cero pero nunca lo alcanza(el factor de Hubble H(t) tiende a cero cuando t
va a infinito). La geometria de este Universo es plana, por esto es que se le llama Universo
Plano. dos rayos de luz paralelos en este Universo siempre continuaran paralelos, el uno con
el otro.

Luego para cada caso, a) Los rayos se separaran uno respecto al otro por siempre, b) Los
rayos se aproximaran hasta cruzar sus trayectorias(como los meridianos en una esfera que
se cruzan en los polos) y c) Los rayos de acuerdo a la geometria plana seguiran siempre
paralelos.

No esta demas mensionar que un universo sin materia, luego del Big-Bang siempre continuara
expandiendose a la misma tasa, es decir nunca se desacelerard. El espacio-tiempo seguird su
camino de expansion a tasa cte ya que no tiene gravedad que desacelere su expansion.

P4 Cual es el rol de energia oscura en el universo, y que evidencia observacional hay para su
existencia.

Cuando Einstein llego a sus ecuaciones de relatividad general, se dio cuenta que aplicadas
al universo, este no podria mas que colapsar debido a su propia gravedad. Existia el pre-
juicio(cientifico) en esa epoca el cual era que el Universo era estdtico y que existié por
siempre, Einstein entonces compartiendo los prejuicios de la epoca, tubo que meter den-
tro de sus ecuaciones un termino que ejerciera una suerte de presion que contrarestara a la
gravedad de tal manera que el universo quedara estdtico, este término es su famosa constante
cosmolégica(de la cual despues el se arrepintié). Con esta cte elegida en forma consistente
sus soluciones le podian dar un universo estédtico(que no se expandia ni se contraia), pero
a la vez sus soluciones no eran estables. Una pequena perturvacion hacia que el universo
colapsara o que se expandiera por siempre.

Luego ya se sabe la historia del descubrimiento de Hubble, de que el universo se expande,
que desecho la visiéon de un universo estatico y que existio por siempre. Es de este modo que
tomaron fuerza los modelos cosmologicos antes mecionados en la pregunta P3. Segun estos
modelos el universo estaria siempre en desaceleracion. Es decir que el parametro o factor de
Hubble H(t), que Hubble midio constantete para el universo local solo hasta unos cientos de
miles de anos atras( redshift cosmolégico no muy grande), en un tiempo pasado aun mayor
seria mayor, en virtud que el universo se a ido desacelerando. Osea los astronomos esperaban
ver que galaxias muy lejanas tubieran una velocidad que variarian con la distancia a una



tasa mayor que la cte Hubble lo que mostraria que la pendiente del factor de escala con el
tiempo seria cada vez menor mientras nos acercamos a la actualidad.

Sin embargo observaciones de Supenovas tipo Ia han permitido medir distancias a galaxias
con redshift cosmoldégicos muy grandes. Y el resultado sorprendente es que en el pasado re-
ciente el universo se expandia con una tasa menor. Es decir el universo se estaria acelerando.
Opuesto a todo lo que se esperaba.

Como se explica esto. Bueno, para explicar esto los astronomos han hechado mano a la
constante cosmolégica antes desechada, pero ahora util en otro contexto, para explicar la
evolucion acelerada del universo. Esta cte cosmologica seria una suerte de energia aun de-
sconocida, que los astronomos le han denominado Energia Oscura, que ejerceria una presién
que contraresta la gravedad y mas aun le gana de manera que hace que el Universo se expanda
cada vez mas rapido.

Una forma de lograr esto es que la densidad de esta energia oscura se mantenga cte a medida
que el universo evoluciona(que se expande), a diferencia de la densidad de materia que cae
como 1/R? y la densidad de radiacion que cae como 1/R*. Es decir en algun momento esta
energia oscura empieza a dominar sobre la gravedad de la materia, y el universo comienza
a acelerarse. Dado las evidencias de las mediciones de distancias a galaxias muy distantes,
valga la rebundancia, por medio de SN Ia nosotros estariamos en tiempo posterior al dominio
de la materia y la radiacion sobre la energia oscura. En conclusién hoy en dia la energia oscura
dominaria sobre la densidad de materia y haria que el universo se expanda aceleradamente(el
factor de escala R(t) aumenta exponencialmente con el tiempo).



