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CLASE AUXILIAR #23

Problema 23.1. Demostrar que la serie de potencias de f(x) = log(1l — x) converge sola-

1
mente para x € [—1,1) y que la serie de potencias de g(x) = log 1+—x converge solamente
-

para z € (—1,1)

log(1 — 2))®) (0
Solucién 23.1. La serie de potencias en torno a 0 de log(1—xz) es " -, (log kf)) ( ):ck

Calculemos sus derivadas:
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Con esto, la serie resulta:
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Calculemos el radio de convergencia:
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Veamos los extremos:
Caso z = 1:

>
k=1

Es la serie armonica, luego no converge.
Caso x = —1:

Sy = 26

k=1 k=1

Por el criterio de Leibniz, converge. Como f(z) no esta definida en 1, es convergente en
[—1,1).
Para la funcion g(z) es analogo:
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Luego, la serie de potencias en torno a 0 es:
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Su radio de convergencia es p = o] 1. Revisemos los extremos:
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Por Leibniz, la serie es convergente.
Caso x = —1:

(o) - §()

es la serie armonica, luego, no converge. Como ¢(z) no esta definida en 1 ni en -1, es con-
vergente en (—1,1).



Problema 23.2. La sucesion de Fibonacci es de la forma: a; = as = 1,419 = apy1 + ay:
1. Demostrar que “2# < 2.
2. Sea ¥(x) = > o, a,z""'. Demuestre que 1 (z) converge si |z| < 3.

—1
3. Demost i|z] < 3, ent T RLL_1
emostrar que si |z| < 3, entonces 9(z) 2+ r—1

4. Utilize descomposicion en fracciones parciales de la funcion anterior y ﬁ para obtener
otra serie de potencias para 1 (z).
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5. Demostrar a,, =

Solucion 23.2. 1.
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2. Veamos que valores de x hacen que el limite lim,, .o ——— = lim ——— sea menor
aplzn=t  n—oo  ay,
que 1:
’ An41 ;
lim |z < lim 2z
n—oo a n—oo

n

Por lo tanto, si |z| < 3, el limite (si existe) sera menor que 1, con lo que la serie sera
convergente.

3. Equivale a probar que

Veamos cada termino:
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Por lo tanto:
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4. Las soluciones de 22 + 2 — 1 = 0 son ¢, = %\/7 y o = Tf
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5. De la igualdad anterior se tiene que:
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Por lo tanto, a, =

Problema 23.3. Estudie la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones en el espacio

1 kx z €10, 7]
de las funciones acotadas de Ren R fi(z) = s y fulz) =9 —kz+2k ze€lf, ﬁ%]

0 z ¢[0,7]
Solucion 23.3. :

1. Convergencia Puntual:
Para la primera sucesion, se tiene que, fijo el x:

klim fr(x) = 0

Por lo tanto, la sucesion converge puntualmente a la funcion nula.

Para la segunda sucesion, cuando k — o0, se debe considerar cada intervalo posible, es
decir, la interseccion para todo k € N, (N;~,[0, 2] = {0}. Con esto, la funcion se reduce
a k*z cuando x € {0} y 0 cuando no, porlo tanto, para cada z fijo, limy_. fx(z) = 0.
El limite puntual es la funcion nula.

2. Convergencia Uniforme:
Para la primera sucesion. Como en la parte anterior vimos que converge puntualmente
a la funcion nula y la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, el limite
uniforme debe ser la funcion nula :

Jim ([f = fIl = lim sup [fi(2)]
= lim1
k—oo
= 1

Por lo tanto, la sucesion no converge uniformemente.
Para la segunda sucesion. Al igual que para la primera sucesion, suponemos que con-
verge uniformmente a la funcion nula.

T [/~ /| =l sup|fi(a)]
—00 —00 z€R
= lim k
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Por lo tanto, la sucesion no converge uniformemente.



Problema 23.4 (Ndmeros de Catalan). Los nimeros de Catalan son de la forma C,, =

1 2 . i "
( " ) y aparecen en diversos ambitos de la matematica:
n+1 n

= En numero de maneras de ordenar n pares de paréntesis correctamente abiertos y
cerrados, por ejemplo

= El ntimero de formas en que un poligono de n + 2 lados puede ser particionado en n
triangulos.

= El niimero de arboles binarios con exactamente n + 1 hojas.
Demuestre el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea (a,) la sucesion definida por la recurrencia api1 =y ;_o Qpln_k Y o = 1.
La serie de potencias > o, a,x™ converge para |x| <  y su valor es igual a la funcion
p n=0 n gep >31Y g
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: 1 2n :
En particlar, a,, = —— = C,, (este es el n-esimo numero de Catalan).
n+1 n
INDICACION: Suponga que lim,_ g™ (x) # 4oo para todo n € N, y la serie de
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Solucién 23.4. La funcion g se pude expandir en serie de Taylor en (—%,1)\{0}, pues
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5 es de clase C* en ese conjunto. Las derivadas de g son:
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Suponiendo que lim,_,o g™ () # +oo para todo n € N, la serie de Taylor se puede evaluar
en torno a x = 0. El primer termino de la serie de Taylor en torno a z = 0 es g(0) = 1.
Sean (by,) los coeficientes de la serie de Taylor asociada a g, con lo anterior, by = 1.

Se tiene la igualdad ¢*(z) =
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La multiplicacion de series convergentes es de la forma:

£ - £

Por lo tanto, se tiene que:

9(x)g(x)
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Por lo tanto b,11 = Y ;o bib,—;. Como la sucesion (b,) tiene la misma recurrencia que la
sucesion (a,) y sus valores iniciales son iguales, las sucesiones son iguales, luego, la serie
> reo @xz® toma los valores de la funcion g(x) para 0 < |z| < 1. El valor de la serie para

xr =0 es by = 1. Falta ver si la serie converge en x = 1

1

De la indicacion, sabemos que el desarrollo de Taylor en torno a cero de /1 —4x es 1 —
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Utilizando la aproximacion de Stirling!, vemos que:
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Por lo tanto, al evaluar la serie en x = i, se obtiene Y ;- F, la cual converge pues

% > 1. Por lo tanto, la serie Y .- a,z" converge para 0 < |z| < i y toma los valores de la

funcion g(x).

'El simbolo ~ equivale a decir que son iguales en el infinito.



