Curvas

Definicién de curva

La forma mas general de describir una curva es verla como un par de fun-
ciones que dependen de algin pardametro, que usualmente llamarenos ¢ que
pertenece a un intervalo (abierto o cerrado) de los reales. De esta forma, la
trayectoria de la curva serd el conjunto de todos los puntos en el plano carte-
siano que se escriban de la forma (x(¢),y(t)), esta funcién recibe el nombre de
parametrizacion. De manera formal podemos llamar curve a una funciéon con-
tinua (parametrizacion):

Ejemplos

Coordenadas rectangulares el parametro corresponde a la coordenada de
las absisas con lo cual la parametrizacién corresponde a (z, f(x)).

Coordenadas polares: el parametro es angulo formado con el eje de las con
lo cual la parametrizacion es (p(6) cos(6), p(0) sin(6))
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Superficies

Area bajo una curva
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Superficies de revolucion con respecto al eje OX
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Voliimenes

De manera general cada vez que al realizar un corte transversal sobre un
eje, es decir, ”cortar por una variable se pueda medir el area de dicha seccién

(digamos A(z)) se tiene que el volumen es :f;o1 A(z) dz.

Voliimenes de revolucion

Coordenadas rectangulares | Coordenadas polares
Rotacién eje OX T 501 f(x)?dx 2n feil p(0)3 sin(0) do
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Integrales impropias

Primera Clase

Son las integrales de la forma: [ f(z)dxz. Formas de determinar su exis-
tencia
Por definicién:

Si existe el limite: lim faR f(z)dz

Comparacion:
Si fy g funciones no negativas tales que f(z) < g(z) Vz € [a,+00) entonces

= Si [ g(x)dx converge = [ f(x)dx converge.

= Si [7° f(x)dz diverge = [ g(z) dx diverge.

Convergencia absoluta:

Si [ |f(z)|dz converge = [ f(x)dx converge.
Test p:

Si el limite lim z# f(x) existe =

xr— 00

Sip>1= [ f(z)dx converge.
Sip<l= [ f(x)dx diverge.

El resultado anterior viene del criterio de comparacién junto con el hecho
que:
foo 1 dx{ converge si p > 1.

a z# diverge si p < 1.
Segunda Clase

Son las integrales de la forma: fab f(z) dz donde f posee una asintota vertical
en b por la izquierda (todos los cdlculos son andlogos en el caso de una asintota
vertical por la derecha). Formas de determinar su existencia

Por definicién:

Si existe el limite: HH(I) f:_s f(x)dz

Comparacion:
Si f y g funciones no negativas tales que f(z) < g(x) Vx € [a,b] entonces

= Si f; g(z) dz converge = f; f(x) dz converge.

= Si f: f(x) dz diverge = f; g(x) dz diverge.



Test u:

Siellimite lim (b—z)" f(x) existe =

r—b—

Sio<pu<l= f: f(z)dz converge.
Sipg>1= f; f(z)dx diverge.
El resultado anterior viene del criterio de comparacién junto con el hecho

que:

fb Ly converge si 0 < p < 1.
a G—z)yr 4 diverge si pu > 1.



Series

Series de términos no-negativos
Definicién

. . o0 . . z N
Diremos que la serie )~  a,, converge si existe ]\}E)I(lx) Y om0 On-

Prop

. . o0 z z o0
Si la serie )~ a, converge entonces lim a, =0y lim > " va, =0
n— 00 N—oo

Comparacion:
Si a, y b, sucesiones no negativas tales que a,, < b, Vn € N entonces
» Si Yoo, bk converge = Y ;7 ap converge.

= Si Yoo ag diverge = >00° by diverge.

Criterio asintético:
Si lim $& =L
k—oo 7k
= Si L # 0 entonces las series Y ;—ar y Y e bk convergen ambas o diver-
gen ambas.

» Si L =0 entonces si Y-, bx converge entonces »_,-, aj converge.

Criterio del cuociente y la raiz:
L<1= Y2, akconverge
Si lim {ar=L6 lim =L =< L>1= 32 apdiverge
k—o0 k—oo @k
L=1= 7
Criterio de la integral:

Si f continua decreciente y positiva entonces [ f(z) dx existe < > 7| f(k)
converge.

. . i 1.
De aqui se tiene que Y oo, L { converge sl p >

27 | diverge si p < 1.
Series de términos cualquiera
Convergencia absoluta:

Si > pe, lak| converge = >"7°  ai converge

Criterio de Leibniz:

Si la sucesioén {ax} | 0 entonces Y ;= (—1)*ay converge.



