GUIA DE PROBLEMAS CONTROL 6 ALGEBRA

1. Sean[image: image1.png]B =1{(1,0,1),(1,1,0),(=1,1,1)}



 y [image: image2.png]By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}



 bases de vectores de [image: image3.bmp], calcular la matriz de cambio de base de [image: image4.png]B, a By



.

2.  El endomorfismo [image: image5.png]R —
R’



está definido por

[image: image6.png]Zx—y+4zx—3y+2z).




Calcule la matriz asociada a f respecto a la base 

[image: image7.png]B={(2,-1.3).(2,1,2).(1,-1,2)}.




3. La transformación lineal [image: image8.png]


 cumple que

[image: image9.png]f3.4)=(-1.3.2)
f23)=3.-41) ("




(a) Calcular la matriz asociada a f respecto a les bases canónicas de [image: image10.bmp]y[image: image11.png]



(b) Calcular la matriz asociada a f respecto a les bases 

[image: image12.png]By =1(1,2),(2,5)} de B2 i B, =



[image: image13.png]{(=3,31,-2),(2.-19,1).(=1,11.—1) } de B*




4. Una transformación lineal [image: image14.png]fiR

-8l



tiene asociada la siguiente matriz respecto de la base canónica 

[image: image15.png]



Calcular los valores y los vectores propios de esta transformación.

5. Sabiendo que la matriz asociada a la transformación lineal [image: image16.png]fRY

R



respecto a la base [image: image17.png]


´es diagonal y que cumple [image: image18.png]


 calcule la matriz de f en la base canónica.
6. 

[image: image19.png](@) i O s una matriz ortogonal (cuadrada con columnas ortonormales),
demostrar que det 0= 1 0 -1.

(b) ¢Cuéntos de los 24 clementos de det A son distintos de cero y cudl es el
determinante de 47
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[image: image20.png]Analizar esta secuencia: G, =0, G, =1y G,., =(G, +G,,,)/2. De este
modo, Gi2 es la madia de los dos nimeros anteriores, Gr ¥ Gie1.) Mediante

este problema se halla ¢l limite de Gy cuando & —> o0
(@) Hallar una matriz 4 que cumpla
=4 G}—l
G,

]

(b) Hallas los autovalores y autovectores de 4.

(c) Desarrollar A" = SA*S™, cuando A es una matriz diagonal. No es
necesatio realizar la multiplicacién completa para obtener una tnica
matnz.

(d) Hallar el limite cuando & — = de los ntimeros G




7. 

[image: image21.png](@) i O s una matriz ortogonal (cuadrada con columnas ortonormales),
demostrar que det 0= 1 0 -1.
(b) ¢Cuéntos de los 24 clementos de det A son distintos de cero y cudl es el

determinante de .47
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8. 

[image: image22.png](20 pts.) Supongamos que A tiene los autovalozes 2, .., 4, (todos distintos de cero),

con sus correspondientes autovectores xj, .., x,, que forman una base para R’.
Supongamos asimismo que C es su matriz de cofactores. (Las preguntas a las respucstas

siguicntes deben expresarse cn términos de 4,).

(a) (5pts.) ¢Cuil es la traza de 477 ;Y el det(47)?

) (15 pts.) ¢Cuil es la traza de C? :Cudl es det(Q)F (Pista: 47 =2





SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 
1. La matriz de cambio de base de [image: image23.png]B, a By



se obtendrá en este caso a partir de les matrices de cambio de base de [image: image24.bmp] a la canónica y de [image: image25.bmp] a la canónica.

La matriz de cambio de base de [image: image26.png]ByaB,



 ´es

[image: image27.png]®
3



       [image: image28.png]



y la matriz de cambio de base de [image: image29.png]B aB;



´es

[image: image30.png]



A partir de estas dos matrices podemos formar el siguiente esquema:

[image: image31.png]



Por lo tanto, la matriz de cambio de base de [image: image32.png]


es

[image: image33.png]



2. Calculemos en primer lugar la matriz asociada a f respecto a la base canónica. Para ello hemos de calcular las imágenes de los vectores de esta base

[image: image34.png]



Entonces, la matriz asociada a f respecte a la base canónica [image: image35.bmp] ´es

[image: image36.png]o
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y la podemos representar de la forma siguiente:
[image: image37.png]B




Para calcular la matriz asociada a f respecto a la base [image: image38.bmp] hemos de hacer un cambio de base al espacio de partida y un cambio de base al espacio de llegada. Estos dos cambios de base se representan en el esquema siguiente, indicadas ambas con trazos discontinuos.

[image: image39.png]



con C ´ la matriz de componentes de los vectores de la base B en la base canónica, es decir,
[image: image40.png]



y la inversa es

[image: image41.png]



Ahora, la matriz asociada a f respecto a la base [image: image42.bmp] ´es
[image: image43.png]



3. (a) La matriz de f en les bases canónicas de [image: image44.bmp]y[image: image45.png]


, ha de cumplir les igualdades siguientes:

[image: image46.png]



Podemos escribir estas dos igualdades en una única igualdad matricial:
[image: image47.png]



de la cual es fácil hallar la matriz A.
[image: image48.png]1
—18
-1




(b) Tenemos que la matriz asociada a f respecto a les bases canónicas de R2 y R3 ´es B y se representa

[image: image49.png]



Finalmente, por calcular la matriz asociada a f respecte a les bases [image: image50.png]B, de R?



y de [image: image51.png]B, de B3



 hemos de hacer un cambio de base al espacio de partida y un cambio de base al espacio de llegada
[image: image52.png]****** 4 B D
By 5 5
\" DAC ) J





donde C ´es la matriz de les componentes de los vectores de la base [image: image53.bmp] en la base canónica, es decir

[image: image54.png]



y D ´es la matriz de cambio de base de [image: image55.png]By a B,



. Ahora, es inmediato que

[image: image56.png]



Y por lo tanto la matriz de f respecto a les bases [image: image57.png]


i [image: image58.png]B, de B?



´es
[image: image59.png]



4. (a) Valores propios. En primer lugar, hemos de calcular el polinomio característico de esta transformación lineal:

[image: image60.png](I
$+6 3
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Por lo tanto, los tres valores propios de la transformación lineal (1 = 1, (2 = 2 y (3 = -3 y el polinomio característico se descompone en factores de la siguiente manera p(x) = (x-1)(x-2)(x+3).
(b) Vectores propios: Los vectores propios de f son los nucleos de las transformaciones lineales A-I, A-2I i A+3I. El núcleo de la transformación lineal A-I está formado por los vectores [image: image61.png]


tales que

[image: image62.png]



Para resolver este sistema de ecuaciones hemos de triangular la matriz A_I

[image: image63.png]



Cuya solución general es
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Por lo tanto, el subespacio de vectores propios asociados al valor propio 1 es
[image: image65.png]Nucld 1) = (1





De la misma manera se calculan los vectores propios correspondientes a 2 y -3:

Calcular el Nuc(A-2I):
[image: image66.png]



Por lo tanto, el subespacio de vectores propios asociados al valor propio 2 es

[image: image67.png]Nuc(A4

={(~1.1,0),




Cálculo de Nuc(A+3I):
[image: image68.png]



Por lo tanto, el subespacio de vectores propios asociados al valor propio -3 es

[image: image69.png]Nue(4 +31) = ((0,




La transformación lineal f ´es diagonalizable y la matriz de f en la base de vectores propios 

[image: image70.png]


[image: image71.png]



5.  Sea A la matriz asociada a f respecto a la base canónica y D la matriz diagonal asociada a f
respecto a la base B, que es una base de vectores propios.

Evidentemente, D´ es de la forma
[image: image72.png]



donde a, b i c son los valores propios de los vectores ([image: image73.png](4,-4.1). (0, 4.1)i(1,1,0)



 respectivamente. La matriz de cambio de base es

[image: image74.png]



y tenemos que [image: image75.png]AC




o b [image: image76.png]A=CDC!



.

Por otro lado, sabemos que [image: image77.png]


´es decir

[image: image78.png]



Si expresamos esta igualdad en términos de la matriz D y multiplicamos los dos lados de la igualdad 

por [image: image79.bmp]tenemos que

[image: image80.png]



La inversa de la matriz C ´es

[image: image81.png]



entonces, sustituyendo en la igualdad anterior resulta que
[image: image82.png]



Multiplicando estas matrices obtenemos la igualdad
[image: image83.png]



Por lo tanto, los valores propios de la transformación lineal f son a = 2, b = -2 i c = -4 y la matriz A ´es

[image: image84.png]



6. 
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7. 

[image: image86.png](@) i O s una matriz ortogonal (cuadrada con columnas ortonormales),

demostrar que det O

o'o=1
=|o"ol=|1|
=[¢’lol-1

=lollol=1 porque |4
=lo=+1

(b) ¢Cuéntos de los 24 clementos de det A son distintos de cero y cudl es el
determinante de 47

1 0 10]

PECEE

1 0-10

0 -1 0 1]

Hay cuatro elementos distintos de cero en det 4:
1 0 10|/t 0 10][[1 0 10|t 0 10
0 1 0 1/{0 1 01{j0 1 0 1ff0 1 01
1 0101 0-1ofj1 0-10[1 0-10
0 -1 0 1/[0o -1 0 1fj0o -1 0 1/j0 1 0 1

Cada uno de estos cuatro clementos cs igual a —1, asi que det=-4,




8. 

[image: image87.png]det(C) = (A A, )™




9.

[image: image88.png](@) i O s una matriz ortogonal (cuadrada con columnas ortonormales),
demostrar que det 0= 1 0 1.

o'o=1
=|o"ol=|1|
=lo’lel=1

=ollof=1 porase

=lo=+1

(b) ¢Cuéntos de los 24 clementos de det A son distintos de cero y cudl es el
determinante de 47

10 10]

01 01
4=

1 0-10

0o -1 0 1]

Hay cuatro elementos distintos de cero en det .4:

1 0 10][t 0o 101 0o 10|t
0 1 0 1/{0 1 0 1[0 1 0 1|0
1 0101 0-1o0f1 0-10[1
0 -1 0 1/[0o -1 0 1jj0 -1 0 1]|0

Cada uno de estos cuatro clementos es igual a —1, asi que d




