RESUMEN CONTROL 6 ALGEBRA

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ.
Las principales propiedades de los determinantes de matrices cuadradas son las siguientes.

1. Si una columna es cero, el determinante es cero.

2. Si hay dos columnas iguales, el determinante es cero.

3. Si las columnas son linealmente dependientes, el determinante es cero.

4. El determinante cambia de signo al permutar dos columnas.

5. El determinante no cambia si a una columna se le suma una combinación lineal   

    de las restantes.

6. El determinante es lineal respecto a cada columna:

· Det(…,ci+ci`,…)=det(…,ci,…)+det(…,ci`,…)

· Det(…,λci,…)=λdet(…,ci,…)

7. Las filas también cumplen las anteriores propiedades.

8. det(λA) =λλλ……λλλ det(A).

9. El determinante del producto es igual al producto de determinantes: det(AB) = 

      detA· detB.

10. Una matriz A es invertible si y solo si det(A)≠ 0. Además, det(A‾¹) = (detA)‾¹.

11. Una matriz y su transpuesta tienen el mismo determinante: det(A┴) = detA.

12. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos  

      diagonales.

13. El determinante de una matriz triangular por bloques es igual al producto de 

      los determinantes de los bloques diagonales.

14. Det(A + B) ≠detA + DetB

15. Det(A^k) = (detA)^k si k ε N. Si A es invertible, la fórmula también se cumple

      cuando k ε Z.

La traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal principal.


RANGO DE UNA MATRIZ.
El concepto de rango es una de los conceptos más importantes del Algebra Lineal. Recordemos el concepto de rango de un conjunto de vectores.

Rango de un conjunto de vectores. Es el número de vectores linealmente independientes de dicho conjunto. Es decir: Es la dimensión del subespacio vectorial que generan.

Rango por filas de una matriz es el mayor número de vectores fila que sean linealmente independientes.

Rango por columnas de una matriz es el mayor número de vectores columna que son linealmente independientes.
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. El rango por filas de A es 2 ya que los vectores fila (1,0,3) y (2,1,‑1) son linealmente independientes y (3,1,2)=(1,0,3)+(2,1,‑1).

El rango por columnas es también 2 ya que los vectores columna (1,2,3) y (0,1,1) son linealmente independientes y (3,‑1,2)=3(1,2,3)-7(0,1,1).

El hecho de que coincidan el rango por filas y el rango por columnas en el ejemplo anterior, no es por casualidad; veremos más adelante que esta propiedad se verifica siempre, por lo cual podemos hablar simplemente de rango (o característica) de una matriz.

Se enuncia a continuación un teorema que permite conocer un método para calcular el rango de una matriz.

Teorema. El rango por filas (o por columnas) de una matriz A no varía si se sustituye una de ellas por una combinación lineal de todas, en la cual el coeficiente de la sustituida es distinto de cero.


Demostración
Vamos a hacerla para el rango por filas. Para ello consideremos las matrices A, B y C.
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La matriz B se ha obtenido sustituyendo la fila 1 por una combianción lineal de ella y las demás. B es también de orden mxn.

La matriz C es de orden (m+1)xn y se obtiene a partir de A añadiéndole la fila m+1 que es combinación lineal de las m restantes.

Hay que demostrar que el rango por filas de A igual al rango por filas de B. r(A) = r(C) ya que la última fila de C es combinación lineal de las demás.

r(C) = r(B) ya que la primera fila de C es combinación lineal de las demás (basta despejar en (*)).

En consecuencia: r(A)=r(B).

Así, un método para calcular el rango de una matriz consiste en transformarla, mediante las operaciones indicadas en el teorema anterior, en una matriz "escalonada".

Calculemos el rango de la matriz 
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Teorema. El rango por filas y el rango por columnas de una matriz A son iguales.

14.
MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACIÓN LINEAL.
Consideremos una aplicación lineal f. Sea {
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La matriz 
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 cuyas columnas están formadas por las coordenadas de los vectores 
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, es la matriz asociada a la aplicación lineal f respecto a las bases consideradas.
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