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Problema 47

Considere un lanzamiento de un proyectil esférico de radio R y masa M en un aire de densidad
p = lgr/litro y viscosidad v = 0.15¢m? /s, inicialmente se lanza con una velocidad vy y con dngulo
« respecto de la horizontal.

i) Muestre que el movimiento sigue siendo en el plano.

ii) Escriba las ecuaciones de Newton para las dos componentes de la velocidad considerando la
forma general para la fuerza de arrastre: Fp = pR?*5?Cp (@) .

i11) Transforme la segunda ley de Newton para la cantidad sin dimensiones Re = %U
iv) Considere la forma fenomenoldgica y aproximada para Cp(Re) = %—i—% y resuelva numéricamente
para una bala de canén de acero de radio R = 5cm y velocidad inicial de 500m/s. Estudie

numéricamente el dngulo de alcance maximo. discuta y compare al caso de proyectiles donde no se
considera la resitencia del aire.

Problema 48
En clases se vi6 que el movimiento de una masa atada a un resorte y que oscila puede representarse
aproximadamente por

€Entl = €p T TUp

Upn4+1 = Up — TEp,

donde ¢, es la posicién de la masa y u,, es una cantidad proporcional a la velocidad en la iteracién
n-ésima. Sin embargo la cantidad E, = ¢2 + u2, llamada energia aumenta en el tiempo.

Una aproximacién alternativa propuesta es:

-

€Entl = €p Tt §(un + un+1)
T

Un+1 = Up — 5(611 + EnJrl)a

Muestre que
Eppi=E, V 1



luego la energia es conservada por esta aproximacion.

Problema 49

Considere el sistema mecanico siguiente. Una banda circular gira con velocidad constante V', sobre
ella en forma horizontal descansa un bloque de masa M y es atado a un resorte elastico fijo al
sistema de laboratorio.
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Figure 1: L .

Entre el bloque y la banda existe una ley de frotamiento F,, = p(v)N donde p(v) depende de la
velocidad relativa entre el cuerpo y la superficie.

i) Escriba las ley de Newton para la posicién y velocidad del bloque en el sistema laboratorio.

i1) Escriba un programa numérico para estudiar el movimiento del cuerpo. Para ello considere la
funcién fenomendlogica (grafiquela)

1)2
( ) :ue + % v
n) = ——>%—.
1+ L2 [l
Hd vy
Use valores realistas para p. & pg como los vistos en clases, y trabaje solo con variables sin
dimensiones.

iii) Describa cualitativamente para diferentes valores de Yy de -~ el comportamiento de la

V0 wvg
posicién y velocidad (adimensionales).



Problema 50

En clases se discutién el fenémeno de auto-similaridad de la cascada de desdoblamiento de periodo.
Dado f(z) = Az(1 — z) la aparicién de un desdoblamiento viene caraterizada por x,11 = f(x,) ¥y
ZTnto = f(zn41) siendo este ultimo, x,19, igual a z,. Luego la iteracién de la funcién compuesta
una vez nyo = f(f(x,)) tiene un interés capital. Observando la forma de f(2)(z) nos damos
cuenta que una parte de ella parece ser similar (en escalas differentes) a f(z) misma.
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Figure 2: L .

Existe una transformacién de escala o dilatacién de f(2) (z) y x talque uno puede recuperar una
copia en la funcién f(z). Asf continuamos luego de f®)(z) en f¥(x), de f®(z) en f®)(z) &c.
esta sucesién permite entender tanto cualitativamente como cuantitativamente el escenario de des-
doblamiento de periodos. Existen dos posibilidades a realizar esto la primera es con la pequena
parabola encerrada en elcuadrado superior en verde o bien con la invertida encerrada en el cuadrado
inferior rojo. Eligiremos la invertida ya que ella preserva la simetria respecto al eje central x = 1/2.

i) Sea X, = s(x, — 1/2) encuentre s para que la funcién g,(X) que satisface la nueva iteracién
Xna1 = ga(Xy) sea go(X) =1 —aX? con a = As.

i1) Muestre que gq(g4(X)) = (1 — a) + 2a2X? — a>X* bien que la funcién original es una parabola,
y la que obtenemos es un polinomio de orden 4, podemos considerar irrelevante el término a3X*
ya que nos encontarmos en una zona reducida del intervalo [—1/2,1/2], y obtenemos denuevo una
parabola.

iii) La autosimilitud consiste en suponer una nueva variable dilatada Xn = aX, y una nueva
constante a talque la iteracion X, 12 = ¢4(94(Xn)) sea X2 = ga(X,). Encuentre a y a.

iv) Asi obtenemos una iteracién que parte en a y va a, asi sucesivamente. Definamos entonces una

sucesion agi1 = a(ax). Muestre que esta iteracciéon converge en infinito a a* = 1+2—‘/§ Encuentre el
valor de convergencia de la dilatacién «.

v) Muestre que en el limite cuando n — oo de i"f)‘"xl — dnzn=l 9% (3a* —2) = % ~
n+1—"An An41—0an

5.7 que es diferente de el valor exacto 4.6692, valores mas precisos se pueden obtener no despreciando



términos de orden 4 y considerando un cambio m$ complejo que una simple dilatacion X,, = aX,,.

Problema 51

Considere un resorte de constante elastica k y largo natural £y atado al techo y a una masa m que
cuelga en la gravedad terrestre. Si las condiciones iniciales son tales que la masa solo se mueve
verticalmente, encuentre:

i) la posicién de equilibrio (no movimiento).

ii) la posicién y velocidad a una perturbacidn inicial cualquiera = = xo y v = vp.

ii1) la frecuencia de oscilacién.

iv) Qué sucede con la energia del resorte E = %mv2 + %k(m —£9)??

Problema 52

Las ecuaciones que rigen un oscilador arménico, como ya fue visto en clase son de la forma:

x(t) = Acos(wt + ¢) (1)
v(t) = —Awsin(wt + ¢), (2)

Donde A y ¢, respectivamente son la amplitud y la fase del movimiento que dependen de las
condiciones iniciales del problema (x es la posicién y v la velocidad en un cierto instante de tiempo).
Considere las ecuaciones anteriores y las condiciones iniciales z(t = 0) = zp y v(t = 0) = vy,
demuestre que el valor de las constantes es:

A=1\|zo? + :;—%2 (3)
tan(9) =~ (4)



