Solucién Guia 9, v1

Problema 42

El resorte se comprime una distancia J; luego el DCL sobre ambas masas es:
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Inicialmente ambas masas est-n en reposo, luego las ecuaciones son:

Para M:

F = Frocel + K¢
|Frocel| < uMg

Para m:

F = Froce2 + K§
|Froce2| < pmg

Notemos que ambas fuerzas de roce est-n obigadas a ser iguales.

Llamemos X1 la posicion de M (medida hacia la izquierda) y X2 la posiciUn de m (medida hacia
la derecha).

Cuando desaparece la fuerza F las ecuaciones son:

Para M:

MX1 = Frocel + K¢
|Frocel| < uMg



Para m:

mX2 = Froce2 + Ko
|Froce2| < umg

Notemos que m < M. Dada esta situaciUn existen tres posibles resultados:

b

1. Supongamos que: K§ < pumg entonces K§ < uMg. Luego ambas fuerzas de roce se
adaptaran” para evitar el movimiento, es decir:
Frocel = Froce2 = —K§ y por lo tanto X1 = X2 =0.

2. Supongamos que K§ > umg y que Kd < uMg. Luego las ecuaciones para ambas masas son:
- o KS
X1=0y X2 = H#202=2

3. Supongamos que K > uMg luego K > umg. Luego las ecuaciones para ambas masas son:

s pMg+KS . veo _ +K§
X1 = uMgrK o o umgkd

Notemos qu en este caso ambas masas se mueven aunque m tiene mayor acaleraciUn que M.

Problema 44

Observando el cuadrado en un pequeno instante de tiempo ¢, podemos suponer que el movimiento
de las chinitas fue recto en ese tiempo pequeno y luego cambio de direccién. Entonces podemos
ver que se forma un tridngulo rectangulo, lo que permite tener una ecuacion para las variables de
interés.

lni1? = (I, — vt)* + (vAL)? (1)

Ahora, desarrollando la expresién anterior y sacando raiz obtengo que:

lny1 = \/ In? = 2, v0 At + 220, /At (2)

Notando que el termino At es muy pequeiio, los terminos de orden 2 es decir donde aparezca (/At)?
se desprecian pues son casi cero, con lo cual la ecuacién se transforma en:

1 = \/1n? — 20\t (3)

La expresion anterior ain nos resulta inmanejable, por lo que la escribiremos de otra formas:



ns1? = 1,2 = 2l v\t (4)

Despejando

lni1? — 1% = =2l vo At (5)

Ahora factorizo como

(ln-l—l - ln)(ln-l—l + ln) = 2l oAt (6)

Afirmando que, l,+1 = I, — @At con « una cierta constante, esto quiere decir que el nuevo largo
del cuadrado es el antiguo, menos un termino de orden At (algo pequeno). Ahora si uso esto en la
ecuacién anterior puedo decir que (reemplazando)

(lnt1 — L) (g1 + 1) = (lng1 — 1) (21, — aNt) = =21, v At (7)

Pero esto lo puedo desarrollar un poco (multiplicar), hasta llegar a

(st — 1n) (2l — @) = 2 (lns1 — Ln) — (g1 — ln) st (8)

El segundo termino del lado derecho de la ecuacion es del orden de (At)2 pues l,4+1 — I, es de orden
At por la afirmacién de que l,,4+1 = I, — a/At. Ahora podemos despreciar ese término para obtener
la siguiente ecuacién:

2ln(ln+1 — ln) = —2an0At (9)

Simplificando un poco...
ln+1 — ln = —’UoAt (10)

Lo que llamaremos, ecuacién 1.

Ahora esta es una ecuacion es para el largo del cuadrado en funcién del tiempo, pero necesitamos
algo en funcién del angulo, jdénde buscar algo asi?, veamos el dngulo de giro entre dos instantes
de tiempo:

5in(¢n+1 - an)

tan(gn+1 — ¢n) = cos(Pn+1 — ¢n)

(11)

La expresién anterior la puedo aproximar, con sin(¢n11 — ¢n) & ¢p+1 — Pn, lo cual se puede ver del
dibujo de la funcién sin(x), cerca de cero, se parece a la recta identidad. Adema&s cos(¢nt1—¢n) =~ 1
por un argumento analogo (la manera mds simple de ver esto seria graficar, un ejercicio que les



recomendamos bastante! =), bueno, ya tenemos una aproximacion para tan(¢p+1 — ¢n) X Gpi1 —
on = A¢, pero, jqué es eso?, una pregunta razonable, la idea es geometricamente, identificar a
tan(A¢) como la tangente del dngulo del giro del cuadrado, lo interesante seria ver quienes son el
cateto opuesto y adyacente en la figura se ve que podemos escribir:

U()At

tan(A¢) ~ AN¢ = 7 (12)

Lo anterior lo llamaremos, ecuacion 2. Ahora escribiremos la expresién dada por la divisién de la
ecuaciéon 1 y la ecuacion 2:

ln—l—l - ln
— = —lp 1
YANG) ! (13)

Podemos expresar dicha ecuacién como

b = (1 — £0) (14)

Nos interesa calcular [,,, partiendo de [y = [y, y luego tomar el limite a dicha expresion, desarrollando
tenemos que
ln =1lo(1—Ag)" (15)

Si afirmamos que nA¢ = ¢, la ecuacién anterior la podemos escribir como

Lo = lo(1 — 2y (16)

Tomando el limite de n a infinito, tenemos un limite conocido

1(¢) = lpexp™? (17)

Ahora podemos mostrar que las chinitas dan un nimero infinito de vueltas para poder estar todas
juntas. pues esto sucede cuando [ = 0 pero esto sucede segiin nuestra ecuaciéon anterior solamente
cuando el dangulo que ha girado el cuadrado es infinito. La segunda parte la podemos ver como
sigue. Sabemos cuanto vale el largo del cuadrado en cada instante de tiempo, y que la distancia
de separacion entre dos chinitas, es siempre la distancia del largo del cuadrado en ese instante, es
decir en forma directa de la ecuacién anterior podemos afirmar que la separacién entre dos chinitas
es

lopexp™® (18)



Problema 45

El problema trata de una bola de masa M, radio R, que cae debido a gravedad g en un fluido de
viscosidad p. Luego la ecuacién de movimiento de la partlcula es:

MX =c¢X?— Mg

donde ¢ corresponde a una funcién de R y u, (¢ = Ru) Escribiendo la ecuacién de diferencias
resulta:
Upt1 — U
ML — 2 g (19)

-
Sea el siguiente cambio de variable:

v = a + buy, (20)
Reemplazando (20) en (19) se obtiene:

bM
T(un+1 - Un) = C(a =+ bun)2 — Mg

Desarrollando (sélo es édlgebra, no se asusten):

T 9 2act + M g (bt
Upt1 = bM(ca Mg) + uy, (M ) + i (21)

El objetivo de realizar este cambio de variable es llegar a una ecuacién de la forma:

Upt1 = AUp — )\ui

Luego se debe cumplir que (recuerden como se igualan dos polinomios):
ca’ = Mg

A= 2act + M = cbr

Despejando se obtienen las variables a y b que debo escoger para realizar el cambio de variable :

Mg
a=+4/—
c
b— 2act + M
N cT
Ahora, notar que a tiene unidades de velocidad, y que b también las tienes, es decir u es adimen-
sional! (plop)

Y finalmente el valor de )\ es:
A=27/Mgc+ M

Recuerden que existe un rango valido para A, comenten sobre el significado de este, (la ecuacién
a diferencias debe siempre reflejar lo que fisicamente deberia suceder, esto es, que la particula
disminuya su velocidad hasta un equilibrio) fijense especialmente en el valor de 7. Ademas recuerden
que c tiene un valor en funcién de las variables fisicas del problema (R, M y u).



Problema 46

Podemos escribir las ecuacion en los dos ejes segiin la expresion que entrega el enunciado, pero por
lo que nos piden mostrar sélo nos interesa lo que sucede en el eje x, en donde sélo actiia la fuerza
de arrastre y no el peso (a, es la aceleracién en el eje z).

ma, = —kuRv, (22)

La idea es ahora obtener una expresién para la velocidad en un cierto tiempo en ese eje, sabemos,
por lo que conocemos de la vida diaria de las fuerzas de roce, que cualquiera sea la forma que
obtengamos de la velocidad, esta debe respetar nuestra intuicion, esto es, para un t suficientemente
grande, la velocidad debe ser cero, teniendo esto presente comencemos a desarrollar.

Si escribimos la ecuacién anterior como como diferencias, se tiene que (v = %):
Up4l — U
Intl — Yn —yUp, (23)
T
Despejando se tiene que
U1 = vn(1 = 77) (24)

Ahora se comenzard a iterar partiendo de la velocidad inicial en el eje x, esto es vpcos(«), notar
que se iterard en intervalos 7, esto es, se avanzard en intervalos iguales de tiempo en cada iteracién

v(T) = vocos(a)(1 — ~T) (25)
Luego,
v(27) = v1(1 — 1) (26)

Si seguimos iterando llegamos a que
v(nt) = vocos(a)(l — )" (27)

Reescribiendo la ecuacién anterior y con t = nr

t
o(t) = vocos(a)(1 - L-)" (28)
n
De lo anterior tomamos el limite cuando n se va a infinito, lo cual es algo conocido, de esta forma
podemos escribir que
v(t) = vocos(a) exp™ 7 (29)

Recordando como fuimos construyendo esa expresion, retomamos la idea de que es la velocidad en
el eje x, y ademds para un ¢ grande, es efectivamente, como habiamos predicho en un comienzo
sblo con la intuicién, cero. Ahora la idea es aprovechar la expresién anterior, para poder calcular
cuanto avanza en el eje x antes de detenerse (algo asi como la distancia de frenado en un auto si



pudieramos afirmar que el arrastre de Stokes denota un freno, podria ser algo asi?). Escribamos de
inmediato la ecuacion de diferencias:

Tpil — T
o(t) = LT — yocos(ar) exp (30)
T
Despejando x,11 tenemos que,
Tpy1 = Tugcos(a) exp 7+, (31)

Ahora, andlogamente a la situacidon anterior, avancemos en intervalos iguales 7, y partiendo de
xg = 0 (pues queremos calcular cuanto avanza en ese eje desde el lanzamiento)

x1 = Tvgcos(a) exp” T +0 (32)
Ty = Tvgcos(a) exp 7T 4 (33)
(34)
(35)
n
xy = TUgcos(a) Z(exp_w)’ (36)
i=1
La sumatoria anterior se denomina suma geométrica, y tiene una forma conocida: > r’ = ﬁ si

se tiene que r < 1 en médulo (la sumatoria es de ¢ = 0 hasta in finito). Lo pueden ver analizando
cuanto vale > r* —r ) r*. Con el resultado anterior podemos expresar

_wocos(a)T
o, = T

1 —exp T (37)

Ahora viene la parte interesante, pues si tendemos 7 a cero nos encontramos con algo de la forma %
lo que no tenemos forma atin de calcular. Otra idea seria utilizar el hecho de que 7 es un término
tan pequeno como queramos (estamos haciendo tender 7 a cero!). ;Cémo podemos liberarnos
del término que nos complica exp™?"7. Cada funcién la podemos expresar como una suma de
términos, en particular, la funcién anterior es muy conocida y célebre (por tener muchas propiedades
especiales, etc.) y es de la forma:

a®>

expazl—l—a—i—a—{—a—k... (38)

Obtener algo asi no es para nada directo, ni facil (pero si es simple verificarlos gréficamente), pero
sus implicaciones son variadas, de alguna forma (que atin no conocemos) cada funcién por muy
complicada que esta sea siempre la podremos escribir como un polinomio de cierta forma, que
tantos términos tenga este polinomio dependerd de cuanta exactitud necesitemos. Para poder ver



. 7 . .7 2
mejor este resultado hagamos un grafico comparativo entre la funcién exacta exp®” y de 1+ + %y
con z entre 0 y 1 (ver figure 1). Notar que tomamos s6lo dos términos de la serie, esto es, podemos
esperar sélo un parecido entre ambas funciones

2.79

2.5

0.z 0.4 0.& 0.2 1
Figure 1: En plomo exp®, en negro 1 + = + %?

Con esto ya podemos podemos afirmar que

A2 ()3
exp*'yTzl—i-(—VT)—F( ;‘T) +( ;‘T) + ... (39)

Podemos utilizar el hecho que y7 es un termino pequeno y despreciar los términos de orden 2, con
lo que la ecuacién anterior nos queda como:

exp 7T~ 1+ (—7) (40)

Lo anterior lo podemos utilizar en nuestra ecuacién para

_ wocos(a)T
=T+ (7)) 0
_ wocos(a)T
Ty = BEva— (42)
_ wpcos(a)
Ty = e (43)

Con lo anterior ya mostramos la distancia maxima que se recorre antes de parar en el eje x.

Hasta una préxima guial, los auxiliares, CMN



