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FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

EXPONENTES

El producto de un número real que se multiplica por sí mismo, “a x a”, o bien “a*a”, se expresa como a2.
Si el mismo número se multiplica por si mismo n veces, se expresará como an.

El número “a” se llama base y el número “n” escrito arriba y a la derecha del mismo, se llama exponente o potencia.
Así, el exponente indica el número de veces que la base “a” se multiplica por si misma.

La expresión an se lee como ”a elevado a n”.

Si n es un número entero positivo:  an = a * a * a * a...* ...a,  n veces


Por ejemplo:


1.-
si a = 2 y n = 3, entonces  23 = 2 * 2 * 2 = 8

2.-
si a = (1+i) y n = 3, entonces  a3 = (1+i)3 y si asignamos a i un valor, por ejemplo 5% (cinco por ciento, 5/100, lo cual indica que el entero se ha dividido en cien partes y se han tomado cinco, esto equivale en una expresión de tanto por uno a 0,05), la expresión sería:  (1+i)3 = (1+0,05)3 = 1, 157625

REGLAS EN EL USO DE LOS EXPONENTES

Si “a” y “b” son números reales distintos de cero y los exponentes “m” y “n” son enteros positivos, veamos algunas reglas necesarias para trabajar con exponentes:

Multiplicación de dos potencias de igual base:

am y an son dos potencias de igual base “a”. La multiplicación o producto de am x an = am+n

Ejemplo    si m = 3 y n = 2, entonces  am  x an = a3 x a2 = a3+2 = a5
(a x a x a) (a x a) = a x a x a x a x a = a5


El producto o multiplicación de dos potencias de igual base, es igual a la base común elevada a la suma de los exponentes.

División o cuociente de dos potencias de igual base:

Sean  am  y  an, dos potencias de igual base “a”, la división o cuociente entre  am y an = am / an = am-n.


Por ejemplo Si m = 4 y n=2, entonces a4 / a2 = a4 - 2  = a2

a x a x a x a

                                                                                = a2
   a x a
La división o cuociente de dos potencias de igual base , es igual a la base común elevada a la diferencia o resta de los exponente  (se resta del exponente del numerador el exponente del denominador).

Potencia de una Potencia:

Si  am la consideramos como base y elevamos ésta a la potencia n = 2, (am)2, significaría que am se multiplica por si misma dos veces:

(am )n = (am )2 = am x  am  = am + m = a2 m, así entonces generalizando, tenemos que: ( am )n  = am x n

Ejemplo: si m = 2 y  n = 3, entonces  ( am )n  = a2 x a2 x a2 = ( a2 )3  = a2 x 3
= a6  , o bien se podría explicar de otra forma:  a2 = a x a  y entonces  ( a2 )3 sería igual a lo siguiente: (a x a) (a x a) (a x a) = a x a x a x a x a x a = a6
La potencia de una potencia, es igual a la base elevada al producto de los exponentes.

Potencia del Producto de dos factores:

62  = 6 x 6 = 36,  si descomponemos el 6 en dos factores tendríamos por ejemplo  (2 x 3)2  = (2 x 3) (2 x 3) = 2 x 3 x 2 x 3, los cuales al reagruparlos se pueden expresar como: (2 x 2) (3 x 3), o bien  22  x  32  = 4 x 9 = 36.

Así, generalizando podemos decir que  (a x b)n = an x bn

El producto de dos factores elevados a una potencia, es igual 
al producto de los factores elevados a dicha potencia.

Potencia del Cuociente de dos factores:

(4 / 2)2  =  22  =  4.
 Sabemos que la división es el inverso de la multiplicación.
Luego podemos expresar el cuociente (4 / 2)2  como: 

y utilizando las propiedades antes emncionadas tenemos que: ( 4 x 1/2)2 =

= 42 x (1/2)2  =42 x (12 / 22) = 42 x { (1 x 1) / (2 x 2)} =  16 x 1 / 4 = 4

Al generalizar podemos decir que (a / b)n  =  an / bn
El cuociente de dos factores elevado a una potencia, es igual al cuociente de los  factores elevados a dicha potencia.

Exponente cero, negativo y fraccionario:

Si “a” es un número real distinto de cero, entonces  a0 = 1

Todo número dividido por si mismo es igual a la unidad

 Por ejemplo 2 / 2 = 1,  a / a = 1, también am / am será = 1

 Digimos que el cuociente de dos potencias de igual base se expresa como la base común elevada a la diferencia de los exponentes:  am-m = a0  y por definición todo número elevado a cero = 1

Exponente cero:

Por definición matemática, todo número real distinto de cero, elevado al exponente cero es igual a 1.

Exponente negativo:

Si n es un número entero negativo y a es distinto de cero,  a-n = 1/ an
Por ejemplo a2 / a4 = a2-4 = a-2 = 1 / a2     

o bien  (a x a) / (a x a) (a x a) = 1 / (a x a) = 1 / a2

Todo número real distinto de cero y elevado a un exponente negativo, es igual a la fracción de 1 dividido por dicho número elevado a su exponente con signo positivo: a-n = 1/ an
A la inversa, toda fracción, cuyo denominador es un número real distinto de cero y está elevado a una potencia con signo negativo, es igual a dicho número elevado a la misma potencia con exponente positivo 

Exponente fraccionario:

Sea a  un número real distinto de cero y está elevado a un exponente fraccionario m/n, entonces:

 am/n = ( n( a)m  = n( am 

 por ejemplo  94/2  = 92  = 81 o bien 94/2  = (2( 9 )4 = 34 = 81

logaritmos

Si  “N”  y “b” son número positivos distintos de 1, entonces el logaritmo en base  b  del número  N, es el exponente  “L”  de la base b, tal que:
 bL = N

L = logb N


Por ejemplo:  3 = log2 8,  implica que  23 = 8

Se usan comúnmente los llamados logaritmos naturales cuya base es el número e = 2,718281829 y los logaritmos comunes cuya base b = 10



log  1.000 = 3, ya que 103 = 1.000



log  10 = 1, ya que  101 = 10



log  1 = 0, ya que 100 = 1



log 0.10 = -1, ya que 10-1 = 0.10

El logaritmo del producto de dos números positivos es igual a la suma de los logaritmos de los números

Por ejemplo: 
log ( A x B ) = log A + log B

El logaritmo del cuociente de dos números positivos es igual a la diferencia del logaritmo del numerador con el logaritmo del denominador:

log ( A / B )  = log A - log B

El logaritmo de un número elevado a la potencia n, es n veces el logaritmo del número

log An = n log A

Si L  = log N, N es llamado el antilogaritmo de L.

PROGRESIONES ARITMÉTICAS
Progresión aritmética es una sucesión de términos, en que dos términos consecutivos cualesquiera están separados por una misma cantidad, llamada diferencia:



1. 3. 5. 7. 9, la diferencia es 2



24, 20, 16, 12; la diferencia es -4

Si t1 es el primer término y d la diferencia común entre los términos y n es el número de términos de la progresión aritmética, esta puede expresarse en función del primer término: t1, t1 +d, t1 +2d, t1 +3d, ... t1 +(n-1)d, t1 +nd.

En una progresión aritmética, cuyo primer término es 2 y la diferencia común es 3 y consta de 8 términos:

t1 = 2; 
t2 = t1 + d = 2 +3 = 5;
t3 = t2 +d = t1  pero como t2 = t1 + d  entonces t3 = t1 + d + d = t1 + 2d = 2 + 2x3 = 8

Nótese en el ejemplo, que la diferencia común “d” se multiplica por la posición que ocupa el término menos 1 “n-1”.

Así, el último término tn, para el ejemplo n = 8 la diferencia d se multiplica por (n-1):  t8 = t1 + (n-1)d = 2+ (8-1) 3 = 2 + 7x3 = 23.

La suma de una progresión aritmética “S” en que el último término tn = U, puede representarse como:

S = t1 + (t1 +d) +( t1 +2d) +( t1 +3d) +... + (U - 2d) + (U - d) + U (ecuación 1)

La suma no cambia si se expresan los términos del segundo miembro de la ecuación en forma inversa:

S = U + (U - d) + (U - 2d) +... + ( t1 +3d) +( t1 +2d) + (t1 +d) + t1  (ecuación 2)

Si sumamos ambas ecuaciones, término por término, de acuerdo a la posición que ocupan en cada expresión, tenemos:

2S = (t1 + U) + (t1 + U) +...+(t1 + U) + (t1 + U), n veces, así 2S = n(t1 + U)

por lo tanto la suma de una progresión aritmética será igual a:

SUMA DE UNA PROGRESIÓN ARITMÉTICA

S = n/2 (t1 + U)

La suma de una progresión aritmética es igual a la mitad del número de términos multiplicado por la suma del primer término más el último término.

Cuando se conoce el primer término y el número de términos y la razón que tiene la progresión aritmética, podemos expresar la suma de la progresión de manera alternativa.
Si colocamos el último termino “U” en función del primer término, tenemos que:

S = n/2 { t1 +[ t1 + (n-1)d } = n/2{2t1 + (n-1)d}

Por ejemplo: sea S = 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 =8/2{2 x 2 + (8-1)3 = 100

PROGRESIÓN GEOMÉTRICA

Una Progresión Geométrica es una sucesión de términos, en la cual dos términos consecutivos cualesquiera, tienen un cuociente o razón común.  Así, cualquier término posterior puede ser obtenido del término que le antecede, multiplicando éste por un número constante llamado cuociente o razón común “r”

t1, t1 x r, (t1 x r) r, {(t1 x r) r} r, .... y así sucesivamente, quedando en una expresión más reducida, como t1, t1 x r, , t1 x r2, t1 x r3, .....siendo el último término = t1 x r(n -1) .
Simbolicemos por U al último término y por S la suma de la progresión geométrica.

Así la suma S, de todos estos términos de la progresión geométrica será:

S = t1 + t1 x r + t1 x r2 + t1 x r3 + ... + t1 x r(n -2)  + t1 x r(n -1)       (ecuación 1)

Ahora si multiplicamos esta ecuación por una constante “r”, su valor no cambia:

rS = t1r + t1 x r2 + t1 x r3 + t1 x r4 + ... + t1 x r(n -1)  + t1 x rn        (ecuación 2)

Si le restamos la ecuación 2 a la ecuación 1, nos queda la siguiente expresión:

S - rS = t1 - t1 rn  

    S(1-r) = t1 (1-  rn )






      S = t1 (1-  rn ) / (1-r) 

SUMA DE UNA PROGRESIÓN GEOMÉTRICA

S = t1 (1-  rn ) / (1-r) 

ELEMENTOS DE MATEMÁTICAS FINANCIERAS
La Teoría Economía infiere del comportamiento de las personas, que éstas están dispuestas a sacrificar consumo presente, a ahorrar,  siempre y cuando este sacrificio le reporte una mayor cantidad de consumo futuro.  Este es el comportamiento racional económico  o racionalidad económica, que orienta a los individuos al tomar decisiones, al decidir escogen pasar de una condición actual a otra que sea mejor; si las opciones disponibles sólo implican costos, elige la menos costosa.

El incremento de la capacidad de consumo es el rendimiento que entrega lo ahorrado.
Si el ahorro es dinero, se habla de un “Capital” y el rendimiento de ese capital se denomina el “Interés” ganado durante el período de tiempo que se estuvo ahorrando.

Cuando hablamos de Capital y de Interés, son expresiones de valor absoluto, de forma que para generalizar la información y ser útil a la toma de decisiones, se usa expresiones relativas, por ejm. el rendimiento con base cien o “tanto por ciento”, así hablamos de una tasa de interés V.gr. 5%, rinde 5 por cada cien, aún que cuando calculamos lo expresamos con base 1, es decir lo que rinde un peso, 0.05 y usarlo como factor para el capital que tambien está expresado en base uno, tantos pesos de capital.
Así, la expresión porcentual se utiliza generalmente para explicar el rendimiento y la segunda para los cálculos algebraicos de ese rendimiento.

El interés o rendimiento está además referido a un período de tiempo, es decir la tasa de interes “ i ” tiene una magnitud y una referencia temporal.   Por ejemplo un 3% mensual, significa que el ahorro o capital, rinde 3 pesos por cada cien pesos de capital al mes, o bien 0,03 pesos por cada peso de capital .

Naturalmente que así como hay personas que ahorran, habrá otras personas que estarán dispuestas a pagar dicho interés como costo por el uso de ese capital, en actividades que esperan les rinda una riqueza mayor o les permita alternativamente anticipar consumo, con el costo consecuente.
  Las personas que compran a crédito, están dispuestas a pagar un costo o intereses por anticipar el consumo de un bién a o servicio, que le provocará un goce o beneficio superior.

Una medición de la riqueza, para el ahorrante (inversionista) a través del tiempo, se puede expresar con el capital y su magnitud en distintos momentos usando la tasa de interés.
Los movimientos o flujos de capital, se miden generalmente a fines de cada periodo, por ejm. a fin de cada mes, o del año, en cada caso sí, la tasa de interés tendrá que hacer referencia al mismo periodo de tiempo.

Para homogenizar los momentos de medición, el inicio de un periodo se dice que es equivalente con el final del periodo anterior, de esta forma el inicio del periodo 1 es equivalente al final del periodo cero.
Así cuando la medición de los flujos es discreta (no contínua), uno evalúa el valor del capital y sus intereses en determinados momentos en un eje o línea de tiempo, pero todos con una referencia similar: fines de cada periodo.
También en determinados casos la valoración se hace a comienzos de cada periodo, por ejm. cuando los pagos son anticipados, como el arriendo.

Capitalización de flujos a base de interés compuesto
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Para la formulación algebraica de los calculos que se realizan, se utiliza alguna simbología:

C para expresar el capital, con un subíndice que indica a que momento en el tiempo se hace la referencia de dicho capital:  C0 = capital en el momento cero. Cn = capital en el momento n.

i  para expresar la tasa o rendimiento relativo del capital por cada período de tiempo.
Recuerde que para calcular se expresa como tanto por uno.

n se usa para expresar el número de periodos de tiempo de la operación. Puede ser dias, meses, trimestres, semestres, años, etc.

De acuerdo a nuestra inferencia de racionalidad económica, que indica que las personas están dispuestas a sacrificar consumo presente, a ahorrar,  siempre y cuando este sacrificio le reporte una mayor cantidad de consumo futuro, cuando ahorramos, el capital al final del periodo se espera que sea mayor al capital inicial, es decir, que haya aumentado en el interés o rendimiento ganado.



C1 > C0
c1 = C0 + C0 x i  = C0 (1 + i )

El capital final debe recuperar el capital inicial invertido ( C0  ) y además el rendimiento sobre ese capital (C0 x i), que se espera en la operación.
Como las decisiones se toman ahora e impactan en el futuro, se está sujeto a una incertidumbre, que de alguna manera habrá que valorar para manejarla, así se habla de “el riesgo” de la decisión, del cual haremos referencia mas adelante, por el momento trabajaremos con el supuesto de que no hay riesgo, es decir, trabajaremos con condición de certeza.

Por ejemplo, si ahorramos $1.000 de capital y lo depositamos a un interés cierto de 10% anual, al término del período o año debemos tener los $1.000 de capital inicial, más el rendimiento de ese capital $1.000 x 0,10, es decir $100 más que los $1.000 ahorrados.
En total tendremos como capital final:


c1 = C0 + C0 x i = $1.000 + $1.000 x 0,10 = $1.000 (1+0,10) = $1.100

Al término del año uno, tenemos la alternativa de retirar el capital de $ 1.100, o bien dejarlo depositado por ejm. por otro año al 10% de interés.Si dejamos tanto el capital de $1.000 como los intereses de $100, en total $1.100, se dice que los intereses se han capitalizado o han pasado a formar parte del capital.

Podemos hacer un cálculo similar para saber cual será el capital al término del segundo año, o periodo 2:


C2 = C1 + C1 x i =  $1.100 + $1.100 x 0,10  = $1.100 (1+0,10) = $1.210

El capital al final del periodo 2, será el capital al inicio de dicho periodo más el interés o rendimiento ganado, calculado como tasa sobre dicho capital de inicio de periodo.
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Al tener el capital ahorrado por varios periodos iguales y con la misma tasa de interés, se debería repetir el cálculo tantas veces como periodos existan.    Esto hace aconsejable buscar una forma de pasar directamente desde el deposito inical o C0  al valor que tendrá el capital en un momento futuro Cn si los periodos de tiempo son del mismo tamaño y la tasa de interés es la misma, para el periodo de referencia.
Por el calculo del ejemplo anterior, sabemos que :

C1 = C0 (1+i) y que C2 = C1 (1+i), si reemplazamos en la última expresión C1 por su equivalente de la primera expresión, tenemos que:

C2 = C1 (1+i)  = C0 (1+i) (1+i) = C0 (1+i)2 , con la misma lógica podemos calcular el capital a fines del momento 3:

C3 = C2 (1+i)  = C0 (1+i)2 (1+i) = C0 (1+i)3, se puede apreciar que el subídice del capital referido al momento que queremos calcular dicho capital, coincide con el exponente de la expresión (1+i), así generalizando tenemos que el capital en algún momento n-ésimo futuro  (Cn) será:

   CAPITALIZACIÓN

  Cn = C0 (1+i)n

Esta expresión se conoce como Capitalización, en que:

Cn  =  el capital final en el momento n-ésimo, incluyendo el capital inicial más todos los interés ganados periodo a periodo, capitalizados.

C0  =  
Capital inicial o de comienzos de la operación

i     =  tasa de interés de cada periodo, igual para todos los periodos, 
expresada como tanto por uno.

n   =  
número de periodos iguales en que el capital inicial está invertido.

Por ejemplo, si tenemos un capital inicial (C0) de $1.000, que colocamos en deposito durante un año, con una tasa de interés (i) de un 2% mensual, el periodo de capitalización es cada mes, durante doce meses o un año.El interés ganado en el primer mes se capitalizará para ganar interes por el segundo mes y así estos interes ganados en el segundo mes, para el periodo siguiente y sucesivamente hasta los doce meses.    Este concepto se conoce como interés compuesto.




C12  =  $ 1.000 (1+0,02)12  =  $ 1.268,24

Durante los doce meses el capital inicial de $ 1.000 ha ganado$ 268,24, que expresados porcentualmente equivalen a un 26,824% anual.
Dicho de otra manera, un 2% mensual, durante un año equivale a un 26,824% y no 24% como pudiera pensarse (2% x 12 meses).
La razón está en que al término del primer mes el 2% ganado ($20), sobre el capital de $1.000, pasa a formar parte del capital y ganará intereses también iguales al 2%, los interes se calculan ahora sobre $ 1.020 de capital, es decir se ganarán en este segundo mes $20.40.
   Esta última forma, hablar de un 24% anual, se conoce como interés simple, en el cual los interes ganados en un mes no pasan a formar parte del capital para un periodo siguiente.
Decida Ud. con que tipo de interés se queda y por qué razón.

Cuando el período a que hace referencia una tasa de interés, es mayor al que se desea trabajar, por ejemplo la tasa está referida a un año y queremos trabajar con flujos mensuales, debemos convertir esa tasa anual a su equivalente mensual, que capitalizada en forma compuesta equivalga al mismo cálculo anual.
Del ejemplo anterior podemos deducir que un 26,824% anual equivale como tasa mensual a un 2%.

Si quisieramos convertir una tasa de un 8% anual de interés a su equivalente mensual, el capital final al término de un año debe ser igual a éste más el 8% de intereses, sea que lo calculemos con este 8% por el periodo de un año o con otra “tasa equivalente” referida al periodo de un mes.
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C0 = 100

i = 8% anual

C1 = 108

Es decir, el capital a final del año, C1 = C0 (1+i)1  = 100(1+0,08)1 = 108

La tasa equivalente mensual de un 8% anual, debe ser tal que el capital inicial de $100, de un capital final de $108.
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C0 = 100

i mensual = ?
C12 = 108

Entonces si conocemos C0 = 100; C12 = 108; y el número de periodos n = 12 podemos despejar la tasa de interés mensual, desde la expresión general:



Cn   =  C0 (1 + i)n  = C12 = 108 = 100(1+i)12  

Para este cáculo podemos usa logaritmos, dado que:

108 = 100(1+i)12 ( (1+i)12 =1.08 (12 log (1+i) = log 1.08 = 0,076961041

log (1+i) =  0,076961041/12 =0,00641342 y el antilogarítmo de este número hace (1+i) = 1,00643403, por tanto i = 0,006463403  o bién, 0,643403%

De esta forma, encontrada la tasa de interés mensual i =  0,006463403, la expresión con base en esta tasa equivalente mensual al 8% anual, será:


C12 = C0 (1+i)12 = 100 (1+0,006463403)12 = 108

Otra forma de cálculo alternativa es trabajar con exponentes, (transformamos la raíz en exponente fraccionario el capital C0, lo hacemos igual a 1 peso, para darle una expresión más general independiente de la cantidad de capital:


1(1+0,08)1 = 1(1+i)12 ( (1+i)12 = 1,08 ( (1+y) =12( 1,08 = (1,08)1/12 = 

=1,006434 por tanto i =  1,00643403 - 1 = 0,00643403 o sea, 0,643403 %

Hay algunas calculadoras que tienen una función Xy o Yx que permite el calculo de un número con exponente fraccionario con facilidad.

Tasa de Interés Nominal y Tasa de Interés efectiva

Normalmente la tasa de interés asume una expresión anual. Si la capitalización se hace anualmente la tasa nominal o de referencia coincide con la tasa efectiva.
Cuando se capitaliza los flujos en periodos menores de un año, es común sobre todo en la literatura norteamericana, dividir esta tasa nominal en el número de periodos de capitalización contenidos en el año.   Así, si la capitalización es semestral, habrá dos periodos de capitalización en el año, por tanto si la tasa nominal anual es 10%, corresponde un 5% a cada semestre, pero en términos efectivos resulta al año más de un 10% (10,25%).
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Si la tasa nominal es de un 10% anual y la capitalización es trimestral, la tasa para el trimestre es de 2,5% y resultará en una tasa real anual superior al 10% real si la capitalización es al año, y superior al 10,25% real si la capitalización es semestral:



C4 = 1(1+0,025)4 = 1,0254 = 1,103813  ( i = 10,3813%

Debemos entonces,  estar prevenido en cuanto a la referencia temporal de las tasas y los periodos de capitalización.
La tasa real y por lo tanto la valoración de los flujos debe estar en consonancia con el periodo de capitalización.

Descuento de flujos a base de interés compuesto
La operación de descuento, consiste en expresar un flujo futuro en su valor equivalente en otro momento anterior en el tiempo, generalmente el momento actual.
Lo anterior es necesario cuando existe una promesa de pago futura y deseamos expresarla en su equivalente actual, naturalmente el valor de esta última será inferior al valor futuro atendiendo a nuestro concepto de valor del dinero en el tiempo.
Un flujo de beneficios futuro es menos valioso ahora que su valor prometido.

Trabajando con la misma simbología del proceso de capitalización, lo que queremos en realidad calcular es el valor del capital o flujo en el momento cero, a diferencia del calculo del flujo en el momento n-ésimo.
Por lo tanto nos apoyamos en la fórmula de capitalización y despejamos el valor C0 :




Si Cn = C0 (1+i)n  entonces

DESCUENTO

C0 = Cn  / (1+i)n 
Por ejemplo, si nos ofrecen una promesa de pago futura en dos años más de $1.210.- y la tasa de interés relevante anual es de 10%, podemos pagar ahora por dicha promesa hasta $ 1.000.-
Es bueno tener en mente que los negocios no son una fórmula, sino que existe una zona de negociación, y en este caso el límite máximo que pagaríamos ES $ 1.000.-, si estamos comprando la promesa de pago futura.  La idea es que al comprar quisieramos pagar menos, por cuanto nos sale mas barato y mejoramos nuestra riqueza: tenemos algo valioso intercambiado por algo menos valioso.

Al igual que en la operación de capitalización en que:  Cn   =  C0 (1 + i)n      y en la operación de descuento en que: C0 = Cn  / (1+i)n , podemos ver que existe un componente de la fórmula que es independiente del capital, ya sea C0  o Cn y son  (1 + i)n y  1 / (1+i)n respectivamente.
Estos son llamados los factores de capitalización y de descuento.

Estos factores consideran dos variables, la tasa de interés i y el número de periodos n.  Por tanto podemos tener precalculados en tablas dichos factores, para distintas tasas de interés y número de períodos, son las llamadas tablas financieras.

Hay operaciones en las cuales no existe un único flujo inicial y final (así son en la realidad los negocios), normalmente hay un flujo inicial en el momento cero, que es la inversión (flujo negativo), y varios flujos positivos posteriores asociados al rendimiento del negocio. Por ejm.
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Para saber la bondad de esta operación en cuanto a su valoración económica, debemos comparar el valor de los distintos flujos en un momento en el tiempo. Puede ser cualquier momento y se hablará de Valor Presente en el momento x, no obstante es común hacer la valoración en el momento cero o actual, por eso se dice el Valor Actual de los Beneficios (VAB), para hacer referencia sólo a los flujos de rendimiento.
Si restamos a estos, el valor de la inversión inicial se hablará de un Valor Actual Neto (VAN).

Para calcular el valor de los flujos y expresarlos en valor del momento cero, se deberá descontar cada uno de estos flujos según la tasa de interés “i” que se espera rinda por periodo y el momento “n” en que este flujo se produce.

Si a este perfil financiero de flujos, le exigimos un rendimineto de un 5% por periodo, el cálculo sería el siguiente:

Periodo
flujo

Dividido

Factor

Valor





por


tabla


del flujo


0
(100)

1/(1+0,05)0 

1


(100)


1
30

1/(1+0,05)1 

0,95238

28,57


2
30

1/(1+0,05)2 

0,90703

27,21


3
50

1/(1+0,05)3

0,86384

43,19


4
50

1/(1+0,05)4

0,82270

41,14


5
80

1/(1+0,05)5

0,78353

62,68






Valor Actual Neto (VAN)
        102,79

Esto significa que el negocio devuelve los $ 100 de inversión inicial, entrega un rendimiento de un 5% por periodo y además deja un excedente de $102,79 en moneda de este momento actual.

Nótese que los flujos del periodo 1 y 2 son iguales, por $ 30 cada uno, pero la valoración en dinero de hoy o actual es menor $ 28,57 contra $ 27,21, por que se recibe este último un periodo más tarde y por tanto es menos valioso. Lo mismo se puede apreciar en los dos periodos siguientes.

Ahora si nosotros le exigimos un rendimiento mayor a este negocio, una tasa mayor, el Valor Actual Neto disminuye, por ejm 10%:

Periodo
flujo

Dividido

Factor

Valor





por


tabla


del flujo


0
(100)

1/(1+0,10)0 

1


(100)


1
30

1/(1+0,10)1 

0,90909

27,27


2
30

1/(1+0,10)2 

0,82645

24,79


3
50

1/(1+0,10)3

0,75131

37,57


4
50

1/(1+0,10)4

0,68301

34,15


5
80

1/(1+0,10)5

0,62092

49,67






Valor Actual Neto (VAN)
        
73,45

Al cambiar la tasa de rendimiento de un 5% a un 10% el VAN cae de $ 102,79  a $ 73,45.

Como el futuro es incierto, los negocios están sujetos a un riesgo (es la inicertidumbre valorada probabilísticamente).
Una manera de incorporar mayor riesgo en la evaluación es exigirle al proyecto un rendimiento mayor, es una medida de prueba de su bondad.
Otro mecanismo utilizado es castigar el valor de los flujos, generalmente por el lado del beneficios, manteniendo constante los costos, los cuales en conjunto nos dará los flujos netos que estamos evaluando.

En las dos tablas precedentes, para el cálculo del valor de cada flujo, debíamos dividir estos por el  (1+i)n correspondiente a cada periodo, o bien multiplicarlos por su equivalente como factor.
Este último es el que aparece tabulado en las tablas financieras respectivas, en este caso tablas de descuento.

A veces es útil para la toma de decisiones calcular en vez del Valor Actual Neto (VAN), una tasa particular que haga el VAN = 0, es decir aquella tasa máxima que retribuye la rentabilidad exigida al proyecto y la devolución del capital o inversión, es decir se trata de buscar una tasa tal que:

VAN = 0 =(inversión) + F1/(1+i)1 + F2/(1+i)2 + ...  + Fn-1 /(1+i)n-1 + Fn/(1+i)n 

Esta tasa particular que mide lo que rinde el proyecto se conoce como Tasa Interna de Retorno (TIR).

Calculemos la Tasa Interna de Retorno TIR para el ejemplo anterior, cuyo perfil financiero era el siguiente:

0      

1

2

3

4

5

|

|

|

|

|

|

(100)

30

30

50

50

80

La TIR es de 31,1498%, es decir, que si exigimos esta rentabilidad al proyecto su Valor Actual Neto será de cero:

Periodo
flujo

Dividido

Factor

Valor





por


tabla


del flujo


0
(100)

1/(1+0,311498)0 

1


(100)


1
30

1/(1+0,311498)1 

0,76249

22,87


2
30

1/(1+0,311498)2 

0,58139

17,44


3
50

1/(1+0,311498)3

0,44330

22,17


4
50

1/(1+0,311498)4

0,33801

16,90


5
80

1/(1+0,311498)5

0,25773

20,62







Valor Actual Neto
     
   0

Este criterio indica que las rentabilidades exigidas por debajo de la Tasa Interna de Retorno TIR (31,1498%) serán aceptados, pues tendrán un Valor Actual Neto (VAN) positivo, exigencias superiores a la TIR entregarán un VAN negativo.


VAN








TIR
























tasa exigida

Debe tenerse cuidado con el uso indiscriminado de este indicador para tomar decisiones, pues adolece de varios elementos que no son del caso analisar a nivel básico, no así el VAN que siempre dará orientaciones correctas.
   Cuando hay en los flujos un sólo cambio de signo, en este caso de - a +, habrá una sola TIR, en gneral habrá tantas TIR como cambios de signo en el perfil de flujos financieros, siendo algunas imaginarias.
Cálculo de Anualidades.-
En la realidad los negocios no son constantes, es decir, las operaciones y los flujos no son uniformes periodo a periodo, son actividades estacionales y por lo tanto los flujos financieros serán irregulares, como en el ejemplo analisado.

Pero si pensamos en las personas que viven de un sueldo, su flujo de ingreso será constante o igual todos los meses.
Por tanto la gente que vive de un sueldo le gustaría que sus pagos de compromisos, también mensuales, sean constantes pensando en destinar un porcentaje de sus ingresos a pago de deudas.
También puede ser un deposito de ahorro que una persona hace todos los meses, o bién invierte en una propiedad que le rinde un canon de arrendamiento mensual igual cada mes.

Así, cuando estamos frente a un perfil de flujos igual para cada periodo, es posible hacer una formulación que nos de el Valor Actual de los flujos de una sola vez y no necesitamos hacer el cálculo del descuento flujo por flujo.   Esta forma de cálculo se llama Anualidades.
Desarrollemos el siguiente ejemplo
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Si usamos el método de descuento flujo por flujo, tendríamos los siguientes valores y después lo comparamos con el método abreviado a través de la fórmula:

Periodo
flujo

Dividido

Factor

Valor





por


tabla


del flujo


1
30

1/(1+0,10)1 

0,90909

27,27


2
30

1/(1+0,10)2 

0,82645

24,79


3
30

1/(1+0,10)3

0,75131

22,54


4
30

1/(1+0,10)4

0,68301

20.49


5
30

1/(1+0,10)5

0,62092

18,63






Valor Actual Neto (VAN)
        113,72

Como estamos frente a un perfil financiero en que todos los flujos son iguales, el cálculo que hemos hecho, implicaba traer al momento cero uno a uno los flujos, de acuerdo al momento en que se producen y descontado en este caso al 10% de interés o rendimiento:
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24,79





22,54 


20,49

18.63
113,72

Si hacemos el flujo periódico igual a R y lo generalizamos, tenemos que el Valor Actual (VA) de dichos flujos será:

Si sacamos factor común R, nos queda:

VA = R[1/(1+i)1 + 1/(1+i)2 + 1/(1+i)3 +...  + 1/(1+i)n-1 + 1/(1+i)n (
o bién lo mismo expresado de otra forma:

VA = R[ (1+i)-1 + (1+i)-2 + (1+i)-3 +...  + (1+i)-(n-1)  + (1+i)-n (
Lo que está dentro del paréntesis cuadrado es una progresión geométrica, cuya razón común es  (1+i)-1  y por suma de una progresión geométrica, su valor de suma será S = t1 (1-  rn ) / (1-r), en que recordemos S = es el valor de la suma de todos los términos; t1 es el primer término  (1+i)-1; r es la razón común  (1+i)-1  y n el número de términos.
Así para la suma de los términos que estamos desarrollando, esta será:

VA = R{(1+i)-1  {[1-(1+i)-1 (n }}/ [1-(1+i)-1 ( 

VA = R{(1+i)-1  [1-(1+i)-n ( }/ [1-(1+i)-1 ( , si multiplicamos numerador y denominador por (1+i), la expresión nos queda:

VA = R{1-(1+i)-n }/ [(1+i) - 1 (  ( 

VALOR ACTUAL DE UNA ANUALIDAD

VA = R{[1-(1+i)-n ( / i}

En nuestro ejemplo en que n = 5 ; R = 30 e i = 10% ó 0,10



VA = 30 {[1 - (1+ 0.10)-5 (/ 0.10} 



VA = 30 { 1 - 0,620921323 ( / 0.10}



VA = 30 { 3,79078677 } =  $ 113,72

Nótes que el factor  { 3,79078677 }, depende de la tasa de interés i y del número de periodos, por lo tanto también se encuentra tabulado en tablas financieras.

El uso de anualidades tiene la característica que siendo un pago constante en el caso de amortizar una deuda los intereses pagados en los primeros periodos son mayores, destinandose el excedente al pago de amortización de capital, el cual amumenta gradualmente ya que los interes posteriores se calcularán sobre un menor monto de capital por la disminución o amortización de éste.
Veamos esta situación a través de un ejemplo:

Se contrae una deuda por $ 1.000.000.- y se dan cuantro años para su pago (n=4), con una tasa de interes de 10% (y=0,10).
Dado que el valor de la anualidad es:



VA = R{[1-(1+i)-n ( / i}





1.000.000 = R{[1-(1+0,10)-4 ( /0,10






    R = 315.470,80

El desglos de de cada pago periódico de $ 315.470,80 implica pago de intereses por la deuda a comienzo de cada periodo y el excedente se destina a amortizar el capital, veamoslo para cada periodo en la tabla siguiente:

periodo  deuda a principio   intereses del
pago

amortización de


   de periodo

    periodo

periódico
la deuda               

1
 1.000.000.-

100.000.-

315.470,80
    215.470,80

2
    784.529,20
 78.452,92

315.470,80 
    237.017,88

3
    547.511,32
 54.751,13

315.470,80
    260.719,67

4
    286.791,65
 28.679,16

315.470,80
    286.791,65


En el periodo 1 la deuda es el total del préstamo $ 1.000.000.- por tanto los interes de un 10% se calculan sobre este valor $ 100.000.- y como se paga una cuota de $ 315.470,80, el excedente de $ 215.470,80 sirve para amortizar el capital, por tanto la deuda para el periodo siguiente es de $784.529,20 y los intereses del segundo pago se calcularan sobre este valor, y así sucesivamente.

Esta modalidad de cuota es utilizada en el comercio para el crédito de consumo, pago de colegiaturas, etc.
Como decíamos está orientada para operaciones en que existe un ingreso fijo, como las remuneraciones.

Perpetuidades

Si el valor actual de una anualidad (VA), generalmente denominado por A, en que existe un pago, deposito o flujo periódico igual para cada uno de estos periodos, como señalabamos, y haciendo algunas transformaciones podemos inferir las llamadas perpetuidades.

La característica de una perpetuidad es que el número de periodos es grande, de forma que el valor de los últimos flujos al descontarlos se hace insignificante, a saber:


A = R{[1-(1+i)-n ( / i}

Ingresemos la variable R dentro del paréntesis, nos queda:

 A = {[R-R(1+i)-n ( / i}

       A= { R/i-R/i(1+i)n }

El término R/i(1+i)n cuando n es muy grande hace tender su valor a cero por lo tanto el valor de la anualidad de muchos términos, llamada perpetuidad, se puede calcular como:

VALOR ACTUAL DE UNA PERPETUIDAD
VAP = R / i

Las aplicaciones de una perpetuidad permiten un cálculo rápido para determinar el valor de instrumentos de renta fija (VAP) por muchos periodos, en que en este caso “R” es el rendimiento  peródico e “i” la tasa de interés relevante para cada periodo.
Otros ejemplos dicen relación con las inversiones inmobiliarias en que existe un canon de arrendamiento y dada la tasa de interés relevante, se puede aproximar el valor de la inversión (A).


Nótese que normalmente la tasa de interés tendrá una referencia anual y el canon de arriendo es mensual, por lo cual habrá que buscar la tasa de interés equivalente para este periodo de tiempo.

Otras aplicaciones importantes se dan en las pensiones o rentas vitalicias.

Monto Futuro de una anualidad
Al revisar el cálculo de las anualidades, expresabamos el valor de los flujos en valor actual o del momento cero.
También es posible entonces usar esta misma formulación y preguntarse por ejm. cuanto tendré ahorrado en un momento futuro si depositara una determinada cantidad igual periodo a periodo (V.gr. tofdos los meses), dada una cierta tasa de interés por periodo.
Es decir, lo que estamos haciendo es constituir un fondo para una determinada finalidad.

De acuerdo al valor actual de una anualidad, nuestro perfil financiero estaba dado por la la expresión siguiente:
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El valor actual de esta anualidad, es equivalente al valor descontado de cada flujo, de acuerdo al momento en el tiempo en que se producen:


VA = R/(1+i)1 + R/(1+i)2 + R/(1+i)3 +...  + R/(1+i)n-1 + R/(1+i)n 


VA = R[1/(1+i)1 + 1/(1+i)2 + 1/(1+i)3 +...  + 1/(1+i)n-1 + 1/(1+i)n (
La formulación abreviada, quedaba expresada de la forma:


VA = R{[1-(1+i)-n ( / i}

Lo que buscamos, como monto futuro, es una expresión que responda al siguiente perfil financiero: 
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¿monto acumulado?

Partimos depositando una suma ahora y hacemos lo mismo con igual monto hasta el periodo n-1 y con la misma tasa de interés por cada periodo.

La diferencia de flujos está en que ahora hacemos un deposito en el momento cero y no hacemos deposito en el momento n, sino hasta el momento n-1. Por tanto podríamos restar a la anualidad el valor del flujo n y agregarle el del momento cero y todo trasladarlo como valor futuro al momento n-ésimo.

Monto Futuro = R (1 + i)n + R  (1 + i)n  {[1-(1+i)-(n-1) ( / i}
Monto Futuro = R (1 + i)n {{[1-(1+i)-(n-1) ( / i} +1}
Monto Futuro = R (1 + i)n {[1-(1+i)-(n-1) ( +i / i}
Monto Futuro = R  {[(1 + i)n -(1+i)1 ( +i(1 + i)n / i}
Monto Futuro = R  {[(1 + i)n  (1+i) - (1+i) ( / i}
Monto Futuro =R  {{[(1 + i)n+1 - 1( / i}-1}
El valor, que depende sólo de las variables tasa de interés “y”, igual para cada periodo y el valor correspondiente al número de periodos “n”, para flujos realizados a comienzo de cada uno de ellos: 

{{[(1 + i)n+1 - 1( / i}-1}
se encuentra tabulado en tablas financieras, como Monto Futuro de una anualidad.
Se puede a`licar para crear fondos de compensación, fondos de pensiones, fondo de amortización, como la determinación de las otras variables “n” e “i” según sea el caso, por ejm. saber en cuantos periodos se generará un determinado monto futuro, si se provisiona una cantidad regularmente, etc.

La Inflación y la Tasa de Interés.

La Inflación se manifiesta como un alza sostenida en el nivel de precios, que hace disminuir el poder adquisitivo del dinero.
De esta forma con la misma cantidad de dinero es posible comprar sólo una cantidad menor de bienes y servicios en un momento futuro, que los que se pueden comprar en el momento actual con la misma cantidad de dinero.

Si actualmente algo vale $ 1.000.- y en un determinado momento futuro vale $ 1.250.-, se dirá que los precios han subido un 20%:


0 (actual)







1 (futuro)


|








|       tiempo


$1.000.-
Inflación =  250/1000 = 25%

$ 1.250.-

Si la cantidad de dinero disponible es de $ 10.000.-, en el momento actual en que cada unidad vale $ 1.000.-, se puede comprar 10 unidades, pero en el momento futuro sólo se podrá comprar 8 unidades con $ 10.000.-, es decir, se ha perdido capacidad de compra o poder adquisitivo.

Cuando explicabamos la actitud de las personas al ahorro, deciamos que éstas están dispuestas ha hacerlo, sacrificar consumo presente, siempre y cuando lo ahorrado le permita una mayor capacidad de consumo futuro.   Por lo anterior, ante la presencia de un proceso inflacionario, para logar una mayor capacidad de consumo futuro, se deberá compensar previamente la inflación y de ahí habrá un aumento “real” de la capacidad de consumo.

El interés ganado en un periodo  de tiempo, lo expresabamos como una determinada tasa de interés “i” , que aplicabamos sobre el capital inicial:

Interés = C1 - C0
=  C0 x i 

 Por lo tanto, en ausencia de inflación, esta tasa de interés es “real”, por cuanto explica el crecimiento habido en la capacidad de consumo.     Frente a la presencia de un proceso inflacionario, debemos tener una tasa de interés mayor, que compense el efecto inflacionario y además recoja el interés real esperado, será por tanto una tasa “nominal”, que incluye inflación e intereses:

Tasa Nominal = Tasa Real +efecto inflacionario sobre capital e intereses

Veamos la determinación de la tasa de interes nominal, a partir de un ejemplo, rpimero sin la presencia de inflación y después con una inflcación esperada de un 20%:

Un determinado bién vale actualmente $ 5.000.- El costo de oportunidad por el uso del capital, o rendimiento exigido es de un 10% por el periodo; el capital disponible es de $ 500.000.-

Situación sin Inflación:


0


periodo 1




1

|








|   tiempo

vale $ 5.000.- c/u





vale $ 5.000.- c/u 

$ 500.000.- de capital
    interés de 10%       capital final $ 550.000.-

compra 100 uu.






compra  110 uu.

En esta condición, sin inflación, el capital inicial de $ 500.000.-, con un precio por cada unidad de $ 5.000, permite comprar 100 unidades.  Al ganar un 10% de intereses en el periodo, aumenta su capacidad de compra a 110 unidades ( $550.000/ $5.000 = 110 unidades).

Veamos a continuación la situación con inflación:


0


periodo 1




1

|








|   tiempo

vale $ 5.000.- c/u
inflación de 20%


vale $ 6.000.- c/u 

compra 100 uu. con un interés de un 10% debe comprar  110 uu.

$ 500.000.- de capital 


capital necesario$ 660.000.-

crecimiento nominal del capital durante el periodo es de  $160.000.-  ($660.000 - $ 500.000)

Crecimiento relativo del capital: $1600.000 / $ 500.000 = 0,32 

o bién un 32%

Esto implica que una tasa nominal de un 32% permite mantener el poder adquisitivo del capital y ganar intereses, tambien cubiertos del efecto inflacionario, que aumenten la capacidad real de consumo en un 10%, o bién ganarse realmente un 10%.     Si actualmente compramos 100 unidades del bién, con esta tasa nominal de un 32%, ahora podremos comprar al término del periodo 110 unidades:

Momento Actual


Periodo

Momento Futuro


Capital Inicial






Capital inicial:

   $500.000






$ 500.000.-





Inflación: 20% 


Protección o 









reajustabilidad 










del Capital Inicial










$ 100.000.-





Interés real: 10%          
Del Capital Inicial

 








$   50.000.-










Reajustabilidad 










del Interés:










$ 10.000.-


$ 500.000.-
Tasa Nominal de 32%


$ 660.000.-

Así, la tasa de Interés Nominal debe recoger o sumar el interés del periodo de un 10% más la tasa de inflación del periodo de un 20% y más la tasa de Inflación sobre el Interés 20% por 10%:

Interés Nominal = 10% + 20% + (10% x 20%)  =  32%
Interés Nominal=Interés Real+Inflación+Interés Real x Inflación
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