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4.1 Introduccion.

Al construir la distribucién de frecuencias de una determinada
caracterfstica, se intenta representar mediante una tabla el numeroso
conjunto de datos que originalmente se disponfa. Este proceso de
reduccién puede continuarse tratando de buscar unas medidas,

denominadas de posicidi.o tendencia, que muestren, medmnte algun
cuteuo ‘c6mo.es Ja distribuci6h de. ﬁecuencms

e

oy

Una primera clasificacién de estas medidas serfa en{c_v_e"_(zt_lj_(‘(l‘ es,
si de alguna forma buscan el "cenfro.. de la distribucidn de frecuencias,

mﬁules én el caso de que sea-otro el criterio que gufa su
~obtencion. Bn adelante se va a suponer que la caracterfstica objeto de
estudio es cuantitativa, dejando para el dltimo epigrafe el supuesto de
que sea cualitativa.

De entre las 1nedidas de tendencia central, tienen la
e ———C LT s e 6
consideracién de pl‘ome(llos tOd'IS aquellas en las que para su
detenmnacmn 1ntelv1enen todos los valores .de la variable objeto de

T ey it T

gstudio,

En cualquiera de los casos, una medida de posmon debe de
estar,_comprendida. entreel 3 1As,,p ) _y""el mas gunde que B
w-l\lé‘é}ibl@mdeflntges sin 1ms restricciones en este sentido, es
decir, pudiendo ser un valor que pueda tomar la variable o no, como
por ejemplo 1.2 hijos, y viniendo expresada en las mismas unidades en
que venga dada dicha variable.

Tal y como tendremos ocasién de comprobar posteriormente,
en el caso de que la variable se encuentre agrupada, serd necesario
establecer alguna hipétesis sobre la forma en la que se "reparten” las
frecuencias dentro de los intervalos para poder especificar el valor de
la medida de posicién considerada.
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A continuacién se estudian las principales medidas de posicion
central, abordando en los dos epigrafes siguientes los principales
promedios; la media aritmética, la media arménica, la media
geométrica y la media cuadritica. Posteriormente se analizan otras
medidas de posicién central (mediana y moda). dejando para un
epigrafe posterior el estudio de las de posicién no central.

4.2 Media aritmética.

La media aritmética es la medida de posicién central mds
utilizada, tanto por su fdcil interpretacién como por el conjunto de
propiedades que de su expresion analitica podemos deducir. Asi, la

media aritmética de la variable X, que denotamos x, es el nimero
obtenido al dividir la suma de todos los valores de la Va11able entre el
nimero total de observaciones, esto es,

Centrdndonos en las situaciones especificas que hemos
estudiado, en el caso de que se disponga de una distribucién de
frecuencias donde la variable no estd agrupada, esta expresion debe
considerar la posibilidad de tener en cuenta el nimero de veces que se
repite cada uno de los valores de la variable, esto es

MEDIDAS DE POSICION , 83

Sin embargo, si la variable de interés se encuentra agrupada,
tnicamente podrd calcularse el verdadero valor de la media aritmética
si se dispone de todos los datos originales de la mencionada variable,
esto es, si se puede calcular dicho valor a través de la expresion:

N
ZXJ

; X, +X, +..+ Xy =l
N N

En el caso, mds habitual, de que sélo se disponga de la
distribucién de frecuencias, y por lo tanto no sea posible conocer de
forma exacta los valores que toma la variable, debemos establecer

alguna ltipdtesis sobre la forma en la que se reparten las frecuencias
dentro de cada intervalo. Bl supuesto que vamos a realizar en este caso
es agrupar todas las frecuencias de cada intervalo en su punio medio
o marca de clase, de forma que se considera que las n; observaciones
correspondientes al intervalo ‘i-ésimo toman todas el valor x;
i=1,2,...,k, y entonces, en la expresion

k
_AR,

X = i=1
N

x; denota la marca de clase del intervalo i-ésimo, i=1,2,....k.

Obviamente, la media aritmética asi{ calculada serd una
aproximacién a la verdadera media de la variable X. En todo caso, si
disponemos de los totales reales x;n; para los distintos intervalos, éstos
sf nos posibilitardn el cdlculo de la verdadera media.
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ales, pues

que es un valor que la Vallable ( unca puedc £
necesariamente el nimero de hijos es un nimero enterd positiy
que 2 a pesar de ello es la media '111tmeum b que- esm no'es un numem
- sin d1menslones, pues wyiene: expwsada en 111JOS. : :

';_‘Ejemplo 4, :2:-Coi al
una . de las 15 pe1sonas a que se 1eflexe el eJemplo 3, 11 que,
--recordemos eran: .- , E .

S1 en lug'u de uhhz’u los 1 '110168 ong111"des de la’
mencionada variable se. emplea” T-(hSUlbUClOll de. ﬁecueucms que
¥ wp"uece en el ejemplo 3 l 5 y que era; -

164 175;. 173 195 192,{
’ g

tfmetros, de cada .unz;}qefesﬁtas
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Planteada conceptualmente la definicién de media aritmética,

podemos pasar seguidamente a estudiar las propiedades més
relevantes de la misma, validas tanto para la determinacién de la media
aritmética en distribuciones de frecuencias no agrupadas, como para el
caso de las distribuciones de frecuencias agrupadas, con las
acotaciones que sobre esta situacién ya realizamos. Sin pérdida de
generalidad, vamos a trabajar con las del primer tipo, entendiendo que
cualquier referencia a los valores de la variable, puede serlo también a

los intervalos de valores de la variable, y si fuera preciso, a la marca de
clase de cada intervalo. :

1) La suma de las desviaciones, o diferencias, de los valores de
la variable respecto a su media aritmética es cero; esto es

k -
> -x)n; =0
i=1

En efecto, como

k — k — k
> (X -xX)ny =2 X0, -X Ny
i=1 i=l

i=1

y puesto que

k
2 X0,

i=]

N

X =

se tiene

— k
x N=Y x;n;
=1

por lo que podemos concluir que
k — — —
Y (x, —X)n; =X N-XN=0
i=1

Debido a esta propiedad, la media aritmética se suele
denominar centro de gravedad, haciendo referencia a que en este
punto se encuentra el correspondiente al de equilibrio de la
distribucién de frecuencias.

2) La media aritmética de una variable no varia si todas las
frecuencias se multiplican, (o dividen) por una constante. En
efecto, consideremos la variable X cuya distribucién de frecuencias
se puede especificar mediante la tabla:

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DE LA VARIABLE X
Xy m
X2 N2
Xi 0
Xk Nk

Al multiplicar todas las frecuencias de dicha distribucién por

una constante, r, donde r#0, se tiene la siguiente distribucién de
frecuencias para la nueva variable X"
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k ko 100n. & K
XN X 100, 2ED XX
=_m = N _ =l
Tk £ 1000, ... N 100
1, — 100—
M Xy N

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DE LA VARIABLE X'
X1 g -
Xg Iy
Xj rn;
Xk I Nk

y entonces, la media de la variable X' serd:

k

k
DIP SV ITEE I & ¥
= 3=l =l

X'= = =

k
> X,
i=1

k .
DL, M
i=1

=X
N

3) Si a todos los valores de la variable Jes sumamos, (o restamos)
una constante, la media de la nueva variable es igual a la media
de la variable original mds la constante. Es decir, si Y=X-+a,
donde a es una constante, entonces y =X+a.

En efecto, consideremos la siguiente distribuciéon de
frecuencias de la variable X:

tal y como se pretendia demostrar.

Esta propiedad conduce a poder calcular la media aritmética a
partir de las frecuencias relativas o del porcentaje de observaciones de

cada valor de ]a variable, pues

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DE LA VARIABLE X
X1 ny
Xg 1y
Xi 1n;
Xk Ny

k k oon, ok
TR X Xxf
- _im N _ia =Y x,f,
k k 13, N i
>, > ~N
i=] i=] N N

Al sumar a todos los valores de la variable una constante a, s
tiene la siguiente distribucién de frecuencias de la nueva variable
Y=X+a: :
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DE LA VARIABLE Y

yi=X+a ng

Yo=Xp+a

Vi=Xita n;

Vir=Xkt+a Ny

y entonces la media de la nueva variable Y viene dada por:

k

k k
v, > (x;+an; Y xn,
1 _ =l _ =l

N N N

i=

y=

y por lo tanto,

\ 7=% +a)
tal y como se pretendia demostrar. '

Téngase en cuenta que sumar una constante a la variable X
equivale a realizar un cambio de origen en la variable, y puesto que
la media de la nueva variable Y no es la misma que la de X, salvo que
la constante sea 0, podemos afirmar que la media aritmética no es
invariante frente a cambios de'origen en la variable.

Por otra parte, se puede observar que la primera propiedad de la
media aritmética, es un caso particular de esta que venimos
desarrollando, pues si se considera a=-X , se tiene que
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V=X+a=X+(-0)=0

y asi, la media aritmética de la variable es cero, por lo que podemos
concluir que

k &
X,y =, (% -X)n; =0
=l i=l

4) Si todos los valores de la variable se multiplican, (o dividen)
por una constante, la media de la nueva variable es igual a la
media de la variable original multiplicada por la constante. Es

decir, si Y=bX, donde b es una constante, entonces y = bX.

En efecto, consideremos nuevamente la siguiente distribucién
de frecuencias de la variable X:

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DELA VARIABLE X

X1 ny

No

X1

Xk Nk

Al multiplicar todos los valores de la variable por una constante
b, se tiene la siguiente distribucién de frecuencias de la nueva variable
Y=bX: ‘
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DELA VARIABLEY
y1=bxy n;
yZZbX:), 1y
¥i=bX; n;
Vi=bXk Nk

y entonces la media de la nueva variable Y viene dada por:

k k
Sy, Y bxgn, be n,
?:i=1 ! — =l i=l

= =bx
N N N

y por lo tanto,
y=bXx

tal y como se pretendia demostrar.

Téngase en cuenta que multiplicar por una constante a la
variable X equivale a realizar un cambio de escala o unidad en la
misma, y puesto que la media de la nueva variable Y no es la misma
que la de X, salvo que la constante sea I, podemos afirmar que la
media aritmética no es invariante frente a cambios de escala en la
variable.

Conjugando esta propiedad con la anterior, se tiene que si se
realiza simultdneamente una cambio de origen y de escala en la
variable X, tal que Y=a+bX, entonces, la media de la nueva variable
vendria afectada por ambos cambios, esto es,

i U pmnera soluc1on' serfas tlansfonnal C’lda .o de los 1‘
a_vdlmble en metros; esto es constum ung-nueva. variable

;Ase tr'msfonnan en_meuos se
,60 ",'78 1'
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.variable-original X

1a variable Y pata;
=X/100, 56 tiene
se. cansideran: 1os.

: vel supuesto de que se;
a ofrecido anteriorments "
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Antes de la proliferacién de los, ordenadores personales, la
utilidad préctica de los cambios de origen y escala en las vatiables era
reducir sus valores, y asf facilitar los cdlculos, tal y como se propone
en el siguiente ejemplo.
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v entonices, al ser

setiene qlie

'columnm xlnl con 1%1 de yim
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Por otra parte, cuando se calcula la media aritmética de una
variable X, se estd atribuyendo la misma importancia a cada uno de los
valores que toma dicha variable, pues incluso cuando se obtiene
mediante la expresidn:

k
X0,

i=1

N .
sélo se estd considerando. el nimero de veces que aparece un
determinado valor o el nimero de los que se encuentran en un
determinado intervalo. Sin embargo hay ocasiones en las que debe
asignarse un peso o ponderacion que haga distinciones entre los
valores de la variable, apareciendo lo que se denomina media

aritmética ponderada, que viene dada por:

X =

donde w; son los pesos o factores de ponderacion, tales que
w;20,Vj.

T'Ejemplo 42’5. Un ex'unen const'm de Iles p'ules cthntas un

_cuestionano tipo test; unas pleguntﬂs de te011'1 y e conjunto de:
- ejercicios En la calificacién filial no tierie, la misma 11n1301t'1ncn cada
‘utia de las partes; y asf, se le amgm al test un peso del 20%; a la teorfa.
el.30%,y Iéglcamente a los ejercicios el 50% testante. Si tin alutino ha
“obtenido 4 pﬁntos eil el test; 3: puntos en-ld teorfa 'y 7 puntos en los:
"6361010103, st pwﬂuaolon final - es, si X es una vm'tblc que denota la’

551)111116112101611 de: chda una de las palteS' :
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10 que conduce al 1msmo Va101 que el obtemdo mteuomnem& A31,
- cualquier - mnsfonmclon ‘en log _pesos quer lmanten a:de. fo1ma
}’plopomoml la importancia.¢ de oada no.de os_"'alo la mble'
conduce al Il’llSlll; valo'del mech_ rifmética po

Es muy habitual que los pesos se definan de forma que su suma
sea la unidad, evitando de esta forma tener que dividir por dicha suma

-a la hora de calcular la media aritmética ponderada.

Resulta muy interesante analizar cémo determinar la media
aritmética de una variable X, cuando ésta se considera en un conjunto
de poblaciones similares, (subpoblaciones), que de forma habitual se
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denota composicion de poblaciones, tal y como se plOpOlle en el
siguiente supuesto.

k}y»?'}foum que hs cmco pilmems‘ ‘ To 1nc1eidn en And"ducm 1'13 hes%
siguientes en’ E‘{uelnadula las cifico, s1gulentes enla: Coinumchd de’
- Madrid, ¥ las dos dltimas en la Comtinidad Valenciaun Entonces, siX
’11_¢1eplesenh &l nimero. de. anos de cada una de estas 15 petsonas; cliyos
o valoles se oﬁecen en el mencmnado eJemplo podemos fonn'u la

ﬁf,NUMl:Ro DI; HIJOS

Total de

Nnculos,el,l, N'IClst en' 14N’1C1dos en": -
Extrelifduta: |~ wfa’” s 1T | petsonas
2 7 | Cotnddad ' Comunidad " |".con x;- hijos |

-de I\'I"z:idritli‘ Valenclda |+ (n;)

0 5
2 .6

0o -3

0 1
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el ejemplo Pl

Ahora bien, jserfa posible obtener esta media a partir del
conocimiento de la media de la variable X en cada una de las
comunidades auténomas?. Esto es, si conocemos el nimero medio de
hijos que tienen las personas que han nacido en cada una de estas
comunidades auténomas, ;serfa posible obtener la media para todas
ellas?. A continuacién, vamos a dar respuesta a esta cuestion, y tal y
como vamos a comprobar, sf es posible calcular la media de la variable
X a partir de las medias de dicha variable en cada comunidad, siempre
y cuando sepamos también cuantas personas nacieron en cada una de
ellas.

Sea una poblacién P de tamafio N, formada por varias
subpoblaciones Py, Py, ..., Pp, de tamaflos N, Na, ..., Ny, siendo
entonces

y sea ny, i=1,2,..k, j=1,2,...m, el nimero de elementos que en la

subpoblacién P alcanzan el valor x; de la variable X. Asf, para la
poblacién P, el ndmero de elementos que toman el va101 X, Ny, es
precisamente

m
n, = Znij
=t
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- Bajo el supuesto de que la variable no se agrupa, simplificando
entonces la presentacién, podemos especificar su distribucién de
frecuencias mediante la siguiente tabla:

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LA VARIABLE X

Py P, P P P (TOTALES)

X1 U § [T Nim 1

X9 R 4 TR Nom

Xi i i v gL Nim

Xk s D Dgm

TOTALES | N; N Ny N N

La media de la variable X en la subpoblacién j, Xj, j=1,2,..,m,
se puede expresar

k
Z Xy
Xj — i=1
N;
mientras que la media de dicha variable para la poblacién P viene dada
por
k

> xn,

i=]
N
Ahora bien, dado que el total de valores observados de la

poblacién tiene que coincidir con los totales de los valores observados
para todas las subpobhciones se puede decir que

X =

m m

Zx 1, —ZX 2.0y —Ele lj—Ziij

i=1 j=1 j=li=l =l
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y como la media de la poblacién se puede definir como el cociente
entre los valores observados y el total de observaciones, se tiene que

m
lenl JZIXJNJ
& =

N N

X =

y por lo tanto, la media aritmética de la variable X en la poblacién P,

esto es, la media aritmética de la composicion de

poblaciones, puede expresarse mediante una media aritmética
ponderada de las medias aritméticas de dicha variable en cada una de
las subpoblaciones, donde las ponderaciones son precisamente el
nimero de elementos de cada una de ellas.

-que los dos que lo 111016 n‘
tamblen 1 hl_]O pm telmmo medm

hlJOS que n'ttm't]meute 0011101,
CJemplo. s L
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bsétvese e s 1o, se. cbhomela el numeio de pe1sonas quei

que como podemos COlllplOb"il no comcide con la Ve1d'1dei ‘j mecha del?
Hlumelo de huos de estas 15 petsonas. TR

Un caso particular de la composicién de poblaciones es aquel
en el que una distribucién de frecuencias se divide en dos o més
subdistribuciones disjuntas, tal y como se plantea en el siguiente
supuesto.

',»;’Ejémp’lo* 9 Supongqmos que hs 15 pe1so1us a que se 1eﬁe1e el
‘;;!ejemplo 3.1 'uftbaj an efi‘ties secciones distintas, denominadas'A, B’y
 C, de forma. que la distribticién de frecuencias de la variable X, giie’
’ple‘ nl'x el niimero de hl_]OS de: cwda Auha de éstas; donde se. tiens en:
seccidii en 1'1 que t1ab'1yt cadn uno de ell"ts, es h &gulente

NUMERO D]: IH g ek

xi l SecoionA

Seccm_n;]i |

Seccién C |+ iy
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Por lo visto hasta este momento, parece que la media aritmética
no presenta ningin inconveniente, salvo la aproximacién que se
produce en su valor cuando se agrupa una variable, y 16gicamente,
cuando alguna marca de clase no se pueda oblener, pues en este caso
tampoco se puede calcular el valor de la media aritmética, tal y como
ocurre con la distribucién de frecuencias especificada en el ejemplo
3.2.3, que recordemos era

ALTURA

Menos de 170 4 personas

Mids de 170 pero menos de 180 6 personas

Mis de 180 pero menos de 190 2 personas

Mas de 190 3 personas

Sin embargo, el mayor inconveniente que puede presentar la

media aritmética es su gran sensibilidad cuando en la distribuci6n de
frecuencias se presentan valores anormalmente pequefios o grandes,

que denominamos habitualmente atipicos (outliers), pues en
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cualquiera de estos casos, este promedio pierde en cierta medida su
cardcter de representatividad.
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‘Ahora bien, a pesar de estos ltimos aspectos que se acaban de
ofrecer, la media aritmética es el promedio por excelencia, esto es, el
mds comunmente empleado. Sin embargo, en algunos casos, no es
adecuado este promedio, apareciendo entonces otros como la media -
arménica, la media geométrica y la media cuadritica, que no van a ser
presentados en el presente trabajo.

43  Mediana.

Abordamos a continuacion gtro.tipo.de.medidas de tendencia

centml de entre los que se van a consldeleu Ja mediana y la moda. Esta

Supongamos que se_ordenan en sentido creciente, esto es, de
menor a mayor, todos 1os y 01es.,de.h,V'unble de interés, Pues bien,

la medz(m(l _que.vamos a denotdr @es aquel valor de la variable

que‘,ocupa el“lugal centnl Axf~pues, se busca el centro de Ta
"distribucién sin promediar los valores de la variable, dnicamente
ordendndolos y a continuacién determinando cual de ellos es el que

entml,_ pues cons1gue f, mal‘dos,' L\upos en los que hay 51ete V'1101es
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consigue formar dos grupos en los que haya el mismo nimero de
observaciones.

lO,:»2;24012001101y1

; Slv01de11amos en 01den wscendente estos va101es Lenemos

o

de'x9  Xis: Pol farito, Me—l esto es

H

Obsérvese que el mismo resultado se obtiene si en lugar de
ordenar los valores de la variable en sentido ascendente, se ordenan en
sentido descendente, y asf, el hecho realmente importante para calcular
la mediana, es ordenar los valores de la variable, sea cual sea el sentido
en el que se haga.

Puesto que en el célculo de la mediana no se promedian todos

Jos valores de la variable, ésta ng serd sensible cuando en su
distribucion de _[recuencias se presenlem valores ar

¥ 'nalmente
Pégiiefios o “grandes, alipico P,Ol lo_que en esos casos. puede ser una

medida de tendencm centra] pr efenble a la media aritmética.

i i 3




»
\
\

|

112 LECCIONES DE ESTADISTICA DESCRIPTIVA

«que Ia 1ned1a autmeuca pmcucamente] '

uno. de ellos de xl a x7, y de X'

’Ejemplo 4 3 3, Supongqmo'm"que a,

pasabq a2 hlJos

(=0, xf)_o 'xg;o,‘ X4~0 x5_0 x6_1 x

Xu—l X1 2,X 2 X14:2}’X15——18

l \Cmndo el numelo de obselvacml,l_e&,.esmunp'a no existe
problema qlguno p"m la determinacién de la mediana, pues siempre es
un valor que necesariamente toma la variable, lo que en muchos casos
facilita su interpretacién frente a otras medidas de tendencia central,
como los promedios considerados en los epigrafes anteriores. Sin
embargo, cuandd N espary debemos realizar alguna hipdtesis para
poder especificar cudl es la mediana, tal y como se muesta en el
siguiente supuesto.

1efendo en el eJemp_
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-y asf; congidetaros que 1

migdiand es 1hijo.

Esta forma de resolver el problema planteado cuando N es par,
puede ocasionar que la mediana no sea un valor que tome la variable,
tal y como se ofrece a continuacién.

4
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,?M
\

Pues bien, a pesar de este inconveniente, el criterio que vamos
a utilizar para especificar_la mediana—cuando.._¢ el,,_,u,w

observaciones es par_es calcular Ja media.aritmética.de los dos

e e

Dseryas bl
valores ¢ cenfl ales de la vauable aunque hay autores que proponen la

“consideracién de dos medianas, o de ninguna, o incluso de cualquier
valor comprendido entre dichos valores centrales.

Ahora bien, normalmente no se dispone de los datos originales,
sino de la distribucién de frecuencias de la variable de interés. En este
sentido, si la variable no ha sido agrupada, la mediana serd la misma
que la que se podifa obtener a partir de los datos originales, pudiendo
ofrecer la siguiente regla de actuacion:

Ordenar los valores de la variable,

Calcular las frecuencias acumuladas Nj, i=1,2,....k.

Obtener el valor de N/2.

Si no hay ningin valor de N; que coincida con N/2,
determinar el primero tal que Np>N/2, y si éste es Ny,
entonces Me=Xy.

Si hay un valor de Nj que coincida con N/2, si éste es Ny,
entonces Me=(Xp+Xn+1)/2.

MEDIDAS DE POSICION
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él;el caso de que la vanable 1aya,

=S Lot BEmTINT R

2 Ahora bien, &n el caso de gue la variable haya sido agry
necesitamos, al igual que al calcular cualquiera de los promedios
considerados en los epigrafes anteriores, realizar alguna hipétesis
sobre la forma en la que las frecuencias se reparten en los intervalos,
tal y como se plantea en el siguiente supuesto.

lE_]@mplO 4 3 6 Consldelemos h aluna, en centunetros, ,de 1as 15

19, 193?]’_’195
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v Tacﬂmente podemos c;onclun que el va101 medlano pam estas
15 pelsoms es175 CITly, pues Xg es el-valor de la varjable que ocupa el
al. do que conslgue founzu dos gmpos enlos que 11'1y s1ete

a: _X7, y de x9 '1 X135, y '131,

b

dlspone de 11
mplo 324, que§

Es' Clal que
1 ay 4_obse1vnolones 1nfe110163 3 170 y otras 5 que son.
i;supenows 4 180; Sm embalgo, como 10" se oonocen exactames.
: 8 ’ que se encuentmn en du o
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Se hace imprescindible pues considerar alguna hipétesis sobre
el reparto de las frecuencias en dicho intervalo, no siendo necesario
efectuar dicha hipdtesis sobre el resto de los intervalos, esto es,
necesitamos distribuir los 6 valores correspondientes al intervalo (170-
180]. Pues bien, a la hora de calcular esta medida de tendencia central,
vamos a_suponer_que dicho reparto es uniforme, esto es, se va a
utilizar la misma hipétesis que la considerada al construir el diagrama
acumulativo.

Obsérvese entonces, que para calcular cualquiera de los
promedios especificados en los epigrafes anteriores, se supone que las
frecuencias de un determinado intervalo se ubican en la marca de clase
correspondiente, mientras que para calcular la mediana, se va a

suponer que dichas frecuencias se reparten por igual dentro del
intervalo en el que se encuentra la mediana. Esta hipétesis es la que
permite especificar un valor, siempre aproximado, de la misma.
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&
A
1
‘ Nigy
i B’
; N v
| B
N2 »
!
. " N [rreremmrereeeeenennnnns A c_|C
Con cardcter general, dada la distribucién de frecuencias de la . ol
variable agrupada X: i
A >
p Lo i1 : g
DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LA : : d b
VARIABLE AGRUPADA X <« Ve
Lo-L; a X3 1 N,=n; ! Figura 4.3.2: Determinacién de la mediana para variables
agrupadas.
Ll-I_Q A X2 g N2 |
! En este caso, tal y como muestra la figura 4.3.2, Me=Li.i+d, y
. nuevamente, dada la semejanza de los tridngulos ACB y ACB',
LigLiy 4.1 -l Di-1 Nii | podemos expresar
Li-l‘Li aj Xi 1 Ni ' I _—
| AC _CB
Li-Lis 4] Xie] Djs1 Nist i —=—
' A'C CB
‘ y como
Lk_l—Lk Ak Xk Ny NkZN : - — N
| AC=d; A'C=a,; CB=—2—— s CB’=N,-N_,
donde Lo<L;<...<Ly, supongamos que el intervalo en el que encuentra '
la mediana; esto es, el primer 1nte1:valo en fal, que la frecuencia , se tiene que
acumulada es superior a N/2, es el intervalo i-ésimo. Entonces, el { N
diagrama acumulativo de la variable X, donde incluimos nuevamente ! ;5 Nu
el punto que vamos a considerar como la mediana de la distribucién de ? 4_2
{recuencias, es el que se ofrece en la figura 4.3.2. ai  Ni-Ni




LECCIONES DE ESTADISTICA DESCRIPTIVA MEDIDAS DE POSICION : 123

Obsérvese que cuando la variable se encuentra agrupada, es
imprescindible para poder especificar la mediana de la distribucidn,
que el intervalo en el que se encuentra dicha medida de tendencia

central esté bien definido, pudiendo plantearse entonces cOmo und
—=N; ‘ alternativa a los promedios en distribuciones en las que esto no sucede
M,=L,_ +d=L,_, +I\2T————ai =L,  +5——a, ! para todos los intervalos, pero si para el que engloba a Ia mediana. As{

1T N i ; en la distribucién especificada en el ejemplo 3.2.3, que recordemos
5 era: : '

y por lo tanto,

N

que es la expresién que vamos a utilizar para calcular la mediana de
una distribucién de frecuencias cuya variable estd agrupada.

ALTURA

Menos de 170 4 personas

Mis de 170 pero menos de 130 6 personas

Mis de 180 pero menos de 190 2 personas.

Mais de 190 3 personas

no se pueden obtener los promedios, mientras que el valor mediano es
175.83 hijos, tal y como se ha ofrecido en los ejemplos 43.6y43.7.

Sin embargo, hemos de mencionar que el valor de Ja mediana
depende, cuando la variable estd agrupada, de la forma en la que se
agrupen los valores en los distintos intervalos. Asi, consideremos el
siguiente supuesto.

T Agupacion.
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({® También debemos hacer notar que cuando en una distribucion
de frecuencias de una variable agrupada, ex1sté una frecuencia
acmﬁlada‘aﬁg coincide con N/2, entonces, €l valor de la mediana es
precisamente el extremo superior del intervalo para el cual dicha
frecuencia acumulada coincide con N/2. A continuacién se ofrece un

supuesto en este sentido.

s

'gu nte fomm'
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También debemos resaltar que cuando se considera una

composicién de poblaciones, es imposible calcular la mediana de
Ja poblacién a partir del conocimiento de la mediana de cada una de las
subpoblaciones. En este sentido, sélo se puede probar que la mediana
de la poblacién serd un valor que necesariamente estard comprendidc
entre el mds pequefio y el mds grande del conjunto formado por todas y
cada una de las medianas de las subpoblaciones.

4.4 Moda.

La moda, que denotamos M,, es ‘otrg;___xppglidq___c_l,@__,_t_e,‘l_}d?nvcivz
central que podemos definit como el valor mds_frecuente de la
variable, e5to és ¢l que miés se repite. Asf, al igual que la mediana, nc
promedia los valores de la variable, sino que busca aquel valor de I
variable que se presenta mds veces, por lo que las frecuencias st
configuran de alguna forma como el elemento bésico para St
determinacidn.
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Las distribuciones que presentan una tnica moda se denominan
unimodales, las_que tienen dos, bimodales, las que tienen tres

S 9 e

trtmoc[ales etc

Sd¢-Ahora biepigt}_lg}}glﬁgmggw_c_ollS_id.e.lia una variablc agru pada,}al igual
que con los promedios y la mediana, serd impie< indible efectuar
alguna hipdlesis adicional para poder especificar - moda de la
distribucién, tal y como se va a contemplar a continuaic:

Obviamente pueden darse tanto el supuesto de que todos los
valores de la variable tengan frecuencia unitaria, en donde no tendria
sentido la moda, como que haya més de un valor de la variable que

tenga la mayor frecuencia, tal y como se propone en el siguiente
supuesto.

Jura, en cen! m‘etus 'de Jas 15"

N e

valor que
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ﬁecuencm esto es; aquel coli un mayor,; ntieto de obsemcxones,v el
que contierie a la moda. Entonces dado que en. este caso, el - 111Leiv'110‘
“en el que existe un mayor niimero de valores de la Valiable es (170—:

. -¢ !:l

7" Vdimos. a admitii qtie aquel intervdlo que*tenga tna mayor!

175]; pues es el que teqe mayor ﬁecuencia, SUPONEIOS que el dicho'

intervalo se eficuentra la moda de la variable. Ahora bien; ‘para ﬁjal un
~valor concreto de: la moda; s 1emple ‘comptendida’ entre 170"y 175,
; debcmos 1ew]1211 ’llgllll’l hlpotems 1(1101011'11 _al 1gua1 que cu*uldo sehan:

que tenga

' atraccion que ejelcen d1chos mtelvﬂos soble el Valo1 ‘modal es
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En el___ upuesto que 108- ooupa la mq ( «
( Lopues Tas f eouencms de los dos

111t61v'ﬂos c011t1guos ’L este son 1gualeS' esto es, Ilo-—n4= N a: '131, la,

}180 [ 1ot

190 195 i 5 gt

' pochlamos "qum'u en pllllClplO que la moch se- enouenm en el;
intervalo (17 0-1807; dado que es el que presenta una mayor fr GCUENCid, |
. Ahora bien, dado’que la amplitud de los intervalos no es ‘constante, no.
© debemog efectnarla compamcmn directa ‘de sus fleouencms pues s

af'blen l"y.“6 obselvnoiones ‘comprendidas en el intervalo (170-Je

} ' 61[0 que lny 3 en el mtewwlo (190 195] Ev1dente1 lettie

.cab esperu ¢
. frecuencia, esto- es, 111'18 va101es de 1a vauable que uno que la tiene
;“menor; sin.que ello tenga que implicar que el valor que m"xs se 1ep1te se
encuentm en el primero de estos inter V'llOS ' ‘
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§_ycuy'1 altura en su conesponchente hlstogmina seq 'mayon De esta
;foum p'm eI ejemplo co1131demdo al ex1st11 mteivalos 0011

|  *‘“160 1702..:  _
e ,170 180“;5({_‘».
f_'f'iso o |

190 vT “19‘:5’:._{_;_.;_1 o

|
|

son dos, (170 180] y (190 195], 1)01 16
fire ecuencms es bnnodal

,m*1y01 qltum conesponden ob\f1*11nenl"” a log de mmym
ﬁecuencla hl ¥.como nluestm h ﬁgma 4 4 1 - .

enSld*ld de

pijSid{l

- defigcuencta . &

1_1especta al 1)111’11&10 de "estos 1ntewalos la mioda debe esml ids celca*f
i de 170”7 ue de 180 pues la dens1dad de flecuencm del mtelvalo (160--;

; gundo Logmmenle sustltuunos las dens1d*1des de flecuencns poi'

Tas™ ﬁecuenclas -4 1a iofa- de evaluar 1a atraccidti .que ejercen los
Antervalos conﬂguos paia Ia’ deterininiacion  de 14 moda. Por lo que
| tespecta al otto valor modal; al ser ¢l ultitmo intetvalo, y tio existir
- frecuencias en un intervalo supetior, éste no-ejerce ninguna influencia,
sobre el valot de la moda, por lo que dicho valor modal debe sifuarse
enel e*{uemo 111[61101 del intervalo, siendo entonces M(,“19O A

S
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1“1gul'1442 ermil
eJ emplo 3 2 4

como muesm 11 ﬁgula 4 5 2,y puesto que 1a condlclén de que lft mothf
debe estar ]11’18 cerca de aquel 1nte1vﬂo conhguo con mayor denslchd;

el cml hs dlSL’ulCl’lS a los extLe1
donde s6. encuenua la moch se'm

_~e‘<plesar S

y temendo en cuent'L hs p1opledades de sumas de. a11teC¢dciite.s Vi
consecucntes de las plopowlones se tlene i o R e B

: conSldelada tielle d(?js :liioii'_
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ile son p1eols'amente 173 33 y 190 cm

Obsérvese entonces, que en la determinacién del valor de la
moda de una variable agrupada, al igual que en los de los promedios y
que en €l de la mediana, interviene la forma en la que se agrupan los
valores de la variable en los distintos intervalos.

Consideremos ahora una distribucién genérica de la variable
agrupada X, donde sélo existe un intervalo con mayor densidad de
frecuencia, el intervalo i-ésimo, y obtengamos una expresién general
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para la determinacién de la moda. De esta forma, sea la siguiente
distribucién de frecuencias:

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
DE LA VARIABLE AGRUPADA X

Lo-Ly a X1 ny dy

L 1 —Ix_g 16} Xa Ny ds

Lio-Lit | 2 Xi-1 D1 di.1

Li_ 1~L1 aj Xi 1; di

Li-List | a1 | X Ny diyy

Lk_ 1~Lk Ay © Xk Ny dk

donde di>d;, j=1,2,..,i-1,i+1,..k. Bajo estos supuestos, y considerando

la hipdtesis de que la moda se encuentra en el intervalo con mayor
densidad de frecuencia, la moda es un valor que se encuentra
comprendido entre Ly y Ly, pues el intervalo i-ésimo, i=1,2,...k, es el
que presenta mayor densidad de frecuencia. Supongamos también, sin
pérdida de generalidad, que djs<d;.;. De esta forma si representamos la
parte del histograma de esta distribucién correspondiente al intervalo
modal, y a los intervalos anterior y posterior a éste, se obtiene la figura
4.4.3:

MEDIDAS DE POSICION ' _ 37
A
densidad de d;
frecuencia
di1
di+l
>
I-{-I I—1 Xi
|- g—
'<_ af —p

Figura 4.4.3: Determinacién de la moda en distribuciones
agrupadas en intervalos de distinta amplitud.

La moda serd My=L;i+m, tal y como muestra ia 7i-vre 4.4.3, y
puesto que Ja condicidn de que lg moda.debe estar v co u de oquel ¢
NPT IV Oy e ey - . . ~—

intervalg contiguo con mayor densidad de firecuenci, 1ecord. mes que

se puede traducir en que la moda serd aquel punto ja.a el cual las
distancias a los extremos inferior y superior del intervalo donde se
encuentra Ja moda sean inversamente proporcionales a las densidades
de frecuencia de dichos intervalos contiguos, podemos expresar;

m a,-m

1

L
d;_,

i+l

y teniendo en cuenta las propiedades de sumas de antecedentes y
consecuentes de las proporciones, se tiene
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m a; -m m+a; -m

por lo que

y asi, la moda es:

i+l

M,=L, +m=L;, + ;
+d,,

d

i+l
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LaL |
160-170 I
170180 -
."18_0 190

se uene que 11 ser d’)———d4~—0 6,la dismbucmn es:blmodal enconu'mdoseg
las modas en el segundo v en el ltimo de los inte ‘V'llOS plopuestos Dei
“esta fomm, pal'L el pumelo de estos 1ntewalo ’ i

medmnte un ~1)1 omecho e
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odos 1os vwlows de h vnnble 10 sem

SenSlble a la situacion. de_que. en su_ dlslrrbuczon de f ecuencias se
pre esenle 1 valores.anor malmente. pequerios o grandes Sin embargo,
cuando la variable se encuentra agrupada en intervalos, tinicamente es
posible especificar el valor o valores modales de forma aproximada,
pudiendo tener una notable influencia la forma en la que se agrupen los
valores de la variable en los distintos intervalos, tal y como se pone de
manifiesto en el ejemplo 4.4.4.

También, debemos resaltar que la hipdtesis que se ha utilizado
en este epigrafe para determinar, cuando la varjable ha sido agrupada,
cual es el valor modal, no es tan comtinmente aceptada, como lo son
las que se han hecho para el cdlculo de los promedios, marca de clase,
o de la mediana, esto es el reparto uniforme. En este sentido, se han
propuesto ofras allernativas. Asi, por ejemplo, se puede entender que
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una vez identificado el intervalo o intervalos en los que se encuentra la
moda, tomemos como valor modal aquel tal que sus distancias a los
intervalos contiguos sean directamente proporcionales a las diferencias
de altura entre el modal y dichos contiguos, que conduce a la siguiente
expresion: '

VT

e i B
-t

s
- e VTS
P

o4 —d,
o :Li—l + - - =l al
(di - di~1) + (di - di+1)

erezraor T

M

De cualquier forma, como_todas.ellas son_aproximaciones, y,

puesto que no existe un, cnteno o unificado para su cdlculo, salvo que se
disponga de los valores ongmﬂes de la. d1st1,1buc1on de fi cuencnsw
de una variable no qglupada no creemos convemente detenemos mas

T T TUIANG Ot e

“en su estudio. N L

4.5  Medidas de posicion no central: los cuantiles.

En los epigrafes anteriores, se ha intentado de alguna forma
buscar el centro de la distribucién de frecuencias de la variable de
interés, y mds concretamente, la mediana era aquel valor de la variable
tal que, una vez ordenados todos sus valores, ocupaba el lugar central.
Puede resultar interesante, en lugar de buscar el valor de la variable
que divide la distribucién en dos partes de forma que en cada una de
ellas se encuentre el 50% de las observaciones, dividirla en un
conjunto de partes, de forma que en cada una de ellas haya el mismo
ntmero de observaciones, como por ejemplo el 10%, o el 20%, etc.

En este sentido, una vez ordenados los valores de la variable

en senlido creciente, a los valores que dividen en paries en las que
* haya el mismo mimero de observaciones, se les denomina cuantiles o
cuantilas, recibiendo nombres especificos segtin el ndmero de partes

en que lo hacen; cuartiles, si son 4, deciles, si son 10 y percentiles o
centiles, si son 100.

Obsérvese que los requisitos que se imponen para su
determinacién son los mismos que los que se especificaron para
calcular la mediana, salvo que en ésta se consideraban dos partes con
el mismo mimero de observaciones, y pot lo tanto, la determinacién de
cualquier cuantil debe encontrarse {ntimamente relacionada con la de
la mediana. A continuacién vamos a considerar los cuantiles mds
significativos.

A) Los cuartiles son aquellos valores de la variable, tal que
una vez ordenados todos sus valores en sentido creciente, los
dividen en cuatro partes en los que haya el mismo nimero de
observaciones. Asf, el primer cuartil Q,, es aquel valor de la variable
tal que el 25% de las observaciones son inferiores a €l, y por tanto, el
75% restante son superiores. El segundo cuartil, Qy, es aquel valor de
la variable tal que el 50% de las observaciones son inferiores a €,
siendo entonces el 50% restante superior; mientras que el tercer cuartil,
Qs, es aquel valor de la variable tal que el 75% de las observaciones

son inferiores a él, y por tanto, el 25% restante son superiores.

Para su determinacidn, debemos distinguir si la variable de
interés se encuentra agrupada o no. En el caso de que no lo esté, puede
utilizarse la regla de actuacién ofrecida para el cdlculo de la mediana,
con la modificacién pertinente segiin el cuartil que se pretenda obtener.

Ast, para el primer cuartil:

Ordenar los valores de la variable.

Calcular las frecuencias acumuladas Nj, i=1,2,....k.

Obtener el valor de N/4.

Si no hay ningin valor de N; que coincida con N/4,

determinar el primero tal que Np>N/4, y si éste es Ny,

entonces Q=xy.

5. Si hay un valor de N; que coincida con N/4, si éste es Ny,
entonces la hipdtesis considerada es que Q=(Xn+Xns1)/2.

Ll ol e



144 LECCIONES DE ESTADISTICA DESCRIPTIVA

En el caso de que se pretenda determinar el segundo cuartil, en
Jugar de obtener el valor de N/4 habrd que calcular 2N/4, esto es, N/2,
y por lo tanto dicho cuartil coincide con la mediana. Para el tercer
cuartil, debemos obtener el valor de 3N/4, y a continuacién considerar
los pasos 4y 5 de laregla de actuacién anterior.

: Ejemplo 4 5 [ Conmdelemos el numem de anos_de cada um de las 15‘
- personas a las que. se refiere el eJemplo 3. 1.2, cuya distnb 1éion de
: _flecuencms se puede espec1ﬁc'u

: N Ufll\&E' RODEHUOS Lo

P'ua el calculo del prim
,1mpos1ble al. no- ser" N/4 entero « a ) que;
coincida con €,y porlo tanto unlmment ) debemos busczu cual es la:

© primera frecuencia ’IClllIllll’ld'l que soblepasa a3 75 como quiem que-f;
ésta es N1—5 se tiene. que Q1=x1, y por 10 tanto el p111ne1 cu'uul es O
:hlJOS L T
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Ob‘ eiv‘ese que el ese caso, pudlela d'use 1'1 cucunst'mcm def
"que dos; o incluso 1os tres cuattiles alcanzaran el mismo valor, pues i
para este supuesto sstitulmos una petsona que-tiene 2 hlJOS por otra,
qu 3 solo tiene l Se puede compmbal que entonces Q2~Q3~— Jo

\

De esta forma, podemos ofrecer la siguiente regla de actuacién
general para calcular el cuartil r-ésimo, r=1,2,3, en aquellas
distribuciones de frecuencias cuya variable no se encuentra agrupada:

Ordenar los valores de la variable.

Calcular las frecuencias acumuladas Nj, i=1,2,...,k.

Obtener el valor de tN/4, r=1,2,3.

Si no hay ningin valor de N; que coincida con 1IN/4,
determinar el primero tal que Ni>tN/4, y si éste es N,
entonces Q=xj.

5. Si hay un valor de N; que coincida con rIN/4, si éste es Ny,

entonces la hipdtesis considerada es que Q=(Xp+Xn+1)/2.

el N

En el supuesto de que sg traten de determinar los cuartiles de
una distribucién de frecuencias cuya variable se encuentra agrupada,
hemos de realizar la misma /tipdfesis que la que se considerd al
calcular la mediana, y recordemos que ésta es el repario uniforme de
las frecuencias dentro del intervalo en el que se encuentra el cuarlil
considerado. Supuesto que éste sea el intervalo i-ésimo, i=1,2,....k, tal
hipétesis conduciria a la siguiente expresion:
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Ny,

4
Qr i1 N "Ni_l

1

donde es necesario, obviamente, que el intervalo en él que se encuentra
el cuartil esté bien definido. Ademads, en todo caso Q;=Me.

Téngase en cuenta que cuando se considera una distribucién de
frecuencias de una variable agrupada, es imposible que dos cuartiles
puedan tomar el mismo valor, a diferencia de cuando la variable no se
encuentra agrupada. Ahora bien, la agrupacién en intervalos, puede
conducir, cuando se varfa, a que se puedan obtener otros valores, y asf,
la forma en la que se agrupe una variable influye en los valores de los
cuartiles.

B) Los deciles son aquellos valores de la variable, tal que
una vez ordenados todos sus valores en sentido creciente, los
dividen en diez partes en los que haya el mismo nimero de
observaciones. Asf, el primer decil Dy, es aquel valor de la variable tal
que el 10% de las observaciones son inferiores a €l, y por tanto, el 90%
restante son superiores. El segundo decil, D,, es aquel valor de la
variable tal que el 20% de las observaciones son inferiores a él, siendo

.entonces el 80% restante superior, ..., y el noveno decil, Dy, es aquel
valor de la variable tal que el 90% de las observaciones son inferiores a
€l, y por tanto, el 10% restante son superiores.
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En el caso de que la variable no se encuentre agrupada, puede
utilizarse la siguiente regla de actuacién para calcular el decil r-ésimo,
=1,2,...,9:

Ordenar los valores de la variable.

Calcular las frecuencias acumuladas N, i=1,2,...,k.

Obtener el valor de rN/10, r=1,2,...,9.

Si no hay ningdn valor de N; que coincida con 1N/10,
determinar el primero tal que Ni>iN/10, y si éste es Ny,
entonces Dy=xy.

5. Si hay un valor de N; que coincida con tN/10, si és_te es Ny,

entonces la hipdtesis considerada es que D=(Xy+Xps1)/2.

e S

En ese caso, es posible que dos o mds deciles alcancen el
mismo valor. Sin embargo, esta situacién es imposible cuando la
variable se encuentra agrupada, en cuyo caso, dichos valores pueden
depender de la forma en la que se hayan agrupado, pudiéndose

especificar, bajo la hipdtesis del reparto uniforme de las frecuencias
dentro del intervalo considerado, segin la siguiente expresion:

N N
E“Ni—l T(;' i-l

D, =L_ +——q =L _ +——a; 1= 1,2,...,9
Ni-Ni I

donde es necesario, obviamente, que el intervalo en el que se encuentra
el decil se encuentre bien definido, coincidiendo siempre el quinto
decil con la mediana.

C) Los percentiles o centiles son aquellos valores de la
variable, tal que una vez ordenados todos sus valores en sentido
creciente, los dividen en cien partes en los que haya el mismo

“ndmero de observaciones. Asi, el primer percentil P, es aquel valor
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de la variable tal que el 1% de las observaciones son inferiores a él, y
por tanto, el 99% restante son superiores. El segundo percentil, Py, es
aquel valor de la variable tal que el 2% de las observaciones son
inferiores a él, siendo entonces el 98% restante superior, ..., y el
percentil noventa y nueve, Pogg, es aquel valor de la variable tal que el
99% de las observaciones son inferiores a él, y por tanto, el 1%
restante son superiores.

En el caso de que la variable no se encuentre agrupada, puede
utilizarse la siguiente regla de actuacién para calcular el percentil r-
ésimo, r=1,2,...,99:

Ordenar los valores de la variable.

Calcular las frecuencias acumuladas N;, i=1,2,...,k.

Obtener el valor de rfN/100, r=1,2,...,99.

Si no hay ningtin valor de N; que coincida con 1N/100,
determinar el primero tal que Ni>1N/100, y si éste es Ny,
entonces P=xy.

5. Si hay un valor de N; que coincida con tN/100, si éste es

la hipdtesis considerada es que

el NS

Ny, entonces
P= (Xh+xh+1 )/ 2.

En ese caso, es posible que dos o incluso un nimero bastante
elevado de percentiles alcancen el mismo valor. Sin embargo, esta
situacién es imposible cuando la variable se encuentra agrupada, en
cuyo caso, dichos valores pueden depender de la forma en la que se
hayan agrupado, pudiéndose especificar, bajo la fiipdfesis del reparto
uniforme de las frecuencias dentro del intervalo considerado, segin la
siguiente expresion:

N N N N

PPNREA 18 | T I\
P1~:L1-1+La1:h.1+—100—a1 r=1,2,..99

Ni - N ni
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donde es necesario, obviamente, que €l intervalo en el que se encuentra
el percentil se encuentre bien definido, siendo en todo caso el percentil
de orden 50 igual a la mediana. Evidentemente, existe un numeroso
conjunto de relaciones entre los distintos cuantiles que se han
considerado. Asf, a titulo de ejemplo podemos citar que Pio=Dy,
P25=Qq, ..., y naturalmente, Pso=D5=Q,=M_.

Kemplo 4.5.3, Consideternios ta alfira, en centitetros, de
las 15 personds.a las due 58 Jem

de fitecuendias recotdemos que viene dad

| _""'VéiiiOS’zic ctlar ¢ eslaaltuiainés
petsonas més alas, 3 oufl s 14 el més grande del 30% do
| personas ‘s ‘bdjas.. En- ainbos. Casos, se NS estd. solicitando un

. determinado cuantil, que: seid ‘el percentil 85, para.el primeto de los

' supuestos; y el percentil treinta o'el tercer decil, pata el septinido. Ast,|

: 5

- utilizando 1a hipétesis de:que: las frectiencias se feparten de fotma

eqietta del 15% de as!
tande del-30% de las;

- uiniforie en aqtiellos intefvalos en 05 (U §6a Necesatio,

{os cuantiles
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o de la personas
rande del 30% de

4.6

Atributos y medidas de posicién.

Que la caracterfstica de interés no sea cuantitativa limita de
forma notable la posibilidad de utilizar las medidas de posicién. Asi,
los promedios, no pueden obtenerse cuando consideramos un atributo,
pues las modalidades no son valores, y por lo tanto no se pueden
sumar. Sin embargo, sf que parece posible emplear la mediana y la
moda, asi como los cuantiles.

En este sentido, un aspecto que determina la medida de
tendencia central que se puede utilizar es la escala de medida en la que
venga dada la caracterfstica cualitativa. De esta forma, si ésta es
ordinal, puede utilizarse tanto la mediana como la moda, pues si existe
una ordenacién entre las distintas modalidades, puede buscarse cudl de
ellas es la que forma dos grupos en los que haya el mismo nimero de
observaciones. Ademds, la posibilidad de asignacién numérica de las
modalidades, llevarfa aparejada el posible cdlculo de los promedios,
aunque éste es un aspecto en el que debe obrarse con mucha cautela.

Sin embargo, si la escala de medida es nominal, tinicamente
tiene sentido determinar cual es la modalidad que mds veces se
presenta, y por lo tanto sélo puede especificarse la moda del atributo.
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Obviamente, cuando se pueda utilizar la mediana, pueden
considerarse los distintos cuantiles.
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RESUMEN

' Las medidas de posicién se clasifican en centrales y no
centrales. Las primeras, tratan de poner de manifiesto, mediante algin
criterio, cudl es el centro de una distribucién de frecuencias, con
objeto, bésicamente, de representarla. En el supuesto de que la
caracter{stica sea cuantitativa, el promedio por excelencia es la media
aritmética, y asi, para la variable X, ésta es:
k
> X0,
=1

N
que viene expresada en las mismas unidades en que lo haga la variable
X. Si trabajamos con distribuciones agrupadas, caso en el que X; son
las marcas de clase, ¥ es un valor aproximado, pues supone que las
frecuencias de cada intervalo se concentran en su marca de clase. Del
conjunto de propiedades de este promedio destaca que la suma de
diferencias de cada valor de la variable a la media aritmética es nula, y
que los cambios de origen y/o escala en la variable afectan al
promedio. También, presenta notable interés la media aritmética
ponderada, destacando en este sentido el caso particular\ de la
composicién de poblaciones.

X =

Otras medidas de posicién central son la mediana, M., v la
moda, M,. La primera representa el valor de la variable que ocupa el
Jugar central de la distribucién de frecuencias, una vez han sido
ordenados los mismos, mientras que la segunda indica el valor de la
variable que més se repite. En el supuesto de que la variable se
presente agrupada en intervalos, debe realizarse alguna hipétesis sobre
“e] reparto” de las frecuencias en todos o en algin intervalo, para
poder determinar, de forma aproximada e] valor de la mediana y de la
moda o modas. Asf, bajo el supuesto de que la frecuencias se reparten
de forma uniforme en €l intervalo (i-ésimo) en el que se encuentra la
mediana, ésta se puede aproximar mediante la expresion: '
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M,=L_ +F—

De forma andloga, si se considera que en el intervalo (i-simo)
donde hay mayor densidad de frecuencia, es aquel en el que se
encuentra la moda, entonces, entre otras férmulas, puede emplearse
como aproximacién a su valor:

. d.
M, =L, +—*—a
+d,

di+1 1
De entre las medidas de posicién no central o cuantiles, valores
de la distribucién que dividen la misma en diversas partes iguales, cabe
destacar los cuartiles, los deciles y los percentiles, Q: 1=1,2,3; Dy
=1,...9; y P r=L..99, respectivamente, cuyos valores ©
aproximaciones se obtienen de forma similar a la mediana, salvo
16gicamente, por el porcentaje de observaciones de deja a cada lado.

Por tltimo, debemos sefialar que si la caracterfstica objeto de
estudio es un atributo, segin la escala de medida utilizada podrd
determinarse la modalidad mediana, y por lo tanto los cuantiles, y la
modal, si dicha escala es ordinal, o Ginicamente la modalidad modal, en
el caso de que la escala sea nominal.
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5.1  La dispersion y su medida.

Ademés de las medidas de posici6n existen otras, denominadas

de dtspel‘ston, que intentan mostrar la variabilidad existente en torno
a los distintos valores de una determinada distribucién de frecuencias.
Una primera aproximacién a esta idea podifa venir derivada de la
diferencia entre el valor mds pequefio y el mds grande que toma la
variable. Asf, buscando una correspondencia entre variabilidad y
distancia, dicha diferencia trata de determinar el grado de variacion de
la distribucién. Pues bien, a esta diferencia la vamos a denominar

recorrido o rango, R,y asf:

R=x__—X

max min

donde Xma denota el valor mayor de la variable X Y Xmin €l
menor de la variable.
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Dada la expresién del recorrido, es obvio que dicha medida es
enormemente sensible ante la presencia de valores anormalmente
grandes o pequefios en la distribucion de frecuencias, pues son
precisamente los valores extremos los tinicos que se consideran para su
determinacién.
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En el caso de que la distribucién de frecuencias de una variable
agrupada no tenga bien definido el primero y/o el dltimo de los
intervalos, tal y como se plantea en el ejemplo 3.2.3, cuya distribucién
de frecuencias se especificaba: ' '

ALTURA

Menos de 170 | 4 personas

Mis de 170 pero menos de 180 6 personas

Mais de 180 pero menos de 190 2 personas

Mids de 190 3 personas

no es posible calcular el recorrido. Para resolver esta situacion, puede
considerarse el empleo de medidas alternativas, como el recorrido
intercuartilico Rqg=Q3-Q,, que se podrd especificar siempre y
cuando el primer y el tercer cuartil se encuentren en intervalos
completamente especificados; la diferencia entre el percentil 90 y el
percentil 10, siempre y cuando dichos percentiles se encuentren en
intervalos completamente especificados, etc.

Tal y como hemos podido comprobar en los ejemplos
anteriores, el recorrido es una medida de dispersién que viene
expresada en las mismas unidades que presenta la variable objeto de
estudio. Pues bien, en estos casos, decimos que dicha medida de
dispersi6n es absoluta, y asi, una medida de dispersion absoluta
viene expresada en la misma unidad de medida que la variable.
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Ahora bien, si quisiéramos saber cual de las dos distribuciones
propuestas en los ejemplos anteriores presenta un mayor grado de
variabilidad, determinada por el recorrido, deberfamos buscar una
medida que fuese adimensional, esto es, que no viniera expresada en
ninguna unidad de medida. Asf, a Jas medidas de dispersién que no
tienen unidad de medida se denominan medidas de dispersion
relativas. En este sentido, podrfamos emplear el coeficiente de
apertura o de disparidad, A, cuya expresion es:

A= Kimax
X

min

que al definirse a través de un cociente de valores de la variable, no
presenta unidades de medida, y por lo tanto es una medlda de
dispersién relativa.

que viene & 111d10ar il para esta d1stnbu01on de fleCUenci'ls, ol vaior
més grande que toria la-vatiable es 1.21875 veces mayot que el valot
| 1n'15 peqtieno que toma 1'1 mism't _Asi pues, cuutido. el valor mds
1o pu =de.. calculalse €l oeﬁc1en 'de/

Ademids de los inconvenientes resefiados, tanto el recorrido

' como el coeficiente de apertura parecen indicadores muy burdos de la

! variabilidad de la distribucién de frecuencias, tal y como se pone de
manifiesto en el siguiente supuesto.
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sién de frecuencias

‘plopuesta | en :
. amblhdadv
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Por todo ello, parece necesario buscar medidas de dispersién a
través de otros caminos. En este sentido, debemos recordar que
habitualmente se utiliza una medida de tendencia central para resumir
en un dnico valor todos los que conforman la distribucién de
frecuencias. Asf, supongamos que tres personas miden 169, 170 y 171
cm., mientras que otras tres 160, 170 y 180 cm. La altura media en
ambos casos es 170 cm., pero la representatividad de esta media
aritmética no es la misma en ambos casos, pues los valores 169 y 171
se encuentran préximos a la media aritmética, mientras que 160 y 180
estin mucho més alejados, apareciendo entonces la idea de
"discrepancia, diferencia, distancia" entre los valores de la variable y
su media aritmética.

Asf, supongamos que una determinada medida de tendencia
central de una distribucién de frecuencias es c. Entonces, podriamos
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considerar alguna medida de la variabilidad que presenta ¢, mostrando
si los valores que toma la variable estdn "alejados" o si, por el
contrario, estdn "préximos" a ¢, evaluando de esta forma la
discrepancia, diferencia o distancia existente entre ¢ y el conjunto de
valores que toma la variable. De esta forma, si dicha distancia es
pequefia, es porque todos los valores de la variable estdn préximos a c,
por lo que esta medida de tendencia central representa adecuadamente
a la distribucién de frecuencias, mientras que si dicha distancia es
grande, serd porque los valores de la variable se separan notablemente

~de c, por lo que ésta no resume de forma adecuada al conjunto de

valores de la variable.

Por lo tanto, las medidas de dispersién que vamos a considerar
a partir de este momento, van a tratar de mostrar la representatividad
de una medida de posicién central, mediante la separacién o distancia
entre dicha medida y el conjunto de valores que toma la variable. 4
mayor distancia o separacidn, mayor dispersion presenia la
distribucién de frecuencias, por lo tanto, menor es la
representatividad de la medida de tendencia central sobre la que se
calcula dicha distancia.

Recordemos que las medidas de dispersién, tal y como se ha
contemplado anteriormente, pueden ser absolutas, si vienen expresadas
en una determinada unidag de medida, y relativas, en el caso de que no
vengan expresadas en unidad de medida alguna.

=

5.2 Medidas de dispersion absolutas.

Consideremos una medida de tendencia central cualquiera c.
Para valorar, en término medio, la dispersion (distancia o separacién)
que existe entre dicha medida de tendencia central y el conjunto de
valores que toma la variable de interés, podrfan utilizarse las siguientes
medidas de dispersidn:
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K
Y% -l
D — i=l
! N
o bien

k
Y (x; -¢)’n,
D =l

N
pues debemos buscar una medida de dispersién que evite que
diferencias de signo positivo se compensen con diferencias de signo

negativo.

En este sentido, y puesto que en el Apéndice demostramos que
el minimo de la medida de dispersion

k
Slx,-cln,
D7 — i={
: N
se alcanza cuando c=M,, se tiene que la mediana de una distribucion
de frecuencias tiene como medida de dispersién

k
ZIXj _Mc|ni
DME:ﬂ__I_\I__._

' denominada desviacion media respecto de la mediana, o
desviacién absoluta media respecto de la mediana.

MEDIDAS DE DISPERSION Y TRANSFORMACIONES 7,
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mientras que

Si ahora consideramos la segunda de las medidas de dispersién
propuestas, y puesto que en el Apéndice también demostramos que el
minimo de la medida de dispersién

L 2
2 (x;-c)my
])2 — i=l

N

se produce cuando c=x, resultado conocido como Teorema de

Koéning, se tiene que la media aritmética de una distribucién de
frecuencias tiene como medida de dispersion

S 2
2, (% -X)n;
2_ il

N

denominada varianza o variancia.

, E]emplo 5 2 4 Cons1delemos .ﬁexnu;Vo el numelo d¢ hiJos de oada una

; de ﬁeouenons' vemd d’id’l p01
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- mientras-que

.p01 lo que pam el eJemplo plfmtead :

E(X -X) n,
1R9~kfliy?-\

pues ¢ '11 ser h yarianza una mechda de dlspmsmn épmmm ma 1’1 medla
‘nlllnetlca serfa nnposﬂ)le que oo «

Obsérvese nuevamente que si la variable se encuentra
agrupada, entonces el valor de la varianza, al igual que el de la media
aritmética, es aproximado, pues al utilizar las marcas de clase en lugar
de los auténticos valores de la variable, se estd suponiendo que todos
los valores de un intervalo se agrupan en su marca de clase.

'°;;{]180 190}
{i-jr19o 195]V‘”"
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| -%)’,

'}7f}}705180“Ei;.f; i75§ ';f?;6b{? Coga7s |
R e ,,,-.vf4: oy g
e 705.303" 5

1448334 ‘E

As{ pues, y a modo de resumen, podemos afirmar que si el
promedio seleccionado para representar a la distribucién de

frecuencias es la media atitmética, podemos considerar como medida
de dispersién dptima ala varianza,

& —=\2
2, (x;-X) n,
2_ I=l
N
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mientras que si la medida de tendencia central elegida es la mediana,

la medida de dispersion dptima es la desviacion media respecto K,
de la mediana, : , Xf Xy
1=

k ' I :-—-——-._')_('2
3% - Me|n; : N

_ =l
Dw. =

N que se obtiene al desarrollar
! K

> (x; -X)'n;

! i=l
Evidentemente, pueden utilizarse las medidas de | N
dispersion que no imponen la condicion de que ser

dptimas. Asi, por ejemplo, puede calcularse la desviacién media En efecto, como
respecto de la media aritmética,

. ., o
ilx-~i|n. (x,-X)'=x}-2x,X+X°
= ' podemos expresar

N .

- =
S0 -FPn, S B3
, g2 ==L : i_i=xxin1 x Z‘fni
Dx 2Dy, N TN
K

pero entonces,

2
Dado que el promedio por excelencia es la media aritmética, B Ex i

vamos a ofrecer en el siguiente epigrafe las propiedades mas relevantes N
de su medida de dispersién absoluta, la varianza, dejando para un
epigrafe posterior el estudio de las medidas de dispersién relativas
tanto de la media como de la mediana.

AN
. N .
. _€101no propiedades mds importantes de esta medida de
dispersién podemos destacar las siguientes:

' ) . e e s 1) La varianz: i ; . ;
53 Propiedades de la varianza. La desviacion tipica. i 1) La varianza de una variable es siempre 110 negativa. La
demostracién es inmediata a partir de su expresidn, pues como
Tal y como se ha demostrado en el epfgrafe anterior, la ) _
varianza es la medida de dispersion éptima para la media aritmética. Si (x;-X)"20; n,20; N20; i=12,.,k
los cilculos han de hacerse manualmente, suele utilizarse la expresion, se tiene que

& —\2
2. (% -X)"m,
s?=il— >0

N
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Obsérvese que Unicamente en el caso de que X; -x=0V1i,
i=1,2,..k, serd s>=0, y asf, s6lo cuando la variable tome un inico
valor, que légicamente coincidird con su media aritmética, podré ser
nula la varianza de dicha variable.

2) Si a todos los valores de la variable les sumamos (0
restamos) una constante, la varianza de la nueva variable
coincidird con la varianza de la variable original. Es decir, si

Y=X+a, donde a es una constante, entonces s?‘Y = s?c .

En efecto, dado que

y=X-+a

tal y como se ha demostrado en el segundo epigrafe del capitulo
anterior, al ser

k
3 (¥,-) 0
i=l

N

2
Sy =

podemos expresar:

k k
S(x, +a-[K+al)’n, Y0 -%) N

=l _ i=l .

L —\2
) Zl,(yi_Y) ni
gy == = = =8
Y N N N %

Asf, puesto que la varianza de la nueva variable Y es la misma
que la de X, para cualquier constante, podemos afirmar que la varianza

es invariante frente a cambios de origen enla variable.

: 3) Si todos los valores de la variable se multiplican, (o
| dividen) por una constante, la varianza de la nueva variable es
igual a la varianza de la variable original multiplicada por el
; cuadrado de la constante. Bs decir, si Y=bX, donde b es una

constante, entonces s% =b’s% .
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En efecto, dado que
y=bX

tal y como se ha demostrado en el segundo epigrafe del capitulo
anterior, al ser

X —\2
_ 2. (¥ YY)
2 i=l
Sy =—————
Y
N
podemos expresar:

k =2 k —\2 k 2
23 ¥) g X% -bX) ;bR (x -X)
2 =l . i=l — i={ bZS2

Sy = =

N N N X

Asi, puesto que la varianza de la nueva variable Y no es la
misma que la de X, salvo que la constante sea la unidad, podemos

afirmar que la varianza no es invariante frente a cambios de escala
en la variable.

Conjugando esta propiedad con la anterior, se tiene que si se
realiza simultdneamente una cambio de origen y de escala en la
variable X, tal que Y:a‘+QX, entonces,

2~ 1.2.2
sy =b”sk

cambios de origen y escala estriba en la posibilidad de facilitar los
célculos, aspecto que podemos poner de manifiesto en el siguiente
supuesto.

Nuevamente debemos resaltar que la utilidad préctica de los

iplo 5.3.1. Consideteinos el salarlo dhual de cada una de las 1
sonas qus Viehen cofiformando nuestro colectivo objeto de estudio, |

t | |
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que se especlﬁc_ en el eje
e 1a que, se’ oﬁece
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: ]31 C'ﬂGlﬂO de 1’1 V’manza ’L paitu de los va101es que t01m laj

- variable X puede hacetse-de varias formas. “En. primer’ lugar; como: se;

ha de obtener la media aritmética, podemos afiadir 3 la'tabla. antemoxi
una columna que recoja el ploducto de-cada va101 dela’ Vﬂll'lble por su: !
. frecuencia, aunque ‘ya conocemos que “dicha’ media’es: 3050000 ptas.,
tal y como se muestra en el ejemplo 4,2.4. “Acello afiadirémos ofra que:
indique la diferencia entre cada valor de Ja variable \y- su- mecha: ‘

“aritmética, -cuyo valor ascenderfa a 3050000 pt’lS tal ¥ como- se:
muestra en el mencionado eJemplo vy otla que vecoja cada una de estas’

'dlfelencms al, cmdmdo 1nult1p11mdas pm sus 1especL1V’1's;ﬁecuenchs,f ‘ 4 de1nasT§:anlfielclolz?lliqutlfeosgglgcdeaild;; (E?df ,11 h ml[il a ﬁgnmltwlq
cto de cac valor de la

: poi lo que’ h vm'&im del swlmo’ p’ua esms 15 pe1soms esf
?665000000000 (seiso1entos sesenta y cmco 11111 mlllones) pt'\s t'\l y
como se ha obtemdo 'mtemolmente‘ g
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. poi? : o queh varianza; .de
665000000000 ptas*,, tal'y como

- Ahora bien, si construimos una nuey
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También, al igual que al analizar la media aritmética, debemos !
abordar la determinacién de la varianza de una variable, cuando ésta se ;
considera a través de una composicion de poblaciones. En este
sentido, sea una poblacién P de tamafio N, formada por varias
subpoblaciones Py, P, ..., Pp, de tamafios N), Na, ..., Ny, siendo
entonces

m

N=X.N;

J—

y sea ny, i=1,2,..k, j=1,2,..,m, el nimero de elementos que en la
subpoblacién Pj alcanzan el valor x; de la variable X. Asi, para la
poblacién P, el nimero de elementos que toman el valor xi, nj, es
precisamente -

m

=y 1 i
j=L

Bajo el supuesto de que la variable no se agrupa, simplificando
entonces la presentacién, podemos especificar su distribucién de
frecuencias mediante la siguiente tabla:
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LA VARIABLE X
P, P, Py P P (TOTALES)
X1 1y nya LNy Nim ny
X2 Ngg Nyo .. g ... N2m Ny
X 1) Ny o i Dim Ili‘
Xi D) Nio ce g Dgem N
TOTAL | Ny | Ny | . Nj.. | Na -

La media y la varianza de la variable X en la subpoblacién j,
')Ej ,j=1,2,..,m, se pueden expresar

k
innjj

mientras que la media y la varianza de dicha variable para la poblacién
P vienen dadas por

an

X=22_
N
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k

3 (x; -X)n,

S2 — i=1
N

Ahora bien, dado que

Z(x —X; ) n; ~Z(x —X+X— )‘i) n =

i=l1 i=1

k ' k
=§@rmf%+&rif§%—u§—@§m—@m=

_ k —\2 —2
—g(xi—x) n - (X; —X)"N,
al ser:

E(x -x)nu—an —xZn =X;N; —xN; =N, (X, -

i=l

y puesto que
& = \2
2% =X ) ny=sN
i=l
a partir de
X —\2 _ X — \2 —\2
Z}(Xi —X) 0y “E,(Xx —X;) 4+ (X -X)N;
podemos expresar

k
—\2 2 —=\2
gf(xi —X) 0y =8Ny +(X; —X)"N;

Yy entonces:

X)
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m

i(xi—i)zn Z(X —-X) 211

2 =

ZZ(X —X)'ny

J—[ i=1

s
N N N

m

ZN 57 %Njczj—i)z
LF
N N

De esta forma, se tiene que la varianza de la variable X en la
poblacién P, puede expresarse:

m

YNgsT LN -X)’
_ =l j=1
N N

2]
1S

esto es, la varianza de la variable X en la poblacién es igual a la media
aritmética ponderada de las varianzas de cada una de las
subpoblaciones, més la varianza de las medias de cada una de dichas
subpoblaciones, donde tanto la ponderacién en el primer caso, como la
frecuencia en el segundo, es precisamente el nimero de elementos de
la subpoblacién.

N

i E]emplo 5 3.2.. Cons1delemos nuevnnente los supuestos especnﬁmdose
§ en el 6_]61111)10 “_21.7 En el ]IllSan se. nos oﬁeCIa la 1nf01ma010n 1el*1t1va
i ol

[

{.._;_\_
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. Totdl de -
pe1sonas por”
comumd'ld
‘,de s

. n_acmnento ,

f”supongamos que el higﬁ‘- ‘
~las cineo pelsonas que Haciefon en And'llucm tienen una'mecha de 1, 81

de oftecet 1a tabla‘a 1teuor el 05 iridic 'ﬂqué;

- Itjos 'y uta varianza: de 176 hlJOS ; quelas 3. que. To. 11101e10n en’
Exttemadma, tenen 1 hijo poi término medio, con tifia varianza de,
0,666 hlJOS que las cinco qtie nacieron en la-Comunidad de Maduid, |
. tienen una media de 0.4 leos ¥y ufia varianza de 0.24 hijos? ¥ que los
dos que o Dicieronen la Comunidad Valenciana, iénen t'unblen ik 111JO

‘ ambien ey posmle especiﬁc_al 1‘

por. teuninq mecho, con ina v"uttanza nitla: BZiJO este: ntievofsupuesto

’lililllZ’l de la vzui'lbl numelo de

185

anos es I. 29 hlJOS

Parece pues que la varianza, que es una medida de dispersién
absoluta éptima para la media aritmética, redne ademds un conjunto de
propiedades que la pueden hacer muy dtil. Sin embargo, tiene un gran
inconveniente, y es que no viene expresada en las mismas unidades en
las que lo hace la variable, sino en dichas unidades al cuadrado. La
solucién que proponemos ante esta situacién es tomar la rafz cuadrada
positiva de la varianza; esto es,
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A esta medida la vamos a conocer como desviacion tipica o

desviacion estandar, s, y entonces, la desviacién tipica de la
variable X se puede especificar:
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Las propiedades de la desviacin tipica, que se desprenden
directamente de las de la varianza, son las siguientes:

1) >0, pues se ha despreciado la solucién negativa de la raiz.
2) Si Y=X+a, donde a es una constante, entonces sy=sx.

3) Si Y=bX, donde b es una constante, entonces sy ={b|sy,
pues si b fuese negativo, si no se considera el valor absoluto, la
desviacién tipica de Y serfa negativa. Al conjugar esta propiedad con
la anterior, se tiene que si Y=a+bX, entonces sy = b |sy .

Ademis, la desviacién tipica viene expresada en las mismas
unidades en las que lo haga la variable objeto de estudio.

Sin embargo, atn siendo este ltimo aspecto una notable
ventaja sobre la varianza, se sigue presentando el problema de
interpretar adecuadamente su valor. Asi, una desviacién tipica de 1.06
hijos, ;se puede considerar grande? o, por el contrario, es pequefia?.
Obviamente, habrd que compararla con el valor de la media aritmética,
pues si dicho valor medio es 20 hijos, 1.06 es pequefio, pero si éste es
2 hijos, entonces es grande.

Y no sélo eso, sino que ademds, si se pretende comparar la
dispersién que con respecto a sus medias presentan dos o mds
distribuciones de frecuencias, si la desviacidn tipica en una de ellas es

1.06 hijos, en otra es 9.83 cm. (+/96.556), y en otra es 815475.32 ptas.

(4/6.65-10"), es imposible comparar estas desviaciones tipicas, pues
vienen expresadas en distintas unidades.

Para resolver ambos problemas, vamos a considerar una
medida de dispersién relativa, el coeficiente de variacién, que va a ser
especificada en el siguiente epigrafe.




