PROBLEMA TROZADO
Estimacién Densidades Diametro-Altura

Informe de Avance No.5

1. Equipo

Patricio Corvaldn (responsable)
Raul Gouet

2. Objetivos

Estimacién de densidades bivariadas Altura-Didmetro a partir de datos de inventarios.
Se consideran dos estrategias:
1 . Modelo paramétrico basado en la distribucion Sgp de Johnson y

2 . Estimadores no-paramétricos de tipo kernel bivariados, con suavizamiento maxi-
mal.

3. Datos

Disponemos de 5 sets de datos reales, proporcionados por la empresa Cia. Forestal de
Chile, que seran denominados chilel, chile2, chile3, chile4 y chile5. Estos corresponden a
mediciones de altura y DAP para la totalidad de los arboles en las unidades muestrales de
5 inventarios forestales. La informacién resumida se presenta en los siguientes graficos.
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Figura 1. Histograma datos archivo chilel
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Figura 2. Histograma datos archive chile2
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Figura 3. Histograma datos archive chile3
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Figura 4. Histograma datos archive chiled
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Figura 5. Histograma datos archivo chile5

4. Modelo de Johnson

El modelo Sgp de Johnson fue usado por primera vez para ajustar datos de diametro v
altura, por Schreuder y Hafley (S&H) (1977). El vector aleatorio (Y7,Y>) tiene ley Sggp

51
”

Y 1
Z1 =7 -!-511!1'8{1 11,]1 £y =‘rz+52195{1 21,2]
= =

son v.a. normales standard, con coeficiente de correlacién p.

Sean ), H las variables diametro y altura respectivamente. Entonces, se define

D - ¢ }.E:H'fz

T[)-1 = Jﬁl 3 }lz

donde £;, €2 son los valores minimos y A;, A2 los rangos del didmetro (D) y la altura
(H ), respectivamente.

Estimacion

De acuerdo con S&H, el ajuste del modelo de Johnson se hace como sigue:

1 . Estimar los parametros de las distribuciones marginales.
2 . Transformar los pares de observaciones a desvios normales standard.
3 . Estimar el coeficiente de correlacion entre los desvios normales.

Se sabe que no existe solucion cerrada para los estimadores maximo verosimil de los
parametros £, A, 7,4, pero éstos pueden ser calculados por métodos iterativos.

Es recomendable asignar al parametro £ los valores {; = 0 (diametro minimo cero)
y {2 = 1.3 (altura minima 1.3 mts., donde se mide el DAP). Ademas, es razonable que
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(&i+Ai),t = 1,2 supere al maximo de la variable correspondiente. Asi tenemos el siguiente
procedimiento: buscar iterativamente el EMV de A; usando los EMV condicionales de ~;
y &;, de manera que (&; + A;) supere al méximo de la variable que corresponda.

Siguiendo la notacién de S&H, los EMV condicionales de los pardametros v y 4 se
calculan como sigue:

Yi = i &; = s
L 8§
donde
. Lo N 7 5 ..
fi==3 fin si==3 (fii—F)' fis =log(:7=),
j=1 =1 ’
e B _ ,
Yij = ( ui {E:‘}s z1j=Dj, zj;=H;, i=12, j=1,.,n
i

Finalmente, p se estima calculando la correlacion muestral de los valores z. Es decir,

n
. 1
= E Z11Z924
L 1
=1

donde
Yij )
1 —yi;

zij = i + b; log(

Para la estimacion de A se procede a maximizar la funcién de verosimilitud, que esta
dada por

L

n n
1 . B 1 22 ay e ;2
L[}m}*z} = HP[ZIj,sz;p{Al,lz}:] = H 2—3 zﬁi{ PR IR TE ey
m
=12 N (=~ 2021, 20,4 23,)

i=1 i=1 2my/1 = p?
=(@2ry/T=p?) " i

- 1 -__? - ?r:‘: 5 +".\_‘:2
21-p% 1 TER QL R 2, gy

= (2m4/1 — p?) e j=1 i=1 1=1
_l 1 n—imn 2-'-1’1‘

= (2ry/1— pf) e TR rInen)

—_ {Eﬂﬁﬂl—pz}dneun

Se observa entonces que la verosimilitud es una simple funcion creciente de p.

Para estudiar como p depende de A, se grafico la superficie correspondiente a la
funcién p(A1,Az). En la figura 6 se observa que la correlacién varia poco con Ay y Az, a
partir de valores poco superiores a los maximos de las variables respectivas.
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Se puede verificar empiricamente que no tiene sentido maximizar p o L como funcién
de Ay y Az puesto que los maximos se alcanzan en valores absurdos. Por ejemplo, para
el archivo de datos chile 1, la mdxima verosimilitud se alcanza en A; = 8346175 v
Az = 198039; para chiled se obtiene A; = 104975 v A, = 131.9, etc.

Un parametro importante en el ajuste del modelo Sgg es ¢ = pd; /. Cuando
0 < ¢ < 1, la derivada de la regresién mediana, definida como

Aol

= (Bfa=2)¢ +0

donde # = exp((py1—72)/d2), no tiene derivadas en los extremos y por lo tanto, el modelo
carece de interés practico. Entonces, para datos de didmetro-altura deberia imponerse
la restriccidén ¢ = 1.

Tenemos asi la siguiente estrategia de estimacién: calcular los EMV condicionales
de los pardmetros v,4; estimar p por correlacion empirica vy finalmente, estimar los A
buscando valores cercanos a los didmetros y alturas méximas, tales que ¢ > 1. Las
estimaciones de A; y Az se obtienen resolviendo el problema de optimizacién

min = A; + A saa, @A, A) = 1
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Resultados

Los resultados finales de estimacién de pardmetros del modelo de Johnson, para los cinco
archivos de datos, se presentan en la tabla 1.

Archivo (41,%2) (d1,02) (A1, Az) p @

chilel 0.65, -2.03 3.02, 1.27 79.7,37.6 0.421 1.000
chile2 -0.79, -2.12 2.19,1.25 60.36, 36.3 0.570 1.000
chile3 -0.10, -1.29 1.68, 1.19 39.31, 22.8 0.709 1.000
chile4 7.10, -1.74 4.24, 1.7 238.6, 41.8 0.406 1.000
chile5 2.16, -2.73 4.36, 1.80 100.8, 37.3 0.413 1.000

Tabla 1. Estimaciones modele Sgpg

En la figuras a continuacién se puede apreciar grificamente el resultado de la esti-
macion del modelo Spp. Los puntos representan los pares (DAP, altura total); la linea
continua es la funcién de regresion mediana del modelo Sgpg; las cruces (+) corresponden
al modelo de regresién usado habitualmente en las empresas: H = ae %/V7; las figuras
elipticas son las curvas de nivel de la densidad estimada.
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5. Modelo no Paramétrico

El objetivo de la estimacién no paramétrica de densidades de probabilidad es reconstruir
la densidad a partir de datos muestrales, haciendo un minimo de supuestos sobre su
forma funcional. En la practica, se trata de suavizar la ley empirica usando una familia
flexible de funciones.

Estimadores de Kernel

El estimador de kernel, para una densidad de probabilidad sobre IR se define como

flz) = %;K(x‘h_l)

donde Xi,..., X, son los datos muestrales (v.a. iid con densidad f); K es una funcion
llamada kernel o nicleo, que integra a 1 y h es un pardmetro de suavizamiento.

En este trabajo interesa la estimacién de la densidad de probabilidad conjunta de
las variables diametro-altura.

En el caso bivariado, el estimador de kernel tiene forma general dada por

: 1 < i fXi-=
fe = ik (1 (5 20)
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donde X;,Y:, 1 = 1,...,n es la informacién muestral bivariada; H es una matriz de
suavizamiento; |H| su determinante y K un nicleo bivariado que integra a 1.

Epanechnikov (1969) escuentra el kernel 6ptimo en el caso de estimadores del tipo

1 = X;‘ -0 }); ==
= K K
fz,9) nhyhg ; ( ha ) ( ha )

Para ello minimiza el error cuadrédtico medio integrado. Es decir

f E(f(z,9) — f(z,y)) dady

La bisqueda del kernel se reduce a un problema de optimizacion (calculo de variaciones
con restricciones) cuyo resultado es

3 3z

k@)= (175~ g5 Lo

Sin embargo, existen otros nicleos, ampliamente usados, cuya calidad es muy cercana al
éptimo presentado arriba. Tal es el caso del niicleo gaussiano, dado por

Grado de Suavizamiento

Un problema importante en la estimacién no paramétrica de densidades es la eleccion de
los parametros de suavizamiento. Un alto grado de suavizamiento puede ocultar carac-
teristicas finas y por el contrario, poco suavizamiento puede hacer aparecer caracteristicas
esplireas. En general, a mayor tamano muestral se requiere menos suavizamiento.

Hay mucha literatura sobre la eleccién automética de los parametros de suaviza-
miento. Entre los métodos més importantes se puede citar el uso de familias paramétricas,
v las técnicas de validacién cruzada. Sin embargo, ambos enfoques tienen serios incon-
venientes.

Terrel (1990) propone un nuevo procedimiento, llamado de suavizamiento maximal,
que consiste en escoger el mayor grado de suavizamiento, compatible con una estimacion
de la escala de la densidad.

En general, la teoria de pardmetros 6ptimos de suavizamiento se complica bastante
en el caso multidimensional. Sin embargo, el principio de suavizamiento maximal de
Terrel conduce a resultados directamente aplicables.
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Suavizamiento Maximal

El principio de suavizamiento maximal se describe en los siguientes términos:

1. Se considera un estimador de kernel bivariado f, dependiendo de una matriz H
de suavizamiento.

2. Se calcula H de manera que se minimice el error cuadratico medio integrado
asintético, obteniéndose como resultado una expresién donde interviene la densidad
desconocida f.

3. Se escoge una medida de escala T(F) (por ejemplo la covarianza) asociada a la
distribucién bivariada F, de densidad f, y se maximiza cierto funcional de H sujeto a
T(F) = T(F), donde F es la distribucién empirica.

El resultado de la estrategia descrita es el siguiente: la matriz de suavizamiento
maximal H satisface la ecuacién

HH = Cszfm,y]dxdy Y3

donde C' es una constante independiente de K y ¥ es la matriz de covarianzas muestrales.
Si K es esféricamente simétrica, entonces K es funcién sélo de HH'. Tal es el caso,
por ejemplo, del nicleo gaussiano

1 e34ul

Kl{z,y) = o€

v del niicleo de tipo Epanechnikov

K{I:yj =T

Reduccidon del Sesgo

Los estimadores de kernel son sesgados pero existen algunas técnicas orientadas a dis-
minuir el sesgo, que en el caso univariado tiene una expansion asintotica formal del tipo

= WfEe) [,
o) f'u, K (u)du

i=1

Un método usado para reducir sesgo consiste en escoger K tal que [u?/ K (u)du = 0 para
F=1...k—=1% fu“f({u}du # 0. Sin embargo, este enfoque produce densidades nega-
tivas (lo que puede corregirse) o bien, reduce el sesgo sdlo cuando la densidad subyacente
f no tiene caracteristicas interesantes o cuando la muestra es enorme.

11



Alternativamente, Ruppert y Cline (1994) proponen en un reciente articulo una
técnica basada en una transformacion de los datos. En lugar de estimar f, se estima la

densidad
dg 2

dy

donde g es una transformacién creciente y bastante regular. Esto equivale, por cierto, a

frv) = fla7'(v))

trabajar con la muestra ¥; = ¢(X;) i =1,...,n.

-

Posteriormente, se recupera f aplicando la transformacion inversa, es decir

& . dg

folz) = fy (g{ﬂflg_,;

Ruppert y Cline sugieren usar g = F', donde F' es un estimador regular de la distribucién
F. Por ejemplo

P = [ fee

donde f es el estimador habitual de kernel de f. La idea del método parece logica ya que
si F' estd cercana a F, entonces las v.a. Y; serdn aproximadamente uniformes en [0,1] ¥
dado que las derivadas de la densidad uniformes son nulas, el sesgo deberia ser pequeno.
De hecho, los autores demuestran que el error cuadratico pasa de O(n=1/%) a O(n=%/%),

Actualmente se trabaja en la generalizacién de los resultados de Ruppert y Cline al
caso bivariado.

Aplicacion

Los resultados tedricos presentados mas arriba son aplicados a los datos contenidos en
los archivos chilel a chile5. Usamos el nucleo de Epanechnikov esféricamente simétrico

z 2 z? + y?
K(z,y) = i (1 -6 ) Lie2pyr <o)

con suavizamiento maximal H, dado por

625

HE" = (m) fﬁ'z{m,y]dmdyﬁ

Resultados

En las figuras 13 a 17 se presentan las curvas de nivel del modelo no paramétrico para
los archives de datos chilel a chile5. Las cruces corresponden a la funcidn de regresion

usada por las empresas: H = aeBIVE
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Figura 17. Archivo chile5. Curvas de Nivel Modelo No Paramétrico

Discusidon

La comparacion visual de las curvas de nivel, para los dos modelos estimados, sugiere
un mejor ajuste en el caso no paramétrico. Sin embargo, es necesario disponer de datos
que permitan verificar que el modelo no paramétrico produce mejores resultados que los

"simuladores de inventario™ actualmente en uso. Esperamos contar con dicha informacion
proximamente.
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