VNDZY R VECTORES EN EL ESPACIO
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Problema 1

B Halla el area de este paralelogramo en funciéon del angulo o:

5cm Area = 8 - 5 sen o = 40 sen o, cm?
o
8 cm

B Halla el area de este triangulo en funcion del angulo f:

absen om?

Area tridngulo =

Problema 2

B Halla el volumen de este paralelepipe-
do en funciéon de o yde p.

Area base = 40 sen o,
Altura = 10 cos

Volumen = 400 sen o cos  cm?
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B (Cual sera el volumen de un paralelepi-
pedo de aristas a, b, ¢, tal que las dos
aristas de la base formen entre si un an-
gulo o, y las aristas laterales formen un
angulo  con la perpendicular?

Volumen = a b ¢ sen o cos

Problema 3

B Halla la diagonal de un or-
toedro cuyas dimensiones
son: c=3cm, b=4cm y
a=12 cm.

Diagonal = V32 + 4% + 122 =
= V169 =13 cm

B Escribe la expresion general de la diagonal de un ortoedro de aristas a, b y c.

En general: Diagonal = Va? + b* + ¢?
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1. La propiedad a- (b - 7) =(a-b)- v relaciona el producto de nimeros por vec-
tores con el producto entre nimeros.

a) De los cuatro productos que aparecen, ¢cudles son del primer tipo y cuailes
del segundo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3,b=-2y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.

P - - -
a) Producto de nimeros por vectores: b-v; (a-b)-v; a-(b-Vv)

Producto entre nimeros: a - b
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Da-(b-vV)=3 (=2V)

(@ b)-v=—-6v

} 3.(<2v) = —6v

. d d —> . _
2. La propiedad (a+b)-v=a-v+b-v relaciona la suma de nimeros con la su-
ma de vectores.

a) De las dos sumas que aparecen, cual es de cada tipo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3,b=5y v un vector cualquiera
representado sobre el papel.

a) Suma de nimeros: a + b

- —
Suma de vectores: av + bv

B (a+b) v =8v
v V%}87=37+57

- > -
av+ bv=3v +5v
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1. Si u(=3, 5, 1), v(7, 4,~2), halla las coordenadas:
a) 24 b) OV o-u
d2u+v u-v ) 5u—3v
D20=2(3,51) = (-6, 10,2
£)0 - V=10, 0,0
O —U=—(3,5,1=(3,-5 -1
D20 +V =235 1+, 4 -2 =(1, 14, 0)
OU-V=(3,51-(,4-2)=(10,1,3)
) 50 -3V =5(3,5, 1 =37, 4,-2) = (=36, 13, 1)

2. Sean los vectores ;((1, _SQZ)’ ?(3, 4$_12’ ?(6, 3,-5), %(24, —26,—6). Halla a, b,
¢ para que se cumpla: ax + b?+ czZ=w

a(l,-5,2) + b(3, 4, -1) + c(6, 3, =5) = (24, 26, -6)
(a+ 3b+ 6¢c, =5a + 4b + 3¢, 2a — b — 5¢) = (24, =26, —6)
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a+3b+6¢c= 24 1 3 6
—Sa + 4b + 3¢ = =26 -5 4 3| =-92
20— b-5¢c= -6 2 -1 -5
24 3 6 1 24 6
26 4 3 -5 =26 3
ye -6 -1 -5 =_552=6;b= 2 -6 -5 _184
—92 -92 —92 -92
1 3 24
-5 4 =26
. 2 -1 -6 _ 368 _ 4
-92 -92

Solucion: a =6, b=-2, ¢=4, es decir, 6% — 257+ 47 = w.
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1. Dados los vectores u 5, -1, 2), 7(—1, 2, -2), calcula:
a)u-v b [ul y [V] SICED
d) Proy. de u sobre v y proy. de v sobre u.

e) ¢Cuanto ha de valer x para que el vector (7, 2, x) sea perpendicular a u?
DU-V=-5-2-4=-11
b) || = V25 + 1 +4 =30 =548

V| =Vi+4+4=v9=3

- -

LN u-v 11 LN
c)cos(u, v) = W = \/370 B =-0,669 — (u,v)=132°1" 26"
ul |v .
u-v
d) Proy. de U sobre V= H = % = -3,67

. - - . . - .
Significa que el vector proyeccion de u en la direccion de v tiene médulo 3,67 y
sentido contrario al de v.

el
<l

Proy. de V sobre U = = —2,008

3
(e} —_

]

(5, 1,2 -(7,2,0=35-2+2x=33+2x=0 — x=_—23

2. Obtén tres vectores perpendiculares a v que no sean paralelos entre si: v(3,2,7)
Un vector, ﬁ)(x, ¥, 2), es perpendicular a 7(3, 2,7) si: u-v= B3x+2y+72=0

Por ejemplo: (0, -7, 2); (-7, 0, 3); (=2, 3, 0)
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3. Halla un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados:
us,-1,2) v(-1,2,-2)
Quer_e)mos hallar las coordenadas de un vector g)v(x, ¥, 2) que sea perpendicular a u
ya v:
wlu = 5,-1,2) (X, 9, 2)=5x—y+2z=0 }
WiV = -1,2,-2)+(x,y,2)=—x+2y—-22=0
Este sistema tiene infinitas soluciones proporcionales. Una de ellas es x=-2, y=8, z=0.

Es decir, el vector buscado puede ser (-2, 8, 9) o cualquier otro paralelo a él.

Pagina 144

1. Halla el producto vectorial de 1_1>(3, 7,-6) y 7(4, 1, -2).

UXV=037 -6)x(41,-2) = (-8, 18, —25)

2. Halla un vector perpendicular a 1—1>(3, 7,—6) ya 7(4, 1,-2).

UXV = (3, 7, -6) X (4, 1, =2) = (=8, =18, —25) o cualquier vector proporcional a €.

3. Halla el area del triangulo determinado por los vectores: u G,7,-6) vy 7(4, 1,-2)

Area del paralelogramo determinado por u y V-

[UxV|= |3, 7,-6) x4, 1,-2)| = |(=8, -18, —25)| =

=82+ 182 + 252 = V1013

V1013
2

Area del tridngulo = = 15,91 u?
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1. Halla el volumen del paralelepipedo definido por u(3,-5,1), v(7,4,2) y w(0,6,1)

3 51
[U,v,wl=|7 4 2| =53 — Volumen =53 u?
06 1

2. Halla el valor de x para que los vectores 3(3, -5, 1), 7(7, 4,2) y 7(1, 14, x)
sean coplanarios (es decir, que el volumen del paralelepipedo determinado
por ellos sea cero).

3 51
7 4 2| =47x=0 — x=0
1 14 x
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Dependencia lineal

Dados los vectores u(3, 3, 2), v(5,-2, 1), w(l, -1, 0):

a) Halla los vectores u-2v+ 37&7, —2u+ v—4w.

b) Calcula a y b tales que U=av+bw.

D U-2V+3w=(3,32-265-2D+3(1,-1,0 = (-4 4,0
22U+ V-Aw=-2(3,3,2) +(5,-2, 1) - 4(1, -1, 0) = (=5, 4, -3)

b) (3, 3,2 =a(5, -2, 1)+ b1, -1,0) = (5a + b, -2a - b, a)

3= 5a+b| b=-7 oL
3=2a-b ; b=-7} Solucion: a=2, b=-7, esdecir: u=2v-7w.
2= a a= 2

Comprueba que no es posible expresar el vector 2(3, -1, 0) como combi-
nacign _l)ineai de u(1,2,-1) y v(2,-3,5). ¢(Son linealmente independien-
tes X, uy v?

X=au+bv — 3, -1,0 =a,2 1)+ b2, -3,5)

3= a+2b 1 2 3
-1=2a-3b y A’=| 2 -3 -1 |Como |A'|=28=0, elsistema es incompatible.
0=-a+5b -1 5 0

. - o - o
Luego no es posible expresar x como combinacion lineal de u y v.

Como ran (A") = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

¢Cuales de los siguientes vectores tienen la misma direccion?

2(1,-3,2) b(2,0,1) <c(2,6,-4 d(5-1510)  €(10,-30,5)

- - - .
a, ¢ y d, pues sus coordenadas son proporcionales.

Comprueba que cualquiera de los vectores ;(1, 2, 3), B(Z, 1, 3), 3(1, 0,1)
puede expresarse como C.L. de los otros dos.

a=xB+yc = (1,2,3)=x(2,1,3) +p(1,0, 1

L=2x+y y=-3 - - -
2= x x= 2 , Portanto: a=2b -3¢
3=3x+y | y=-3
De aqui, también obtenemos que: B>=%E>+%Z ?=%Z+%B}
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5 Halla, en cada caso, todos los valores de m, n y p tales que mu+nv+ p;)v =0:
a) (3,0, D, v(1,-1,0), W(1,0,1)
b) l_i(la _17 0)7 7(1a la 1)3 ‘T)V(z’ 0, 1)

aym@3,0, D+ n,-1,0 +pd,0,1)=(,0, 0)

3m+n+p=0 3 1 1
-n =0, A=({0 -1 O
m  +p=0 1 0 1
Como |A|=-2#0, laUnica solucion del sistema es: m =0, n=0, p=0

(Luego u, v y w son linealmente independientes).

b)) m(1, -1, 0) + n(1, 1, 1) + p(2, 0, 1) = (0, 0, 0)

m+mn+2p=0 1 1 2
-m+n =0pA=[-1 110
n+ p=0 0 171

|[A|=0 vy ‘_01 H =-1#0; luego ran (4) = 2.

Resolvemos el sistema:

-m+ n =O} m= n

} Soluciones: m=A, n=2»A, p=->A
n+p=0 p=-n

O Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
s de vectores:

a)ud,2,1), v(-1, 0, 3), w(l, 2,-1)
b) 2(1,2,3), b(1,4,11), <(1,1,-1), d(0,1,4)
A u1,1,0), v(1,0, 1), w(5,2,3)

1 2 1
a)|-1 0 3| =-4=#0. Luego 3, 7, W son linealmente independientes.
1 2 -1

b) Al ser cuatro vectores en IR3, son linealmente dependientes.

- 5 -5 . .
= 0. Portanto, u, v, w son linealmente dependientes.

9]

1 10
1 01
52 3

o Determina k para que los siguientes conjuntos de vectores sean linealmen-
s te dependientes:

a) ﬁ)(k, _3, Z)a 7(27 3’ k)’ ;)‘7(4a 6, _4)
b) u(3, 2, 5), v(2,4,7), w(l,-1, k)
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k -3 2
A |2 3 k| =-6k*-24k-24=-06k+4k+4) =-06k+2?=0 — k=-2
4 6 -4
Si k=-2, los vectores son linealmente dependientes.
3 2 5
b)|2 4 7|=8k+5=0 — Ie=_?
1 -1 &

5

Si k= _?, los vectores son linealmente dependientes.

8 ¢Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son una base?

S
A4={1,2,1), (1,0, D), (2,2, 2)}
B={1,1,1), (1,0,1), (1,1, 0), (0,0,1)}
C= {(_3, 2’ 1)’ (1’ 2’ _1)’ (1’ 07 1)}
A=11,2,D, (1,0, D, (2,2,2)
Como (2,2,2)=(1,2, D +(,0, 1), los vectores son linealmente dependien-
tes. Por tanto, no son una base.
B={1,1,D, (1,0, 1D, (1, 1,0, (0,0, D}
Al ser cuatro vectores en IR3, son dependientes, luego no son una base.
C={(3,2,1, (,2,-1, (1,0, D}
-3 2 1
1 2 -1|=-12#0 — Los vectores son linealmente independientes.
1 0 1
Un conjunto de tres vectores de IR3, linealmente independientes, son una base de IR3.
9  ¢Para qué valores de a el conjunto de vectores S={(1,1,1), (a,1,1), (1, a, 0)}
S esunabase?
Como son tres vectores de IR3, formarin base cuando sean linealmente indepen-
dientes:
1 1 1
_ 9 _ _ / a=0
a 1 1l|=a"-a=aa-D=0=___ _4
1 a O

Por tanto, § es una base cuando a#0 y a# 1.

Producto escalar
10 En una base ortonormal tenemos 5}(1, 2,2) y b (-4, 5, -3). Calcula:

a) a- l_; b) |5)| y |B | J) (Z s B) d) La proyeccion de l_; sobre a.
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Da-b=(1,22 (45 -3)=-4+10-6=0

b |2l =v1Z+22+22 =9 =3

5] = N+ 57+ (3 =50 = 5V2 = 7,07
N S
¢)Como a-b=0 — (a, b)=90°

- o
a-b
d) Proyecccion de b sobre a = |_>| =0
a

m Dados los vec_t)ores_:> a=1i+ mT+ ky b=—27+ 4?+ mT)(, halla m para que
los vectores a y b sean:

a) Paralelos. b) Ortogonales.

21, m, 1) B2, 4, m)

DA b=, m1) (=24 m=-=2+4m+m=5m—-2=0 — m=%

12 Halla la proyeccion del vector u (3, 1, 2) sobre el vector v a, -1, 2).

- -

u-v _
Proyeccion de U sobre v = —— = S-1+4 -6 . V6 = 2,45
IVl N2+ cn2+22 A6

13 :Son Z(l, 2,3) y B)(Z, —2, 1) ortogonales? Si no lo son, halla el angulo que
forman.

a- B) =(1,2,3-2,-2,1)=2-4+3=1#0 — mno son ortogonales.

Si llamamos o al angulo que forman, entonces:
-
a-b 1

cosoL =S5 =

2] 5] V14

= 0,080 — o =84° 53" 20"

14 cCalcula m para que el vector a (1, 3, m) sea ortogonal al vector B (1,-2, 3).

21b - 2-b=01,3m-1,-23)=1-6+3m=3m-5=0 — m=%

@ Comprueba que el vector u (1/2,1/2,0) no es uni_t)ario y da las coordenadas
de un vector unitario de la misma direcciéon que u.

2 2
|G>|=\/(l) +(l) +02=4/2 =L 21 5 T no es unitario.
2 2 N2~
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. . . . . - -
Un vector unitario de la misma direccion que u  seria:

5
ﬁ = (£ g O) También podria ser (—£ —g O)
u

Producto vectorial

16 Dados u=2i- ] +k y Ve=—i+ 3] + 2k comprueba que los vectores uxv
y VX u son opuestos, y halla su médulo.

02, -1, 1) v(-1,3,2)
Ux V= (-5, -5, 5); VX U= 5,5,-5 - _uxV
|uxv]=VE5)2+ (52 +52 =3-25 = 5V3 = 8,66

17 Halla el drea del paralelogramo que forman los vectores a(7,-1,2) y b (1, 4,-2).

Area = |axB|=|(=6, 16, 29)| = VC6)Z + 162 + 292 = V1133 = 33,66 u>

® Halla un vector perpendicular a u (2,3,1) ya v (-1, 3, 0) y que sea unitario.

=(3,-1,9
x V=32 + D+ 9% = Vo1

3 -1 9
Vo1’ Vo1 o1

Luego el vector que buscamos es:

19 Halla un vector ortogonal a Tl)(l, -1,0) vy 7(2, 0, 1) y cuyo moédulo sea V24 .

- 5 - VG _ 4B
2 2

-

=(-1,-1,2) — |ux

El vector que buscamos sera: 2(-1, -1, 2) = (-2, -2, 4)

Producto mixto

20 Halla [?1, 7, \?v] en los siguientes casos:
a) u(1,-3, 2), v(1, 0,-1), w(2, 3, 0)
b) ‘_;(37 2, 1)3 7(1’ _2a O)a V_‘>7(—4, 1’ 1)
— - —
C) u(l, 2, _1)’ V(37 0, 2)7 W(_17 4, _4)

3 2
DU, v.wl=|1 0 -1]|=15
2 3 0
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3 2 1 RN 1 2 -1
b)[u, v,wl=|1 -2 0| =-15 Olu,v,wl={3 0 2[=0
-4 1 1 -1 4 —4
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@ Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por u(l 2,3), v(—2 1, 0)
y W=uxV.

- —>

W= uxv=(1,213 x (=2,1,0) = (-3, -6, 5)
1 2 3

[Tj, ?’), wl=|=2 1 0/=70 — Volumen = 70 u?
-3 -6 5

22 Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por a(3, -1, 1), b a,7,2)

y c(2 1, —4).

- 7 - 3 11

[a,b,cl=|1 7 2|=-111 — Volumen =111 u?
2 1 —4

23 Calcula el valor de m para que 3(2, -3, 1), 7(1, m,3)y v_s>r(—4, 5,—1) sean
S coplanarios.

(SN

2 3 1
1 31=2m+8=0 — m=-4
-1

- - -
[u, v, w] =

)

w3

—4

PARA RESOLVER

24 Prueba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢), (0, 0, 1), son linealmente inde-
S pendientes cualesquiera que sean a, b y c.

1 a b
0 1 =1#0 para cualquier valor de a, b, c¢. Por tanto, son linealmente
0 0 1 independientes.

25 Dados los vectores a(1_>2 -1) Yy l_;(l 3, 0), comprueba que el vector ax b

es perpendiculara a+b ya a—b.
axb=@3,-1,1

a+b=(25 -1

a-B=0,-1,-1
G@ExB)-@+m=3-1,1D-2,5-1D=6-5-1=0
@AxB)-@-B=3,-1,1-0,-1,-D=1-1=0

- . - > o
Por tanto, a X b es perpendiculara a+ b ya a- b.
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26 a) Comprueba que el paralelogramo determinado por los vectores u u@3,-2,1
y Vv (4 3,—6) es un rectangulo.

b) Halla su area multiplicando la base por la altura y comprueba que obtie-
nes el mismo resultado si hallas |uxv|.

DU-V=@3,-2 143 -6 =12-6-6=0. Luego u y v son perpendicula-
res, y el paralelogramo es un rectingulo.
b) Base = |u| = V14

Area = V854 = 29,22 u?
Altura = | V| = V61

Por otra parte:

U x V| = 109,22 17| = V854 =~ 2922 u?

27 Dado el vector ?(—2, 2, —4), halla las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion que v.

b) Paralelos a v y de médulo 6.

| V| = V(22 + 22+ (—4)? = V24 =276
(5 2t B LR (8

26" 2v6" 26! N6 V6 6 .
(4 6 —12)

2 > 2 (6 —612)

Vo' Vo' V6

28 Halla un vector ortogonal a 1_1>(2, 3,-1) ya \7(1, 4, 2) cuya tercera compo-
nente sea 1.

Uxv=(10,-55 // (2,-1, 1

El vector que buscamos es (2, -1, 1).

@ Dados los vectores u1 2,0,0), u 4(0 1, -3), u3 = au1 + buz, ¢qué relacion
S deben cumplir a y b paraque u; sea ortogonal al vector v(, 1, 1)?

Uy = a(2,0,0) + b0, 1, -3) = (2a, b, -3b)
Para que 33 sea perpendicular a v ha de ser:

Uy-V=Qa, b, 30 - (1,1, 1) =2a+b-3b=2a-2b=0, esdecit, a=b.

30 Calcula las coordenadas de un vector u que sea ortogonal a v (1 2,3) y w
S (@,-1,1) ytalque [u, v, wl = 19.

VX w=(52 -3

Un vector ortogonal a v y a W es de la forma 5k, 2k, —3k).
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NN Sk 2k -3k 5 2 3 1
[u,v,wl=1|1 2 3 |=k|1l 2 3|=k-38=19 — /<2=E
1 -1 1 1 -1 1

Por tanto: G)(i, 1, ﬁ)
2 2

31 Dados los vectores 2(1, -2, 3), l_)>(3, 1, 1), 3(—2, 0, 1), comprueba que:
a);x(g+€)=2xf;+ axc
b) @xb)xC#ax(bxc)

(B+ ) =(1,-23x1,1,2=(7,1,3)

B C=(5,87+(=2,-7,-4) = (7,1, 3)

=(-5,8,7) x(=2,0,1) =(8,-9, 16)

x c)=(1,-2,3)x,-52)=(11,1,-3)

@ a) Obtén A para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:
S u,=(3,2,5), u,=(2,4,7), ‘_;3 =(1,-3,N)

b) l:)arg A= i, expresa el vector V= (7, 3, 15) como combinacion lineal de
u,u, y u,.

5.2 5 27
0|2 4 7| -s+27-0 5 A=
1 -3 2

b)Para A = 3, tenemos que: 1_1)1(3, 2,5) 1_1>2(2, 4,7) 33(1, -3, 3)

-

— . . . — b
Expresamos v como combinacion lineal de uy, u,, uj:

(7,3,15 =a(3,2,5 + b2,4,7) + c(1,-3,3)

3a+2b+ c= 7 3 2 1
2a+4b—-3c = 3 2 4 -3|=51
Sa+7b+3c=15] 15 7 3
72 1 3 7 1
3 4 3 2 3 -3
57 sl s s, 15 1531 s 10
51 51 17’ 51 51 17
3 2 7
2 4 3
12 7 14515
51 51 17
Por tanto: 7=§G}1+£1—1}2+£T{3
17 17 17
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- N > o > R
€0 a) Comprueba que los vectores b, =1/2(i+V3j), b,=1/2(\37-j) v b, =K
S son los de una base ortonormal de IR3, siendo i= @, o, 0), ]T>= 0,1,0) y
K= (0,0, 1.
N

b) Halla las coordenadas de T+ ]T>+ K respecto a la base 3= {b,, f;z, 33}.

2 |B = 2VE2+ (32 = 2Ni=2 -1
Byl = S V32 + (12 = 2 Vi1
|B)3|=1
BB, =L (33 -0
= D
B, B,=0
-

B, B, =0

- o o
Por tanto {b, b,, b,} es una base ortonormal de IR3.

b1, 1, 1) = x(% V3 o) +y(£, ‘—21 o) + 20,0, 1

2 2
%x+§y=1 x+\/§y=2 x+\/§y=2
gx— %y=1 Vax—  y=2 3x -3y =2\3
>=1 4x =2+2V3
_2+2V3 _1+43 yeGa_2-V3*3 5, 1+N3
4 2 2 2
Por tanto:
?+ T+ 1_<>= 1 +2\/51_))1 M s \/?BZ + 1_53, es decir:
T+ K= “2@,‘“2@,1

34 a) Determina los valores de a para los que resultan linealmente dependien-
S tes los vectores (-2, a, a), (a,-2, @) y (a, a,-2).

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

—2 a a /ﬂ= 1
la -2 6l2 =23+ 6a*-8=2a-Da+2?=0<__  _ ,
a a -

Para a=1 ypara a=-2, los tres vectores dados son linealmente dependientes.
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b) Para a=1, queda: (-2,1, D, (1,-2, D, (1, 1,-2), y tenemos que:
12,1, D-1-(1,-2,1D=01,1,-2)
Para a = -2, queda: (-2, -2 -2), (=2, -2, -2), (=2, -2, -2), y tenemos que:
1 (=2,-2,-2)+ 0 - (=2, =2, -2) = (=2, =2, -2)

@ Dados los vectores u (1 -1,2) y v(3, 1, —1), halla el con]unto de vectores
§ que, siendo perpendiculares a u, sean coplanarios con u y v.
Sea K?V(X, ¥, 2) un vector tal que:

19) Es perpendicular a U, es decir:

9,2 +(,-1,2)=x-py+2z=0

. e .
29) Es coplanario con u y v, es decir:

I PO
[u, v wl=|3 1 -1|=-x+7p+4z=0
x y z

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

X— y+22=0 X+22= ¥y | qumando: 6z=-6y — z=-y
X+ T7y+4z=0| —x+4z=-7y T ox=y-2z=y+2y=3y

Soluciones: 3\, A, =A) A #0

@ Dados los vectores a,byctalesque |a| -3, |§| =1, |E>| =4_y ;+§+3=6,
oS T
§ calcula la suma de los productos escalares a-b+b-Cc++a-c
-
Como a+b+c=0 — |5>+B>+?|=0 -
> @+b+)-@+b+D=0 >
— (a+b+c) (a+b+€>)=5>-5>+5> b+cC-C+22-b+2b-C+2a-¢C =
- - o -
= |d]2+ |B2+ |CPP+2@-b+b-c+a-c)=26+2a-b+b-c+a-c)=0
-
Por tanto: a- b+ b c+a-c =-13

37 Dados los vectores u (a,1+ a,2a), v (a,1,a) vy v_s)f(l, a, 1), se pide:

a) Halla los valores de a para los que los vectores 1_1>, v y w son linealmente
dependientes.

b) Estudia si el vector E)(S, 3, 0) depende linealmente de 17, v y w para el
caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a =0 se cumple la igualdad u- (?r X v_‘;) =0.
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I a l+a 2a , , __—as= 0
a) [u, v, wl = |a 1 a =6l—6i=6l(6l—1)=0\a= 1
1 a 1 a=-1

b)Para a = 2, los vectores u, v y w son linealmente independientes. Como son
tres vectores de IR3 linealmente indep_)endientes, forman una base de IR3. Asi,
cualquier otro vector, y, en particular ¢(3, 3, 0), depende linealmente de ellos.

Obtenemos la combinacion lineal:
Para a =2, tenemos que: 3(2, 3, 4), 7(2, 1, 2), ;)v(l, 2, 1)
(3,3,0=x(2,3,9D+y2,1,2)+ 21,2, D

2x+ 20+ z=3 2 21
3x+ y+2z=3 31 21=6
4x+2p+ z=0 4 2 1
3 2 1 2 3 1
31 2 3 3 2
102 11 9 -3 14 0 11 9 3
* 6 6 27 7 6 6 2
2 2 3
31 3
14 2 01 18 _
Por tanto E)=if1>+i7+3€>v
2 2
c)ﬁ)-(7xx?z)=[1_1>, 7, wl=0 para a = 0. Esta probado en el apartado a).

@ a) Halla el nimero de vectores linealmente independientes que hay en el
S conjunto S ={(1, 1, 1), (0, 2, 1), (2, 0, -3), (-1, 1, 2)}.

b) Un vector no nulo tiene sus tres componentes iguales. ;Puede escribirse
como combinacion lineal de los dos primeros vectores de §?

c) Determina un vector que, teniendo sus dos primeras componentes igua-
les a 1, se pueda poner como combinacion lineal de los vectores segundo
y tercero de S.

a) Tenemos que hallar el rango de la matriz:

1(1) ; 1 11 1

M= Como [0 2 1| =-8#0, ran (M) = 3.
2.0 3 2 0 -3
-1 1 2

Por tanto, hay tres vectores linealmente independientes en .
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b) Si. Si tiene sus tres componentes iguales y es no nulo, es de la forma: U= (k, k, k)

con k# 0. Entonces, podemos obtenerlo a partir de los dos primeros vectores
de § como sigue:

U=Fk-(1,1,1D+0-(0,2 1)

- .
©) Sea v(1, 1, x) el vector que buscamos. Para que se pueda poner como combi-
nacion lineal de los vectores segundo y tercero de S, tenemos que:

(1,1, 0 =a0, 2, D + b2, 0,-3)
L 1 1
2b =1 Debe tener solucion: p ==, a=—
2 2
2a =1 1 3 )
_3p = 1_3_ -2 __ -
a—3b=x > TS TX o X=— 1 — x

N
Por tanto, el vector es v(1, 1, —1).

Pagina 151

@ Halla_)un vector u de la misma direccién que v (1, -2, 3) y tal que forme
s con w (-2, 4,—1) un paralelogramo de area 25 u?.

Si U es de la misma direccién que 7(1, -2, 3), sera de la forma ﬁ(x, -2x, 3x),
con x #0.

Para que forme con ?v(—z, 4, 1) un paralelogramo de area 25 u?, ha de ser:
|4 x w|= |(=10x, -5x, 0)| = V100x2 + 25x% = |x| V125 = 25;
es decir: 125x2=625 — x2=5 — x=\5

Por tanto, hay dos soluciones: (\/g, —Z\E, 3v5) y (—\/g, Z\FS, -35)

40 gaﬂa un vector v coplanario con ;(2, -1, vy b (1, 0, 3) y ortogonal a
S <2 3,0).

Sea 7(96, », 2) tal que:

. - g .
19) es coplanario con a y b, es decir:

x Yy z
2 -1 1|="3x-5+z=0
1 0 3

22) es ortogonal a Et es decir: (x, ), 2) +(2,3,00=2x+3y=0
Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

9 1

2

ZESy A=y -Sy=5Y

—3x—5y+z=0} Bx+z= 5y
2x+ 3 =0 2x =-3 3
Y Y x=-y
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Soluciones: (<3\,2A, L) (A #0)

Todos los vectores de esta forma cumplen las condiciones. Por ejemplo, para
A =1, tenemos el vector (=3, 2, 1).

@ Seag y b tales que |al =4 y |b| =2, con (a,b) = 60°. Calcula |a+b|
s vy la- |
1Z+b1P=@+b) - @+b)=a-a+b-b+2a-b =
PN
=|;|2+|§|2+2-|;| |b| cos(ZB))=

—16+4+2 4-2 cos60°=16+4+8=28 — |a+Dbl=28 =2v7

Por otra parte:
|2-BlI?=@-b)-G@-b)=a-a+b-b-2a-b=
=|;|2+|§|2—2 ~|§|-cos(z§)=

—16+4-8=12 — |a—-bl=+12 =23

De dos vectores u y v sabemos que son ortogonales y que lul=6 y V] = 10.

Halla |u+ V]| Yy lu—

—— — - - B
Si u y v son ortogonales, entonces u -+ v =0. Asi:

= - - - - - > S o - -
[u+v[*=@+Vv)-(U+v)=u-u+v v +2u-v =

012+ |V I2+0=36+100=136 — |u+vI=+136 =11,66

= o - - - S o o
| . -U-u

+V eV —20eV =136 —  |U=V]=V136 = 11,66
Observacion: Si u L v entonces | forman los lados de un rectangulo con base y
altura |U'| y IV]. En e%te caso, T y U—V son sus diagonales, que tienen
el mismo moédulo (por tratarse de un rectingulo). Ademas, para hallar la longitud
de la diagonal, podemos aplicar en este caso el teorema de Pitdgoras:

> 6 K2=102+62 — x2=136 — x= 136 = 11,66
10
Calcula el angulo que forman a y b sabiendo que |2l = 3, bl =5 y
|2+ bl =7.
[T+ b12=@+b)-@+b)=a-a+b-b+2a-b =
-2 _>2 d —/>\ —/)\_>
= 2P+ bl?P+2- |4l |b| cos(a,b)=9+25+2-3-5 cos(a,b) =

=34 + 30 cos (a, b) = 72 = 49
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/\ S
Por tanto: cos(a b)—;=_=_ — (@@ b)=060°

44 De los vectores u y v, sabemos que cumplen u + v = a, 2u 3v =b, siendo
a(2 -1,0) y b(l 3,—1). Halla el angulo formado por u y v.

U+ v=a | 3u+3v=3a 20+ 2v =23
20-3v=b | 2u-3v= b 22U +3v=-b
su =3a+b 5v=2a-b

->_1.,= P 1 7 -1
= — (0 b == aoa 1 =(_707_)
u S(5d+ ) S(7 ) 5 5
- 1, .- 1 3 1
=_2 _b = — 5_71 =(_7_17_)
Vv S(a ) 5(3 5, D 5 5
Por tanto
o 7=(z,o, —1).(2,_,1)=§=i

5 5 5 5 5 5

2 2

k= (1) +(i) -z

5 5
- 32 2, \/

= =~ + 1
SRVERE
2.7 PO

cos@ V)= oo 5 4 478 S @ V) = 61° 260 210

15l -1¥] V2 B35 70

CUESTIONES TEORICAS

e e - o
45 Si u-v=u-w, ;podemos asegurar que v =w?

No. Por ejemplo, si 3(3, -2, 0), \7)(5, 1,0 vy @(7, 4, 0), tenemos que:

_>'V=15_2=13 e
u-v=u-*w

u
- -
u-w=21-8=13

. - -
Sin embargo, v # w.

46 Prueba, utlhzando el producto escalar, que si alb Y alc entonces

al (mb + nc )
- - - - - -
alb — a-b=0 alc —» a-c=0
- - -
Para demostrar que a L (mb + nc), tenemos que probar que su producto escalar
es cero:
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- - —.
a-(mb+nc)= ma - b+n

Por tanto a L (mb + ng).

N
47 Demuestra que si a Y, b son ¢ dos vectores no nulos que tienen el mismo
—
modulo, entonces a + b y a— b son ortogonales.

i

BN
Supongamos que |§) |b| # 0, entonces

N
@+b)-@-b)=a-a+a-b-a-b-b-b=1217=1bl*=0 (pues |2| = |b])

Observacion: Si recordan_q)os que 2+b y 2—b son las diagonales del paralelo-
gramo determinado por a y b, hemos probado que las diagonales de un rombo
son perpendiculares.

e e .
48 Demuestra quesi u,v y w son linealmente independientes, también lo son
e - o o
los vectores u+v, u—w y u—v +w.

Si u v y w son linealmente mdepen(hentes entonces, 91 hacemos una combina-
cion lineal de ellos y la igualamos a cero, cllu + azv + 6i3W = O necesariamente
han de ser a, = a, =a; = 0.

Veamos que sucede lo mismo con los vectores U+ V U-w y U-v
deramos una combinacion lineal de ellos igualada a cero:

- .
+ w. Consi-

— - > - 5 o -
x(u+\73+y(u—w)+z(u—v+w)=0, entonces:

(x+y+z)ﬁ>+(x—z)\7+(—y+z)x7v=6>

Como u, v y w son linealmente independientes, entonces:
x+y+z=0 1 1 1
X —z=0¢ Pero |1 0 -1|=-3#0,

-y+z=0 0 -1 1

luego la tnica solucion del sistema es la solucion trivial x =y =2z = 0.

- o5 o -
Por tanto, los vectores U+ V, U-W y u-— v+ w son linealmente independientes.

49 Justifica que cualquier conjunto de vectores que contenga al vector nulo es
L.D.

= . .
,» Ol un conjunto de 7 + 1 vectores que contiene el vector nu-
lo. Si hacemos una combinacion lineal de estos vectores e igualamos a cero:

- > -
Sea fu;, u,, ..., u

- >

- - -

* =

().X11.11+.X21.12+ +‘xnun+‘xn+ 10 0

tenemos infinitas soluciones para xy, x,, ..., x,, x,, . ; pues todas las soluciones
de la forma (x, x,, ..., x,, x, , ) =(0,0, ..., 0, A) satisfacen la igualdad (*).

Por tanto, son linealmente dependientes.
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50 a) ;Puede haber dos vectores u y v tales que u-v= 3, |1_1>| =1, |\_r)| =27
b) Si dos vectores verifican |u-v| = [u]| |V] , ¢qué puedes decir del angulo
que forman?
N AN N

- - = > - - - - - -
A u-v=|u||v]cos(u v)=1-2-cos(u, v) =2cos(u, v) =-3 —
- o 3 .
— cos(u, v) = ) > 1 Imposible.
Luego no existen dos vectores que cumplan estas condiciones.

N
+ [l Vlcos (U, V)
VI V=< ’

V| = AN
T~ [0 [Vl cos (0, V)

1= 1= —/>\—> —/>\—> —{\—>
|u||V|=|u||V|COS(u,V) — cos(u,v)=1 — (u,v)=0°
== > 7, LN S,

[ul | V] ==Iul|V]cos (0, V) = cos (U, v)=-1 — (u, v) = 180°

- - .. . . .z
Por tanto, u y Vv tienen la misma direccion.

51 Justifica por qué el proclucto_) mixto de los vectores a, b y a+b es iguala 0

cualesquiera que sean a y b.

> 2 s D . .
Los vectores a, b y a+ b son coplanarios; luego el volumen del paralelepipe-
do determinado por ellos (que coincide con su producto mixto en valor absoluto)
es cero.

e -~ - - - - _ . — -
52 Si uxv=0 siendo uz0 y v=#0, ;como son entre si los vectores u y v?
- - - —<\% - - — -
Sabemos que |ux v|=|u|-|v]| -sen(u, V). Si |[uxVv|=0, |u|#£0 y |Vv]|#0,
_{\_) N

entonces ha de ser sen (u, v) = 0. Es decir, (3, V) serd 0° 6 180°.

~

- o p . . .
Por tanto, los vectores u y Vv tendran la misma direccion.

I e = o . .
@ Si axb=axc, ¢es b=c necesariamente? Pon ejemplos.

No. Por ejemplo, si consideramos 5)(1, 2, 3), B)(Z, 4,6) vy ?(3, 6, 9), entonces:

- 7 =
X

lon
I

- P S5 > E
— aXxXb=axc, pero b#c

o e
ol

N
xXc=0

N
54 Sean ;, b, ¢ tres vectores linealmente independientes. Indica razonada-
S mente cudl o cuiles de los siguientes productos mixtos valen 0:

e e e T = e e = e e e
[Aa+c, a—c, a+b+c], [@a+c, b, a+b], [a—c, b—c, c—a]
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Lo P o . . .
Si a, b, ¢ son tres vectores linealmente independientes de R3, forman una
-

_ - 5 5
base. Asi, las coordenadas respecto a esta base de los vectores a+ ¢, a— ¢ y
- 2> P
a+b+cson: (1,0,1), (1,0,-1) y (1, 1, 1), respectivamente.

1 01
Como |1 0 -1|=2#0 — Son linealmente independientes —
1 11
- [3+?, Z—a §+l_))+a¢0
Analogamente:
10 1 s
01 0|=-120 — [a+c b, a+bl#0
1 10
10—l > S5 P S 5 o
1 -1|=0 - [a-¢ b-c¢c c—al=0
-1 0 1

PARA PENSAR UN POCO MAS

55

56

Las tres alturas, AH, BH, CH_de un tridngulo ABC se cortan en un punto.
Hay una bonita forma de demostrarlo por geometria elemental.

El triangulo A'B'C’' esta formado con los lados paralelos a los de ABC. Los
vértices de este son los puntos medios de aquel. Por tanto, AH,, BH, y CH_
son las mediatrices de los lados de A'B'C.

Organiza y completa el razonamiento anterior para concluir que AH,, BH,
CH_ se cortan en un punto.
Sea P el punto de corte de AH, y BH, Entonces:

1) Como AH, es la mediatriz del lado B'C’, P estd a igual distancia de B’ que
de C

2) Como BH, es la mediatriz del lado A'C’, entonces P esta a igual distancia de
A’ que de ('

Por tanto, uniendo 1) y 2), tenemos que P estd a igual distancia de A’ que de B’

es decir, P también pertenece a la mediatriz del lado A'B’, esto es, a CH_.

Luego hemos probado que las tres se cortan en el mismo punto.

La propiedad anterior puede demostrarse, también, mediante vectores. Lla-
mamos H al punto en que se cortan AH, y BH
— — —
a) Justifica que {Igl ) GLC_IiB) =0
HB-(HC—-HA) =0
- — —
b) De las igualdadgs anteriores se llega a: HC - (HB — HA) = 0 y de aqui se
concluye que HC | AB vy, por tanto, que las tres alturas se cortan en H.
(Justifica las afirmaciones anteriores).
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- - -
a)HC — HB = BC; 'y, como AH, es la altura correspondiente al lado BC, entonces:

- - - - - - - - -
BClAH, — BClL HA — HA-BC=0 — HA-(HC-HB)=0
- - — - — -
Analogamente, como HC - HA =AC, tenemos que: HB - (HC — HA) =0
- - - - > - > - - = = )
b)HC - (HB - HA) =HC-HB-HC-HA =HB-HC—-HA -HC =
- - - - - - )
=HB-HC—-HA-HB=HB-(HC- HA) =0
- > - > - - — -
(DHA-HC-HA-HB =0 — HA-HC=HA-HB
— - -
(2)HB - (HC-HA) =0

- - -

- - — -

Por tanto, si HC + (HB — HA) = 0, como HB - HA = AB, entonces HC 1. AB; lue-
go H también pertenece a la altura correspondiente al vértice C. Asi, las tres al-
turas se cortan en el mismo punto, H.

Unidad 5. Vectores en el espacio



