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RIESGO Y RENTABILIDAD - CAPM
1.
Un Paseo Aleatorio por Wall Street

1.1
Una revisión a las tasas de rentabilidad

Las inversiones financieras en acciones o bonos generan rentabilidad principalmente  dos modos a partir de sus flujos de caja: (1) por dividendos o cupones; y (2) por ganancias o pérdidas de capital. La siguiente figura es un esquema de los flujos de caja de los bonos y acciones:

Flujo de Caja de Bonos y Acciones



Donde:


P0
precio de compra de una acción o un bono


Pn
precio de venta de una acción en el período n 


DIVi
dividendo de una acción en el período i


CUPi
cupón de un bono en el período i


Principal
valor impreso en el bono que se paga al vencimiento

Ejemplo:   Si a fines de enero de 1998 Vd. hubiera comprado acciones de CMPC cuando su precio era de $ 3.000 por acción y las hubiera vendido a fines de abril a
$ 3.700 por acción, hubiera tenido una ganancia de capital de $ 3.700 - $ 3.000 =
$ 700 por acción. Además, en ese período CMPC repartió un dividendo de $ 20 por acción.


La rentabilidad de su inversión en este caso sería:

	

ganancia de capital  +  dividendo

    rentabilidad    =



precio inicial de la acción



Luego, la rentabilidad de las acciones CMPC es 


rentabilidad   =   ( 700 + 20 ) / 3.000   =   0,24    ó    24%


Si introducimos la inflación es necesario distinguir entre la tasa de rentabilidad nominal  y la tasa de rentabilidad real. La rentabilidad nominal mide en cuánto se ha incrementado la inversión entre el inicio y el final del período en cuestión en términos nominales. La rentabilidad calculada para la inversión en CMPC en el período fines de enero a fines de marzo 1998. Pero, entre ambas fechas el IPC varió de 298,74 a 299,53, es decir, que hubo una inflación de 0,8%. Esto significa que para comprar la misma canasta de bienes y servicios Vd. debió poner 0,8% más de dinero. Para medir entonces la rentabilidad en dinero del mismo poder adquisitivo se utiliza la tasa de rentabilidad real, para lo que usamos:

	
1  +  tasa de rentabilidad nominal

1 + tasa de rentabilidad real  =  


1  +  tasa de inflación



Luego, la rentabilidad real de las acciones CMPC entre fines de enero y fines de abril de 1998 fue de 




Esto es, la tasa de rentabilidad real fue de 23,02%.

 1.2
Historia del Mercado de Capitales de Nueva York: 1926-1992

No todas las acciones generan 24% de rentabilidad en dos meses ni siempre la misma acción mantiene su rentabilidad: observando la historia de las rentabilidades de los títulos se pueden sacar ciertas conclusiones sobre lo que razonablemente se puede esperar se acuerdo a los títulos y los riesgos que enfrentan. He aquí una primera mirada a la cuestión riesgo-rentabilidad.


En la Bolsa de Valores de New York (New York Stock Exchange - NYSE) se negocian diariamente alrededor de 1.700 acciones ordinarias de las 7.000 empresas inscritas en esa Bolsa.

Un índice de mercado es un indicador del resultado de una inversión en una parte significativa de un mercado de capitales.


Entre los indicadores más conocidos de la Bolsa de Santiago de Chile se encuentra el IGPA (Indice General de Precios de las Acciones) que mide las variaciones de precios de las acciones en la Bolsa y el IPSA (Indice de Precios Selectivo de Acciones) que mide las variaciones de precios de las 40 empresas con mayor presencia bursátil. Esta selección se efectúa trimestralmente en los meses de marzo, junio, septiembre y diciembre de cada año.


Entre los indicadores más conocidos de la NYSE se encuentran el Dow Jones Index y el S&P500.

El Dow Jones Industrial Average, conocido como el Dow Jones, es un índice que mide el comportamiento de una inversión en una cartera de 1 acción en las 30 empresas industriales más importantes de EE. UU. (blue-chips).

El Standard and Poor’s 500, conocido como el S&P500, mide el comportamiento de una inversión compuesta por una cartera de 1 acción de las 500 empresas más importantes de EE. UU.


Otros índices bursátiles interesantes a nivel global son el Financial Times de Londres, el Nikkei de Tokio y el DAX de Francfort.


Las rentabilidades históricas de los índices de diferentes inversiones en acciones o bonos o pagarés proporcionan una idea de los resultados esperados típicos de tipos de inversión distintos.


El siguiente cuadro muestra las rentabilidades históricas de distintos tipos de carteras en EE. UU. 


[image: image1.wmf]Letras Tesoro

0

10

20

30

40

50

Bonos Empresas

0

10

20

30

40

50

Acciones

0

2

4

6

8

10

Inflación

0

10

20

30

40

50

-42.5

-37.5

-32.5

-27.5

-22.5

-17.5

-12.5

-7.5

-2.5

2.5

7.5

12.5

17.5

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

47.5

52.5

Bonos Tesoro

0

10

20

30

40

50

Histograma Rentabilidades Anuales EE.UU. 1926-1992 (%)



La empresa de consultores financieros Ibbotson & Associates publica periódicamente los resultados de varias carteras de inversiones desde 1926. Se incluyen:


1.
Cartera de préstamos a tres meses emitidos por el gobierno de EE. UU. Estos préstamos se conocen como Treasury Bills (Letras del Tesoro).


2.
Cartera de Bonos del Tesoro a largo plazo emitidos por el gobierno de EE. UU. y con vencimiento a 20 años.


3.
Cartera de bonos de largo plazo emitidos por las mayores empresas de EE. UU.


4.
Cartera de acciones de las 500 empresas más grandes que forman el S&P500.  


Estas carteras tienen diferentes grados de riesgo. Los Treasury Bills son muy seguros, pues los emite el gobierno norteamericano y uno puede estar seguro que los pagará. Normalmente, la inflación en tres meses no será muy alta. 


Los bonos del Tesoro de EE. UU. tiene un plazo más largo, pero también es muy seguro que el gobierno le pagará su dinero.  Pero están sujetos a las fluctuaciones de los intereses antes de su vencimiento. Si varía el nivel de intereses de la economía, variará su precio.


La inversión en bonos de empresas está sujeta a la inflación, pero también a la situación económica general de la empresa en cuestión.


Las acciones (ordinarias) son las inversiones con mayor riesgo de entre los cuatro grupos, pues al comprar una acción Vd. no recibe ningún compromiso de pago a firme por parte de la empresa. Se dijo que los dueños tienen calidad residual respecto a las utilidades de la empresa, esto es, reciben parcialmente las utilidades del ejercicio que resultan después de restar los compromisos a firme de la empresa. 

	Rentabilidades medias anuales de carteras de EE.UU. (1926-1992)



	Cartera
	Rentabilidad media anual (nominal)
	Rentabilidad media anual (real)
	Prima por Riesgo

	Letras Tesoro (90 días)
	3,8
	0,6
	-

	Bonos Tesoro (20 años)
	5,2
	2,1
	1,4

	Bonos Empresas
	5,8
	2,7
	2,0

	Acciones Empresas
	12,4
	9,0
	8,6

	Fuente: Stocks, Bonds, and Inflation - 1993 Year-Book, Ibbotson & Associates, Chicago



La inversión considerada más segura, los Treasury Bills, tuvieron en los 67 años que separan 1926 de 1992 la rentabilidad media anual (real) más baja, a saber, el 0,6%. Luego le siguen los bonos del gobierno con una rentabilidad 2,1%. Estos bonos, que tienen un vencimiento a 20 años, tienen sobre las letras, que vencen a 90 días,  una rentabilidad extra de 1,4%.

La prima por plazo es la rentabilidad extra media derivada de invertir en títulos del gobierno a largo plazo en vez de a corto plazo.


Los bonos de las empresas tienen una rentabilidad mayor que los bonos del gobierno y los títulos que tienen mayor rentabilidad promedio anual en los 67 años son las acciones de las empresas. Así se compensa el riesgo que asumen los inversionistas al creer en las empresas.

La prima por riesgo es la rentabilidad esperada en exceso sobre la rentabilidad libre de riesgo en compensación por éste.


Las crisis financieras golpean primero y más fuerte a las acciones. En julio de 1932 el Dow Jones cayó en 89% y el lunes 19 de octubre de 1987 (Black Monday) en un sólo día cayeron en 23%.


Suponga que existe un proyecto de inversión del que se sabe que tiene un riesgo similar al de una inversión en la cartera de mercado (S&P500). Diremos que tiene un grado de riesgo de la cartera de mercado de las acciones.


En lugar de invertir en el proyecto, los accionistas podrían invertir en una cartera de mercado. Entonces, el costo de oportunidad del capital para el proyecto en cuestión es la rentabilidad de la cartera de mercado. 


De este modo, el problema de estimar el costo de capital del proyecto se reduce a estimar la tasa esperada de rentabilidad de una cartera de mercado. Si uno revisa la tabla de rentabilidades en EE. UU. esta tasa esperada se podría estimar en 12,4%.


Lamentablemente, la solución no es así de fácil. La tabla muestra las rentabilidades promedio de 67 años, pero que hubiera pasado con su proyecto en 1981, ¿la rentabilidad exigida habría sido también de 12,4%? No puede ser, pues, el riesgo es algo inherente a la coyuntura de la economía, las expectativas de crecimiento, de inflación, de empleo/desempleo, etc. y estas cambian permanentemente. Lo menos plausible es que la coyuntura no cambie.


Una aproximación mejor es el tipo de interés actual de las letras del Tesoro y sumarle el 8,6% que es la prima por riesgo que exigen como compensación los accionistas por aceptar el riesgo del proyecto. Entonces, revisamos el Wall Street Journal del 21 de abril de 1998 y observamos que la tasa de interés de los Treasury Bills a 90 días es de 5,07%. Hacemos el siguiente cálculo:

	rentabilidad esperada

del mercado en

(Abril 1998)
	=
	tipo de interés de los

Treasury Bills

(Abril 1998)
	+
	prima por riesgo 

normal

(Promedio de 

67 años EE.UU.)



Esto es, reemplazando los valores adecuados:


rentabilidad esperada
=
0,0507
+
0,086
=
0,1367
ó
13,67%


de mercado (abril 1998)



El primer término está determinado por el mercado y corresponde a las expectativas de los inversionistas al invertir en Treasury Bills. El segundo término es un término extraído de la historia de los últimos 67 años de la Bolsa de New York, a saber, la prima por riesgo normal en los EE.UU. La rentabilidad esperada de mercado es lo que los inversionistas esperan ganar invirtiendo en una cartera de mercado, sería el costo por invertir en el proyecto, esto es, lo que dejan de ganar al no invertir en el mercado accionario de EE.UU. al poner su dinero a disposición de nuestro proyecto. 


La pregunta ahora es cómo estimamos el costo de capital para un proyecto cuyo riesgo sea distinto al del mercado. Primero, estudiaremos algunos conceptos que se usan para estimar los riesgos de las inversiones.


Las series históricas presentadas en la tabla de la sección anterior sólo mostraban las rentabilidades medias para los distintos tipos de carteras. Si estamos frente a algo variable, algo riesgoso, algo que no podemos predecir, además de los indicadores de posición hay indicadores de variaciones, lo que se muestra en los siguientes histogramas.

	Desviaciones Estándar de Rentabilidades de

Carteras Históricas en EE.UU. 1926-1992



	Cartera
	Desviación Estándar Rentabilidad (%)

	Letras del Tesoro (90 días)
	
3,3

	Bonos del Tesoro (20 años)
	
8,6

	Bonos de las Empresas
	
8,5

	Acciones
	
20,6

	Fuente: Stocks, Bonds, and Inflation 1993 Year-Book, Ibbotson Associates, Chicago



La volatilidad de los mercados no tiene un patrón conocido de comportamiento. Hay épocas más volátiles que otras. El cuadro de las desviaciones estándar mostrado da una sinopsis del comportamiento durante 67 años de la variabilidad de diferentes activos.

1.3
Revisión de Algunos Conceptos de Probabilidades y Estadística


Se habla de datos estadísticos si se toman datos de asuntos reales en forma metódica y sistemática, en cambio, se habla de cálculo de probabilidades a nivel teórico, como una rama de las matemáticas. Por un lado, en estadística se trata con variables estadísticas, distribuciones de frecuencias, histogramas, medias, varianzas, desviaciones estándares, curvas de regresión, coeficientes de correlación y rectas de regresión de mínimos cuadrados; por otro lado, en probabilidades se habla de variables aleatorias, distribuciones de probabilidades, esperanzas, etc. Las variables estadísticas y aleatorias pueden ser discretas o continuas. Nos referiremos al caso discreto.

1.3.1
Variables Aleatorias de 1 dimensión.


Las variables aleatorias de 1 dimensión se caracterizan con estadígrafos de tendencia central y de variabilidad. El estadígrafo de tendencia central más usado es esperanza (E) o media aritmética. Los estadígrafos más usados de variabilidad son la varianza (2) y la desviación estándar ().


Sea una variable discreta  X de 1 dimensión y sean:


x1, x2, ..., xi, ..., xn
n valores posibles que toma la variable


Fi 
frecuencias absolutas para cada valor posible xi

N
número total de observaciones de la variable


fi  =  Fi / N
frecuencia relativa de la variable X para el valor xi

p(xi) 
probabilidad que la variable X tome el valor xi
La esperanza matemática, E(X), de una variable aleatoria X de una dimensión es igual a la media aritmética de sus valores ponderados por sus respectivas probabilidades.


Ejercicios (canónicos):


1.
Calcular   (i  fi.


2.
Calcular la esperanza de Y, transformación lineal de una variable X:



Y  =  (   X   -  k )  /   q


3.
Calcular la media de Y, esto es, de las desviaciones con respecto a la media de X:



Y  =  X  -  E(X)


4.
Calcular el valor k, respecto al cual la suma ponderada por las frecuencias relativas (probabilidades) de las desviaciones al cuadrado de la variable X es mínima.


Y   =   (i  ( fi  *  ( xi - k )2 )
La varianza, 2(X), de una variable discreta X de 1 dimensión es igual a la suma ponderada de las desviaciones respecto a la esperanza (media) al cuadrado.


La desviación estándar, (X), de una variable X de 1 dimensión es igual a la raíz cuadrada de la varianza.











s (X)  = ( Si
( ( fi * ( xi - E(X)) ** 2  ) ** 1/2




Ejercicio:

Demostrar la fórmula de Koenig: 
2  (X)  = (i  ( fi  * xi )  -  ( E(X) )2




1.3.2
Variables Aleatorias de 2 dimensiones.

Las variables aleatorias de 2 dimensiones se caracterizan en términos marginales y condicionales. A grosso modo, se habla de características marginales cuando se toma en cuenta sólo 1 dimensión de las 2. Se habla de características condicionales cuando se fija un rango de valores para una dimensión de la variable. El siguiente gráfico es una representación de una variable aleatoria de 2 dimensiones.
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Este diagrama se conoce como diagrama de dispersión de la variable de dos dimensiones.

Las distribuciones marginales (Xm, Ym) de una variable aleatoria de 2 dimensiones son aquellas variables de 1 dimensión que se construyen al tomar sólo una dimensión de la variable de 2 dimensiones.


Xm  =  Z (xi, *)







Ym  =  Z( * , yi)






Las distribuciones condicionales (Xc, Yc) de una variable aleatoria de 2 dimensiones son aquellas variables de 1 dimensión que se construyen al tomar la distribución de 1 dimensión y dejando fijo el valor de la otra dimensión.


Xc(y=k)  =  Z( xi, y=k)







Yc(x=q)  =  Z( x=q, yi)






Dos variables aleatorias X e Y son estadísticamente independientes si las distribuciones condicionales de una respecto a la otra son iguales y, por tanto, son iguales a la distribución marginal.


Xc(y1=k1)   =   Xc(y2=k2)   =  ...   =  Xc(yn=kn)   =  X m





Yc(x1=q1)   =   Yc(x2=q2)   =  ...   =  Yc(xn=qn)   =  Y m



Ejercicio:

¿Son estadísticamente independientes la cosecha de trigo y la lluvia? 

La curva de regresión de Y en X es la curva representativa de las medias condicionales Y en función de X.
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Ejercicio:  ¿Qué forma y posición toma la curva de regresión si las variables Y y X son independientes?






El coeficiente de correlación lineal ( r ) entre X e Y  es un indicador de una posible dependencia de linealidad entre las variables.
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La recta de regresión de los mínimos cuadrados de Y en X  es la función lineal que minimiza las desviaciones perpendiculares a la recta de regresión de Y en X.
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La expresión de la recta de regresión es


1.4
Riesgo y Diversificación.

El cuadro anterior es para carteras de mercado, esto es, incluyen un representante de cada activo financiero disponible en el mercado. Veamos ahora que pasa si registramos las desviaciones estándar para 10 activos muy conocidos de EE. UU. para los años 1988-1992.

	Desviaciones Estándar de 10 Acciones de EE.UU. 1988-1992



	Empresas
	Desviación Estándar 

Rentabilidad (%)

	AT&T
	
21,5

	Bristol-Myers Squibb
	
18,0

	Delta Airlines
	
27,7

	Digital Equipment Corp.
	
35,7

	Exxon
	
12,1

	Ford Motor Co.
	
27,7

	Genentech
	
33,9

	Microsoft
	
48,5

	Polaroid
	
33,6

	Tandem Corporation
	
44,3

	Fuente: Brealey, Myers and Marcus: Fundamentals of Corporate Finance, 1995



Se ve que la mayoría de las acciones, de empresas importantes, tienen una volatilidad notablemente superior a la del mercado ¿Qué hacer? ¿Qué puede hacer un inversionista que no quiera correr tantos riesgos?


Si la cartera de mercado está compuesta por acciones individuales, ¿por qué su volatilidad no es igual a una media de las volatilidades de sus componentes? La respuesta correcta es que la diversificación reduce la variabilidad.

La diversificación es una estrategia diseñada para reducir el riesgo individual de los activos mediante la construcción de una cartera con muchas inversiones diferentes.


A modo de ejemplo una estrategia posible sería incorporar empresas pro-cíclicas y anti-cíclicas en una cartera de inversiones, además se podría incorporar empresas neutrales a los ciclos.


La historia de las rentabilidades de distintos tipos de activos evidencia una cierta relación riesgo-rentabilidad y sugiere que la desviación estándar podría ser un indicador útil del riesgo. 


Veamos que pasa con un activo individual y su incorporación a una cartera.


Suponga que hay en la economía hay tres resultados igualmente probables, o escenarios: una recesión, un crecimiento normal y un auge. Suponga que las empresas automotrices son cíclicas, esto es, su crecimiento es -8% en recesión, 5% normal y 18% en un auge. Las mineras de oro son contra cíclicas, esto es, crecen un 20% en la recesión, 3% en normalidad y -20% en un período de auge. Esto se resume en la siguiente tabla:

	
	
	Tasa de Rentabilidad (%)

	Escenario
	Probabilidad
	Acciones en

Automotrices
	Acciones en

Oro

	Recesión
	0,33
	
-8
	
20

	Normal
	0,33
	
5
	
3

	Auge
	0,33
	
18
	
-20


	Hipótesis sobre Rentabilidades en Diferentes Escenarios



	Rentabilidades (%)

	Escenario
	Probabilidad
	Autos
	Oro
	

	Recesión
	0.33
	-8.00
	20.00
	

	Normal
	0.33
	5.00
	3.00
	

	Auge
	0.33
	18.00
	-20.00
	

	
	
	
	
	

	Esperanza
	
	5.00
	1.00
	

	Varianza
	
	112.67
	268.67
	

	D. Estándar
	
	10.61
	16.39
	



¿Qué interés habría en mantener en la cartera las acciones ORO si tienen menor rentabilidad esperada y mayor volatilidad?


A modo de ejemplo, construyamos una cartera con 75% Autos y 25% Oro.

	Cartera Diversificada (75% Autos y 25% Oro)



	Escenario
	Probabilidad
	Rentabilidad Cartera

	Recesión
	0,33
	r = 0.75 * (- 0.08) + 0.25 * 0.20
=
- 0.010

	Normal
	0,33
	r = 0.75 *   (0.05) + 0.25 * 0.03
=
0.045   

	Auge
	0,33
	r = 0.75 *    0.18   + 0.25 * (- 0.20)
=
0.085

	
	
	

	Indicadores Estadísticos
	
	Cartera

	Esperanza
	
	4.00

	Varianza
	
	15.17

	D. Estándar
	
	3.89



¿Qué pasó? Si bien la rentabilidad esperada bajó de 5% a 4%, es notable la disminución de la desviación estándar, desde 10,6% a 3,9%. Nótese que la volatilidad de las carteras es más baja que las de las acciones individuales que la componen. 


La situación se puede resumir del siguiente modo:


1.
Los inversionistas deben preocuparse de la rentabilidad esperada y del riesgo de su cartera. El riesgo se indica por medio de la desviación estándar .


2.
El riesgo de una acción depende cómo ésta afecta a las demás acciones de la cartera. La volatilidad de las acciones individuales tiene poca importancia.


¿Qué pasa si aumento el número de acciones distintas en mi cartera? Si en vez de dos acciones, ¿qué pasa si compongo mi cartera con tres, cuatro, ... acciones de empresas distintas?  En este caso se puede eliminar el riesgo único, pero no el riesgo de mercado.

El riesgo único lo constituyen los innumerables factores específicos de riesgo que afectan a cada empresa. También se llama riesgo diversificable.

El riesgo de mercado lo constituyen los factores de riesgo de una economía (en general, macroeconómicos) que afectan a todos los activos del mercado. También se le conoce como  riesgo sistemático. No es posible de diversificar este tipo de riesgo.
Diversificación de la Cartera de Inversiones
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2.
CAPM: Capital Assets Pricing Model (Modelo de Valoración de Activos de Capital)

2.1
Introducción

Hasta ahora se ha supuesto que los flujos de caja eran prácticamente determinados, no aleatorios. Entonces, se calcula el valor de un activo mediante el descuento a una tasa de interés dada de un flujo de caja predeterminado. Estos supuestos de determinación de las variables eran apropiados para ejercitar los ‘músculos’, como precalentamiento. Pero, sabemos que la vida es azarosa, que nada se puede saber con certidumbre, en ninguna esfera de la vida humana. Luego, en finanzas debemos enfrentar el azar. Los flujos de caja serán más o menos probables, las tasas de interés no serán seguras, en fin, todas las variables están sujetas a variaciones inciertas y ahora entramos al mundo real, al mundo en que sólo existen probabilidades de que sucedan los eventos, dejamos atrás el mundo seguro y determinado de los primeros capítulos. Es decir, nos adentramos en mundo real, que es riesgoso y lleno de cototos.


Las variables macroeconómicas, tales como la tasa de interés, el gasto de gobierno, la política monetaria, la inflación, el tipo de cambio de monedas extranjeras (dólar y euro, principalmente), el precio del cobre y otras afectan a todas las empresas y por consiguiente a las rentabilidades de sus acciones. Es plausible pensar que podemos valorar el impacto de todas las noticias y acontecimientos “macro” observando la tasa de rentabilidad de una cartera de mercado, formada por todos los activos de capital existentes.

La cartera de mercado es la cartera formada por todos los activos del mercado. En la práctica se utiliza un índice amplio, tal como el Indice General de Precios de Acciones (IGPA) para representar el mercado.


Al observar los activos individuales en el último capítulo, se vio que Microsoft tenía la desviación estándar más alta y Exxon la más baja. De haber invertido en ese momento en Microsoft su rentabilidad habría sido 4 veces que de haber invertido en Exxon. Pero en general el inversionista prudente “no coloca todos los huevos en la misma canasta”, reduce su riesgo mediante la diversificación. En este caso, un inversionista con una cartera diversificada está interesado en el efecto de cada acción sobre el riesgo de la cartera total en su poder.


El riesgo de un título (acción, bono, otros) se asocia directamente a su sensibilidad a las fluctuaciones del mercado. Si la rentabilidad de un título fluctúa de modo similar a la rentabilidad del mercado, su sensibilidad es igual a 1. Si la rentabilidad de un título fluctúa en una proporción mayor que la del mercado, entonces se dice que su sensibilidad es mayor que 1; en el caso inverso, esto es, que la rentabilidad fluctúa en una magnitud menor que la del mercado, se dice entonces que su sensibilidad es menor que 1.


La sensibilidad de la rentabilidad de un título a la rentabilidad del mercado se mide a través de la dependencia entre la rentabilidad del mercado (variable independiente) y la rentabilidad del título (variable dependiente). Así, la sensibilidad se mide por el coeficiente ( de la regresión lineal entre ambas rentabilidades.


Los inversionistas, por su parte, hacen la distinción entre acciones “defensivas” y acciones “agresivas”. Las acciones agresivas tienen ( altos (mayores que 1.0), indicando que su rentabilidad tiende a responder más que proporcionalmente ante cambios de la rentabilidad de mercado. Por el contrario, si el ( es menor que 1.0. ¿Cuánto valdría, en estas condiciones, el ( del mercado?

Supuestos del CAPM.


El modelo asume varios aspectos sobre los inversionistas y los mercados:

1. Los inversionistas son aversos al riesgo y exigen mayores retornos para inversiones más riesgosas. Además todos tienen el mismo horizonte para las inversiones.
2. Puesto que los inversionistas pueden diversificar, éstos solamente se preocupan por el riesgo sistémico (no diversificable) de los activos. 
3. Existe un activo libre de riesgo, de modo que los inversionistas pueden tomar o pedir prestado cantidades ilimitadas a la tasa libre de riesgo
4. El mercado no ofrece ninguna recompensa por asumir riesgos diversificables. 

5. Algunos portafolios son mejores que otros, pues devuelven mayores retornos con menor riesgo. 

6. Si todos los inversionistas tienen el portafolio del mercado, cuando evalúan el riesgo de un activo específico, estarán interesados en la covarianza de ese activo con el mercado en general. La implicación es que toda medida del riesgo sistémico de un activo debe ser interpretado en cómo varían con respecto al mercado. El beta provee una medida de este riesgo. 
7. Mercados sin fricciones, información sin costo y simultáneamente disponible para todos los inversionistas.

8. No existen imperfecciones en el mercado, tales como impuestos, regulaciones ni restricciones a la venta corta.
Inconvenientes de CAPM

· El modelo no explica adecuadamente la variación en los retornos de los títulos valores. Hay estudios empíricos que muestran que existen activos con bajos betas pueden ofrecer retornos más altos de los que el modelo sugiere. 

· El modelo asume que, dada una cierta tasa de retorno esperado, los inversionistas prefieren el menor riesgo, y dado un cierto nivel de riesgo, preferirán los mayores retornos asociados a ese riesgo. No contempla que hay algunos inversionistas que están dispuestos a aceptar menores retornos por mayores riesgos, es decir, inversionistas que pagan por asumir riesgo. 

· El modelo asume que todos los inversionistas tienen acceso a la misma información, y se ponen de acuerdo sobre el riesgo y el retorno esperado para todos los activos. 

· El portafolio del mercado consiste de todos los activos en todos los mercados, donde cada activo es ponderado por su capitalización de mercado. Esto asume que los inversionistas no tienen preferencias entre mercados y activos, y que escogen activos solamente en función de su perfil de riesgo-retorno. 

Cálculo del beta del CAPM ()

Ejemplo:  Cálculo del  (beta) de la empresa forestal Mawida. A continuación se presenta la historia de 10 meses de las rentabilidades del mercado y de Mawida:

	Mes
	Rentabilidad de

Mercado (%)
	Rentabilidad de 

Mawida (%)

	1
	
0
	
1

	2
	
0
	
-1

	3
	
-1
	
-2.5

	4
	
-1
	
-0.5

	5
	
1
	
2

	6
	
1
	
1

	7
	
2
	
4

	8
	
2
	
2

	9
	
-2
	
-2

	10
	
-2
	
-4
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El ( de la recta de regresión es el ( de Mawida. En este caso,  = 1.5. Nótese que es un número absoluto, sin dimensiones. Indica la proporción (mayor o menor) en que varía la rentabilidad de Mawida con relación a la rentabilidad del mercado. 


Obsérvese, a modo de ejemplo, que en el mes 7 la rentabilidad del mercado fue de 2% y los accionistas de Mawida obtuvieron una rentabilidad de 4%. De aquí, podemos decir que el mercado generó para los accionistas de Mawida una rentabilidad del 2% y la gestión propia de la empresa generó una rentabilidad extra de 2%, lo que da una rentabilidad total de Mawida del 4% para dicho mes.


Entonces podemos descomponer la rentabilidad de las acciones Mawida en dos partes: la parte explicada por la rentabilidad de mercado y la parte explicada por el ( de Mawida, esto es, la gestión y eventos que afectan específicamente a Mawida. Las fluctuaciones de la primera parte las explica el mercado y las de la segunda parte las explica la gestión y eventos que afectan exclusivamente a Mawida.


En resumen, el procedimiento para calcular el ( de una acción es:


1.
Observar las tasas de rentabilidad de las acciones y del mercado.


2.
Elaborar la tabla de rentabilidades de ambas variables.


3.
Calcular los coeficientes de regresión lineal entre el mercado y la empresa.

El coeficiente ( de una cartera es igual a la media ponderada de los títulos que componen las cartera, y las ponderaciones son los porcentajes de cada uno de esos títulos.

	( de acciones seleccionadas de EE.UU. a mediados de 1993


	Activo
	
(
	Activo
	
(


	AT&T
	
0.96
	Ford Motor Co.
	
1.03

	Boston Edison
	
0.49
	Home Depot
	
1.34

	Bristol-Myers Squibb
	
0.92
	McDonald’s
	
1.06

	Delta 
	
1.31
	Microsoft
	
1.20

	Digital
	
1.23
	Nymex
	
0.77

	Dow Chemical
	
1.05
	Polaroid
	
0.96

	Exxon
	
0.46
	Tandem Computer
	
1.73

	Merck
	
1.11
	U.A.L.
	
1.84



Para diversificar su inversión existe la posibilidad de los Fondos de Inversión.

Los Fondos de Inversión son patrimonios integrados por los aportes de personas naturales y jurídicas para su inversión en valores y bienes según la Ley 18.815. Estos aportes quedan expresados en Cuotas de los Fondos de Inversión (CFI), nominativas, unitarias, de igual valor y características, las que no pueden rescatarse antes de la liquidación del Fondo.

2.2
El Modelo de Valoración en Equilibrio de Activos de Capital: CAPM


El título con menos riesgo en los EE. UU. son las Letras del Tesoro (Treasury Bills) a 90 días. A estos papeles no les afecta la rentabilidad del mercado, puesto que es fija. En este caso, el coeficiente ( de los Treasury Bills es 0.


Una inversión hecha en una cartera de mercado tiene un ( igual a 1.


Si tomamos una cartera intermedia entre los Treasury Bills y la de mercado, entonces su rentabilidad es el promedio ponderado entre la rentabilidad de los Treasury Bills y la del mercado. Gráficamente esto lo podemos representar de la siguiente manera:

	
Rentabilidad esperada


LINEA DE MERCADO


rm
12.6


   re
4.0
rf


0
0.7
1.0 
(



La prima por riesgo de mercado es la prima de riesgo de la cartera de mercado, que es igual a la diferencia entre la rentabilidad del mercado y la rentabilidad de los bonos sin riesgo.


¿Cómo calculamos la rentabilidad esperada (re) de una cierta cartera cuyo ( es 0.7?


Primero calculamos la prima de riesgo de mercado que es igual a rm - rf  :


PRIMA DE RIESGO DE MERCADO
rm - rf

El coeficiente ( mide el riesgo relativo de mercado, entonces la prima de riesgo esperada de una acción es igual a ( veces la prima de riesgo de mercado


PRIMA DE RIESGO DE UNA CARTERA
re  - rf  =  ( * ( rm - rf  )


La rentabilidad esperada de una cierta cartera o activo es entonces igual a:


RENTABILIDAD ESPERADA
re   =  rf  + ( (rm - rf)

El Modelo de Valoración de Activos de Capital CAPM (Capital Asset Pricing Model) representa una teoría sobre la relación que existe entre riesgo y rentabilidad. Establece que la prima de rentabilidad de un activo es igual a ( veces la prima de riesgo de mercado.


El CAPM supone que el mercado de valores está dominado por inversionistas bien diversificados, que se preocupan sólo por el riesgo de mercado. 


La línea de mercado describe la relación entre rentabilidad esperada y el riesgo derivado de invertir una proporción de sus fondos en el mercado. 


El CAPM se usa para estimar las rentabilidades esperadas por los inversionistas en la evaluación de proyectos.

	Rentabilidades esperadas de empresas de EE.UU. (%)



	Activo
	
%
	Activo
	
%

	AT&T
	
11.5
	Ford Motor Co.
	
12.1

	Boston Edison
	
7.4
	Home Depot
	
14.7

	Bristol-Myers Squibb
	
11.1
	McDonald’s
	
12.3

	Delta 
	
14.5
	Microsoft
	
13.5

	Digital
	
13.8
	Nymex
	
9.8

	Dow Chemical
	
12.2
	Polaroid
	
11.5

	Exxon
	
7.2
	Tandem Computer
	
18.1

	Merck
	
12.7
	U.A.L.
	
19.0



Por ejemplo, suponga que Vd. quiere analizar una propuesta de Merck para expandir sus operaciones. ¿A qué tasa debería descontar los flujos de caja previstos? Según la tabla los inversionistas están buscando una rentabilidad del 12.7% sobre sus inversiones en Merck. De este modo, se podría estimar el costo de capital para el proyecto de expansión de Merck.


La línea de mercado proporciona una regla de aceptación para los proyectos. Si la rentabilidad el proyecto se sitúa encima de la línea de mercado, significa que la rentabilidad es más alta que lo esperado por los inversionistas. Si se sitúa debajo de la línea de mercado, los inversionistas obtendrían una rentabilidad menor a lo que obtendría con una cartera de acciones y su VPN sería negativo.

2.3
Discusión del CAPM y la Teoría de Valoración por Arbitraje


El modelo CAPM es un instrumento para representar la realidad; debido a nuestra conformación mental, necesitamos simplificar la realidad para poder representarla en nuestra mente. La pregunta que surge en estos casos, es cuan confiable es la representación.


Partiremos estableciendo algunos supuestos, sobre los que hay un amplio consenso. El primer supuesto sobre el riesgo. Es bastante plausible que los inversionistas exijan y esperen una rentabilidad extra, un premio, una prima, por asumir riesgos. Esto explica que las acciones, en general, tengan mayor rentabilidad esperada que las Letras del Tesoro. 


El segundo supuesto sobre el riesgo. Parece también razonable que la preocupación principal de los inversionistas sea por aquellos riesgos que no pueden eliminarse mediante el expediente de la diversificación. Si este no fuera el caso, dos empresas se fusionarían para hacer subir el precio de sus acciones. o es el caso.


El CAPM incorpora estas dos ideas, y ha sido seleccionado por muchos gerentes de finanzas como una herramienta útil para aprehender el difícil tema del riesgo. También es usado por muchos economistas para demostrar hipótesis sobre el comportamiento financiero de los agentes, las que también han sido demostradas con otros métodos.  


Pero, el CAPM incorpora otros supuestos que no hemos discutido suficientemente. Por ejemplo, el supuesto que las Letras del Tesoro son libres de riesgo, ¿es indiscutible esto? Uno podría argumentar que la inflación siempre genera una cierto riesgo, normalmente pequeño, pero riesgo al fin y al cabo. 


Otro supuesto que se utiliza sistemáticamente en el CAPM es que uno puede tomar un préstamo a la misma tasa que uno da un préstamo, o deposita en un banco. 

La Teoría de Valoración por Arbitraje (Arbitrage Pricing Theory: APT)


La teoría de valoración por arbitraje (APT)  fue presentada por Stephen A. Ross entre 1976 y 1986. Su principal supuesto es que la rentabilidad de cada acción depende, por una parte, de variables macroeconómicas desconocidas o ‘factores’, y por otra parte, del comportamiento específico de la empresa o ‘perturbaciones. Entonces, la rentabilidad esperada se determina por la siguiente ecuación:
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Esta teoría no dice nada acerca de cuales serían estos factores; podrían ser el precio del petróleo, otro el tipo de interés, etc. Ciertos teóricos creen que la oferta de dinero no influye y por tanto, no hay para qué preocuparse de la inflación. Algunas acciones serían más sensibles a unos que a otros factores. 


Para una acción individual hay dos fuentes de riesgo: una es el riesgo proveniente de las desconocidas variables macroeconómicas, cuyo efecto no se puede eliminar por la diversificación. La segunda fuente sería el riesgo que proviene del comportamiento propio de la empresa. La diversificación elimina el riesgo único, y los inversionistas diversificados pueden ignorarlo cuando están decidiendo si comprar o vender una acción. La prima por riesgo de una acción es afectada solamente por el factor o riesgo ‘macroeconómico’, no es afectada por el riesgo único.


La teoría de valoración por arbitraje (APT) establece que la prima por riesgo de una acción depende de la prima por riesgo asociada con cada factor y la sensibilidad de la acción a cada uno de los factores (b1, b2, b3, etc.). Luego tenemos que:



Prima por riesgo 



de la inversión
=
r

rf



=
b1 *  (rfactor1 - rf)  +   b2 *  (rfactor2 - rf)   +   ...


Esta ecuación tiene dos consecuencias importantes:


1.
Si supone cada b = 0, la prima por riesgo es cero. La cartera diversificada, que se construye para tener cero sensibilidad para cada variable macroeconómica es esencialmente libre de riesgo, y por consiguiente debe estar valorada para tener la tasa de interés libre de riesgo. Si la cartera ofreciera una rentabilidad más alta, los inversionistas podrían comprar la cartera endeudándose  y obtendrían una utilidad libre de riesgo (‘arbitraje’); es decir, recurrirían al ‘tonto del mercado’.


2.
Una cartera diversificada que se construye para estar expuesta, por ejemplo, al factor 1, ofrecerá una prima por riesgo que variará de manera directamente proporcional a la sensibilidad de la cartera con aquel factor. Por ejemplo, si se construyen dos carteras, A y B, afectadas sólo por el factor 1. Si la cartera A es el doble de sensible al factor 1 que la B, la cartera A debe ofrecer el doble de prima por riesgo. Por tanto, si divide equitativamente su capital entre Letras del Tesoro y la cartera A, su cartera combinada tendría exactamente la misma sensibilidad al factor 1 que la cartera B y debería ofrecer la misma prima por riesgo. Suponga que la fórmula de valoración por arbitraje no se cumple, por ejemplo, que la combinación de Letras del Tesoro y la cartera A ofreciera una rentabilidad mayor. En este caso, los inversionistas obtendrían la utilidad del arbitraje vendiendo la cartera B e invirtiendo mitad en Letras mitad en cartera A.


El arbitraje que hemos considerado se refiere a carteras bien diversificadas, en las cuales el riesgo único se ha diversificado. Si la relación de valoración por arbitraje se mantiene para todas las carteras diversificadas, generalmente debe manifestarse para las acciones individuales. Cada acción debe ofrecer una rentabilidad esperada conforme a su contribución al riesgo de la cartera. En la APT esta contribución depende de la sensibilidad de la rentabilidad de la acción para cambios inesperados en los factores macroeconómicos.

Comparando el CAPM con el APT.


Tanto el CAPM como la APT postulan que la rentabilidad esperada depende del riesgo generado por la macroeconomía y no está afecta al riesgo único. Se puede pensar en los factores de la APT como una representación de carteras especiales de acciones que tienden a estar sujetas a influencias comunes. Si la prima por riesgo de estas carteras es proporcional a los betas (() del mercado, entonces la APT y el CAPM darán la misma respuesta. En cualquier otro caso, no será así.


Hemos querido lanzar estas ideas para indicar las tendencias entre las que actualmente se mueve la teoría financiera contemporánea. Para los lectores interesados, recomendamos especialmente los ya clásicos trabajos de Markowitz, Sharpe, Jensen, y Ross.


Finalmente, a modo de información presentamos una tabla de comparación entre estimaciones de rentabilidades esperadas de acciones calculadas según el CAPM y la APT para carteras sectoriales de EE. UU.

	
	Rentabilidad esperada calculada por

	SECTOR
	CAPM (%)
	APT (%)

	Papeleras
	17.1
	18.4

	Líneas aéreas
	17.0
	17.2

	Eléctricas
	16.9
	11.9

	Banca
	16.1
	17.0

	Agua y Gas
	13.5
	11.4

	Fuente: The Alcar Group Inc., ‘APT’
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3.
El Costo de Capital

3.1 El Costo de Capital

El costo de capital de una empresa es la tasa de rentabilidad esperada exigida por los inversionistas de una empresa que se determina por medio del riesgo medio de los activos de la empresa y sus operaciones.


Los inversionistas fijarán una tasa de rentabilidad mayor para una empresa más riesgosa, luego tendrá un costo de capital mayor y los proyectos en que invierta deberán ser descontados a una tasa mayor. Por tanto, se deberá elegir sólo proyectos de alta rentabilidad si se desea que los inversionistas sigan apoyando a esa empresa.

El costo de capital de un proyecto es la tasa de rentabilidad esperada mínima aceptable para un proyecto de acuerdo a su riesgo.


Ejercicio: La empresa  GHISA, empresa hidrogeneradora de electricidad, estudia un proyecto de expansión de $ 10.000 millones, que generaría un flujo de utilidades anuales perpetuo de 1.600 millones. La tasa de rentabilidad esperada del proyecto es, por tanto, 1.600 / 10.000 = 16%. Se asume que el riesgo del proyecto es igual al promedio de los proyectos de la empresa. En estas condiciones para decidir si el proyecto es conveniente, se requiere conocer el riesgo de todos los activos de GHISA. Nótese que en general los activos de este tipo, ductos, bombas, generadores, etc. no se comercian en el mercado usualmente, y por lo tanto será difícil estimar su riesgo y, en consecuencia, la tasa de rentabilidad esperada exigida por los inversionistas. Para resolver este dilema se puede razonar de la siguiente manera:



Bien, pero si bien este tipo de razonamiento es correcto, ¿qué pasa si la empresa tiene deudas? En este caso se puede argumentar que los accionistas no son dueños de todos los activos de la empresa, sino que sólo de una parte. Además el proyecto no estaba financiado enteramente con capital propio, sino que también con deuda.

La estructura de capital es la combinación de financiamiento a largo plazo de una empresa, en general, la proporción de patrimonio (capital propio) y deuda.


Se debe considerar la estructura de capital, pues los acreedores no exigen la misma tasa de rentabilidad sobre la deuda que los inversionistas sobre el patrimonio.


En nuestro ejemplo, GHISA había emitido 200 millones de acciones que se están negociando a  $ 800 cada una. Luego, el patrimonio de las accionistas es igual a 200 millones por $ 800, esto es, $ 160.000 millones. La deuda, por otro lado, está en forma de bonos emitidos por un total de $ 40.000 millones.


Un balance resumido (no de tipo contable) de GHISA en este momento se puede esquematizar de la siguiente manera



Balance Resumido GHISA al día de  hoy (en millones de $).





Para ser propietario del negocio es necesario comprar el patrimonio a los accionistas y la deuda a los acreedores. Entonces, uno sería dueño de todo el negocio y se puede razonar de la siguiente manera:





Luego, para estimar el costo de capital de la empresa es necesario conocer la tasa de rentabilidad de la cartera compuesta por todos los títulos de la empresa como el promedio ponderada de cada título por su porcentaje del capital total de la empresa. Si la tasa de rentabilidad que exigen los inversionistas es del 15% y la rentabilidad de la deuda es 10% se tiene que:


Rentabilidad de la Cartera
=
(0,2 * 0,10) + (0,8 * 0,15)  
=
14% 


Costo de Capital de la Empresa
= 
14%


En este momento, se tiene calculado el costo de capital de la empresa como media aritmética de cada uno de los títulos ponderados por su participación en la cartera de la empresa. Se supone que este es costo del capital es igual a la tasa de rentabilidad esperada exigida a un proyecto de riesgo similar al de la empresa. En este caso, el proyecto en estudio tiene una tasa de rentabilidad del 16%, superior al 14% de costo de capital de la empresa. No se debería rechazar el proyecto. 

3.2 El Costo de Capital Medio Ponderado


Se ha visto que el costo de capital de la empresa es el costo de oportunidad del capital para los activos existentes de la empresa y se utiliza para valorizar nuevos activos que tengan el mismo riesgo que los antiguos.


Si la empresa no tiene deudas a largo plazo el gerente de finanzas puede estimar el beta de su empresa y con este calcular la tasa de rentabilidad exigida por los acciones para el negocio utilizando el CAPM.


Si la empresa tiene deudas a largo plazo, lo cual es usual, entonces el gerente de finanzas deberá calcular el costo de capital de la empresa como la media ponderada de la cartera de títulos de la empresa, usando como ponderadores las proporciones de cada título sobre los activos totales. 


Sea el valor total del negocio V (de todos los activos), la deuda a largo plazo D y el patrimonio P. Se tiene que



Si los inversionistas de GHISA exigen un 15% de rentabilidad por su inversión en los activos ¿qué tasa de rentabilidad mínima debe proporcionar el nuevo proyecto para que todos los inversionistas - accionistas y tenedores de bonos - queden satisfechos? ¿Qué relación hay entre la rentabilidad exigida por los acreedores (D) y los accionistas (P)?




Si Vd. comprara toda la empresa GHISA, esto es, el patrimonio y la deuda, Vd. exigiría una tasa de rentabilidad del 14%, es decir, Vd. exigiría el costo de capital de la empresa calculado como la media ponderada de las rentabilidades de la deuda y del patrimonio.


Resumiendo lo anterior se tiene:




En el caso de GHISA se tiene que:


ractivos
=  ( 40.000 / 200.000) * 0.10  +  (160.000 / 200.000)  *  0.15



=  (0.20) * 0,10  +  (0.80) * 0.15  = 0.14   =  14%


Si se compara la estructura de capital con la distribución de las utilidades de una empresa se obtienen cifras distintas. En el ejemplo de GHISA se obtiene:



El Costo Medio Ponderado del Capital y los Impuestos.


Se recuerda que el pago de intereses de la una deuda en una empresa se deducen de la utilidad antes de pagar impuestos. Luego, el costo de la empresa de un pago de interés se reduce en la cuantía de este ahorro fiscal.


El tipo de interés de la deuda de GHISA es del 10%. Suponga una tasa de impuesto a las utilidades de la empresa del 15%. Entonces con relación a la deuda la empresa pagará menos impuestos, lo que redunda al final que la deuda es más conveniente, esto es, se produce una situación como si la tasa de interés fuere menor ¿cuánto menor?


El costo de capital medio ponderado (CCMP) es la tasa esperada de rentabilidad de una cartera compuesta por todos los títulos de una empresa.


r activos
=
( ( D / V)  *  rdeuda * ( 1 -  Ie) )  +  ( ( P / V)  *  rpatrimonio )

En el caso de GHISA, suponga que Ie  = 0.15. Entonces, se tiene que:


Costo Deuda después de Impuestos  = 0.10 * (1 - 0.15) =  0.085  = 8.5%. 


Finalmente, el costo de capital medio ponderado es entonces:


CCMP (GHISA)  = 0.20 * 0.085  +  0.80  *  0.15  =  0.1370 = 13,7%

El cálculo del costo medio ponderado de capital.


El proyecto de expansión de la empresa GHISA costaba 10.000 millones de pesos y generaría 1.600 millones de pesos anualmente a perpetuidad. El cálculo de este flujo de caja es el siguiente:

	Cálculo del Flujo de Caja Anual de la Empresa GHISA

(Millones de pesos de 31.12.1997)

	Ingresos por Ventas
	
3.000 

	Gastos Operacionales
	
1.118

	Flujo de Caja Operacional Antes de Impuestos
	
1.882

	Impuestos (15%)
	
(282)

	Flujo de Caja (después de Impuestos)
	
1.600   



Nótese que en este cálculo no se toma en cuenta la reducción de impuestos por el pago de intereses. Se ha hecho este cálculo con el supuesto que todo se financie con capital propio. Pero no se debe olvidar el ahorro de impuestos que se produce por utilizar deuda en el financiamiento de este proyecto. Se utiliza al considerar el valor presente del flujo de caja, que se descuenta al costo medio ponderado de capital. En este caso es 13.7%. El Valor Presente Neto (VPN) del flujo de caja del proyecto es:


VPN = $ 10.000   +   $ 1.600 / 0.137  =   $ 1.679.000.000


Esto significa que el proyecto de expansión de GHISA agrega $ 1.679 millones al valor presente de la empresa. (¿Qué TIR tiene este proyecto?) Bajo estas condiciones, no cabe rechazar el proyecto.

Comprobación de los cálculos


Otro proyecto nuevo que ofrezca una tasa de rentabilidad superior al 13,7% tendrá un VPN positivo, bajo los supuestos que el nuevo proyecto tenga un riesgo similar y su financiamiento tenga la misma estructura que el proyecto estudiado. Si un proyecto ofrece justo el 13.7% de rentabilidad se encontraría en un punto muerto: generaría un flujo de caja cuyo valor es igual a la inversión necesaria para su realización. (¿Qué argumentos habría para realizar un proyecto semejante?)


Suponga que el flujo de caja proyectado cambia de la siguiente manera:

	Cálculo del Flujo de Caja Anual Modificado de la Empresa GHISA

(Millones de pesos de 31.12.1997)

	Ingresos por Ventas
	
2.730 

	Gastos Operacionales
	
1.118

	Flujo de Caja Operacional Antes de Impuestos
	
1.612

	Impuestos (15%)
	
(242)

	Flujo de Caja (después de Impuestos)
	
1.370   



Si la inversión inicial se mantiene y se mantiene la estructura de financiamiento se tiene que el VPN es:


VPN  =    $  10.000  +  $ 1.370 / 0.137  =   $ 0


Al calcular el costo de capital medio ponderado de GHISA se consideró que la razón de endeudamiento (D/V) era el 20%. Cuando se utiliza este CCMP para calcular el VPN del proyecto de expansión se supone que esta razón de endeudamiento se mantendrá en el financiamiento del proyecto. Es decir, 2.000 millones serán deuda y 8.000 millones capital propio, esto es aportado por los accionistas de la empresa. 
En la situación modificada, VPN = 0, se tiene el siguiente flujo de caja:

	Flujo de Caja Anual Modificado de la Empresa GHISA

(Millones de pesos de 31.12.1997)

	Flujo de Caja antes de impuestos e intereses 
	
1.612 

	Pago de intereses ( 2.000 * 0.10)
	
200

	Flujo de Caja Antes de Impuestos
	
1.412

	Impuestos (15%)
	
(212)

	Flujo de Caja (después de Impuestos)
	
1.200   



De acuerdo a esto, se estima que el flujo de caja modificado antes de intereses y de impuestos será de 1.612 millones de pesos. De este valor hay que descontar los intereses que debe pagar GHISA a sus acreedores, esto es 10% sobre 2.000 millones de pesos, es decir, 200 millones de pesos. Sobre los 1.412 millones restantes debe pagar el 15% de impuesto a las empresas, esto es, 212 millones de pesos. Luego, los ingresos netos de GHISA son 1.200 millones. Se tiene que la rentabilidad del capital propio es 1.200/8.000 = 15%, exactamente igual a la rentabilidad exigida por los inversionistas.

3.3 Medida de la Estructura de Capital.


¿Cómo calcular la estructura de capital de una empresa? Es normal comenzar analizando los datos contables de la empresa, pero no se debe olvidar que para calcular el costo de capital medio ponderado se deben usar valores de mercado.

Ejemplo. La empresa Los Cobres presenta el siguiente cuadro contable:

	Valor contable de la deuda y el patrimonio de Los Cobres

(millones de dólares)

	Deuda con el Banco
	
400
	
25.0

	Bonos a Largo Plazo (Vencimiento 12 años, cupón 8%)
	
400
	
25.0

	Acciones Ordinarias (100 millones al valor par $ 2)
	
200
	
12.5

	Utilidades retenidas
	
600
	
37.5

	Total
	
1.600
	
100.0



¿Qué ítems de entre estos valores contables son una buena aproximación los valores de mercado?


La deuda con el banco obtenida a partir de la contabilidad es una buena aproximación a su valor de mercado (si la empresa es “solvente”)


¿Qué ocurre con los bonos a largo plazo? Si los bonos se negocian en el mercado secundario, es una buena aproximación a su valor de mercado. Si no, se puede calcular su valor hoy. Para esto, suponga que el tipo de interés a largo plazo ahora es del 9%.


¿Qué sucede con el patrimonio? ¿Es posible utilizar el valor contable? ¿Qué tipo de error cometería? Suponga para sus cálculos que las acciones de Los Cobres se transan a 24 dólares cada una.

	Valor de mercado de la deuda y el patrimonio (millones de dólares)

	Deuda con el Banco
	
400
	
12.6

	Bonos a Largo Plazo 
	
371
	
11.7

	Deuda Total
	
771
	
24.3

	Acciones Ordinarias (100 millones a 24 dólares cada una) 
	
2.400
	
75.7

	Total
	
3.171
	
100.0


3.4 Cálculo de tasas de rentabilidad.

Mientras la empresa Los Cobres sus bonos ofrecen una rentabilidad al vencimiento del 9%. Si se produce algún hecho relevante que ponga en peligro el pago de la deuda, el 9% representa el resultado más favorable y la rentabilidad esperada será inferior al 9%.


Para el caso de las acciones ordinarias el CAPM nos dice que los inversionistas exigen una rentabilidad mayor a aquellas acciones con betas altos. La fórmula es:



rentabilidad esperada
=
tipo de interés
+
(* 
prima de riesgo          )


de las acciones

libre de riesgo


esperada de mercado


Suponga que el coeficiente  de las acciones de Los Cobres es 0.85. La tasa de interés libre de riesgo es de 6% y la prima esperada del mercado es de 9%. Entonces, usando el CAPM se puede calcular el costo de capital de Los Cobres:


Costo de Capital    =    racciones    =    rf    +   * (rm – rf)


La estimación del costo de capital con el modelo de descuento de dividendos supone que hay crecimiento constante. La fórmula es: si se espera que los dividendos crezcan en forma indefinida a una tasa constante g, entonces el precio de una acción es:

	

DIV1

P0     =  


rcapital    g



Si hubiese acciones preferentes (de las que pagan un dividendo fijo anual) pueden valorarse recordando el cálculo de anualidades y perpetuidades.


Finalmente, estamos en condiciones de calcular el costo de capital medio ponderado (CCMP) de Los Cobres. Recuerde que la fórmula es:

COSTO CAPITAL MEDIO PONDERADO   =
( D/V * (1 – Ie) * rdeuda ) + ( P/V * rcapital )


Suponga que Los Cobres para su proyecto de expansión usa la misma razón de endeudamiento que para el resto de sus operaciones.
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4.
La Política de Endeudamiento de la Empresa: 


Las Proposiciones de Miller y Modigliani

4.1 Revisión de las decisiones financieras en las empresas


Las decisiones financieras en las empresas son de dos tipos:


a) las decisiones de inversión que tratan del diseño de proyectos, su formulación, su análisis y su evaluación, materia que también se conoce bajo el nombre de formulación de los presupuestos de capital; y


b) las decisiones de financiamiento, las que suponen que se ha determinado qué proyectos de inversión realizar y el problema es como conseguir su financiamiento.


Para esto Vd. debe conocer los instrumentos disponibles, la institucionalidad del mercado y entender cómo se comporta. La competencia en los mercados financieros es más completa e intensa que en la mayoría de los mercados de bienes. En los mercados de bienes las empresas encuentran proyectos con VPN positivo, debido a su especialización, a su conocimiento de su línea de negocios a su posición geográfica, a su tecnología y “marcas”, etc. Esto le permite crear proyectos con VPN positivo.


En los mercados financieros hay pocos nichos protegidos. No tiene sentido patentar un nuevo título, hay movimientos muy rápidos, que incluyen un significativo número de empresas en busca de financiamiento y una gran cantidad de inversionistas, la globalización de los mercados financieros es notable. Los inversionistas evalúan los proyectos tan bien como Vd. Parece que la plata atrae a los cerebros. Una decisión con VPN positivo para la empresa que busca financiamiento, significa un VPN negativo para el inversionista. Pues bien, ese tipo de inversionista casi no existe. En general, las empresa deben admitir que los títulos que emiten se venden a su valor “verdadero”.

¿Qué significa valor “verdadero”?  Se trata de un precio que incorpora toda la información disponible por los inversionistas en este momento.

Los mercados de capitales eficientes son aquellos en los cuales todos los títulos son valorados correctamente a la luz de la información disponible por los inversionistas.


La hipótesis de mercado de capitales eficientes implica que si los títulos son valorados correctamente a precios de mercado, entonces el financiamiento de mercado es siempre una transacción con VPN = 0.

En 1953 Maurice Kendall, distinguido estadístico británico, presenta un estudio estadístico de los precios de las acciones y mercancías en la Real Sociedad Estadística de Londres. Kendall buscaba descubrir ciclos regulares en el movimiento de los precios. Pero no encontró ninguna regularidad. Detecto que los precios vagaban aleatoriamente, con la misma probabilidad de subir o bajar de un día para otro. Es lo se conoce como un paseo aleatorio.
4.2 Las versiones de los mercados eficientes.

Un mercado de capitales es eficiente en forma débil si no se puede obtener utilidades superiores estudiando únicamente el pasado de los precios de las acciones, pues toda esta información está reflejada en los precios.

Un mercado de capitales es eficiente en la forma semifuerte si no se pues obtener utilidades superiores después de investigar los precios de las acciones en el pasado, los movimientos de estos precios después de los anuncios de dividendos, después de las predicciones de las utilidades de la empresa, después de la divulgación de planes de fusiones y después de cambios en las prácticas contables, es decir, si los precios reflejan toda la información pública disponible.

Un mercado de capitales es eficiente en la forma fuerte si no se puede obtener utilidades superiores después de conocer toda la información existente, esto es, después de conocer toda la información pública y privada disponible.


La hipótesis del mercado eficiente es frecuentemente mal interpretada. Algunos afirman que los precios de las acciones no pueden reflejar  el valor correcto de las empresas porque suben y bajan (argumentos a favor y en contra).


Otros creen que las instituciones son incapaces de conseguir rentabilidades superiores son simplemente incompetentes. (argumentos a favor y en contra).


Hay casos que se logra cierta rentabilidad superior (los insiders, información privilegiada). ¡Nótese que hay asuntos éticos de por medio!


¿Cómo interpretar la eficiencia de los mercados a la luz de las crisis bursátiles (crisis de 1982 en Chile, crisis de 1987 en Nueva York, crisis de 1997 en Asia).


La hipótesis de la forma débil de la eficiencia de mercado afirma que la sucesión de variaciones de precios del pasado no contiene información sobre las variaciones futuras. Hay economistas que hablan de que los precios de las acciones siguen un “paseo aleatorio” o que el “mercado no tiene memoria”.


En un mercado eficiente no existen ilusiones financieras. Los inversionistas no tienen una relación romántica con los flujos de caja de la empresa ni con la parte de esos flujos de la cual son dueños. (contabilidad creativa)


No free lunch. Suponga que el tipo de interés de los bonos a un año es de 4% y que los bonos a dos años renta el 6%. ¿Qué sucede con la rentabilidad de los bonos que se compran dentro de un año y duran un año? ¿Cuál debiera ser su rentabilidad esperado hoy?

4.3 El endeudamiento en un sistema sin impuestos


¿La estructura de capital de una empresa puede incrementar el valor de los flujos de caja generados por la gestión operacional de sus activos reales?


valor de los activos (assets)
=
valor de los pasivos (pasivo y patrimonio)


valor de los flujos de caja generados
=
valor de la deuda y las acciones


por la gestión de los activos reales


Los términos a la izquierda producen los resultados (durante la vida de la empresa) y los de la derecha determina como se distribuyen entre los propietarios.


Franco Modigliani y Merton Miller (MM) mostraron en 1958 que el valor de mercado de una empresa no depende de su estructura de capital. Es decir, el gerente de finanzas no puede incrementar el valor de su empresa con combinaciones diferentes de deuda y patrimonio.


Ejemplo: Para mostrar el argumento de MM usaremos el siguiente ejemplo.

	Empresa Los Eucaliptos S.A.



	Datos
	
	
	
	
	
	
	

	Número de acciones
	100.000
	
	

	Precio por acción
	US $ 10
	
	

	Valor de mercado de las acciones
	US $ 1 millones
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	Estados Posibles de la Economía

	
	
	
	
	

	
	Depresión
	Estancada
	Normal
	Expansión

	Resultados
	
	
	
	

	Utilidad de la explotación  (US $)
	75.000
	100.000
	125.000
	150.000

	Utilidad por acción  (US $)
	0.75
	1.00
	1.25
	1.50

	Rentabilidad por acción
	7.5%
	10%
	12.5%
	15%

	
	
	
	Resultado

esperado
	


Supuestos:



(i)
la empresa no tiene deuda;



(ii)
todo el resultado se paga como dividendos a los accionistas;



(iii)
el sistema económico no cobra impuestos; y



(iv)
el flujo de caja es perpetuo (no hay crecimiento).



(v)
la política de inversiones (en activos) se mantiene invariable



(vi)
los mercados de capitales son perfectos y eficientes en su forma fuerte.


Bajo estas condiciones el gerente de finanzas especula que los accionistas estarían mejor si el endeudamiento fuera el 50%, esto es, mitad deuda y mitad patrimonio (capital propio). Por tanto, propone emitir US $ 500.000 en bonos al 10% y utilizar eso medio millón de dólares para recomprar 50.000 acciones. 

La reestructuración de capital es el proceso de modificación de la estructura de capital de una empresa sin cambiar los activos reales.


Con la reestructuración propuesta no cambiarán ni los activos ni la política de inversiones de la empresa, únicamente cambiarán las proporciones de los pasivos. Su memoria de cálculo se presenta en la siguiente tabla y figura:

	Propuesta de Reestructuración Financiera de la Empresa Los Eucaliptos S.A.



	Datos

	Número de acciones
50.000

	Precio por acción 
US $ 10

	Valor de mercado de las acciones
US $ 500.000

	Valor de mercado de la deuda
US $ 500.000

	
	Estados Posibles de la Economía



	
	Depresión
	Estancada
	Normal
	Expansión

	Resultados
	
	
	
	

	Utilidad de la explotación
	75.000
	100.000
	125.000
	150.000

	Intereses
	50.000
	50.000
	50.000
	50.000

	Utilidad para los accionistas
	25.000
	50.000
	75.000
	100.000

	Utilidad por acción
	0.50
	1.00
	1.50
	2.00

	Rentabilidad por acción
	5%
	10%
	15%
	20%

	
	
	Resultado

 esperado

















El gerente de finanzas razona de la siguiente manera: “La deuda se podrá incrementar o reducir la rentabilidad de los inversionistas. Si la utilidad es mayor que US $ 100.000 la rentabilidad para el dueño del patrimonio se incrementa con la emisión de deuda. Si la renta es menor que US $ 100.000 dólares, la rentabilidad se reduce por la deuda. Si la utilidad es justo US $ 100.000 la rentabilidad de los capitalistas no se ve afectada. Luego, si esperamos producir una utilidad mayor que US $ 100.000 entonces con la emisión de deuda podemos favorecer a nuestros accionistas.”


El gerente general podría replicar: “De acuerdo. Si las utilidades son mayores que US $ 100.000 el endeudamiento favorecerá a nuestros accionistas. Pero ese razonamiento ignora que el inversionista también se puede endeudar por su cuenta. Suponga que la empresa no se endeuda. En este caso el accionista puede ir al banco, pedir prestado US $ 10 y luego invertir 20 dólares en 2 acciones. Esta persona sólo ha invertido 10 dólares de su propio dinero. 


Veamos la siguiente tabla:

	
	Estados Posibles de la Economía



	
	Depresión
	Estacada
	Normal
	Expansión

	Resultados
	
	
	
	

	Utilidad por 2 acciones
	1.50
	2.0
	2.50
	3.00

	Menos intereses al 10%
	1.00
	1.00
	1.00
	1.00

	Utilidad neta de la inversión
	0.50
	1.00
	1.50
	2.00

	Rentabilidad de los US $ 10
	5%
	10%
	15%
	20%

	
	
	Resultado

esperado



Se ve que el inversionista obtiene el mismo resultado que si hubiera comprado 1 acción después de la reestructuración. No hace diferencia si la empresa pide prestado o si el inversionista pide prestado. Luego, el endeudamiento de la empresa no hará más ricos a los inversionistas.”


Se puede mostrar lo inverso: que los inversionistas no estarán peor después de la reestructuración. Suponga un inversionista que posee 2 acciones de Los Eucaliptos S.A. antes de la reestructuración. Si la empresa pide prestado puede que la rentabilidad de las acciones sea inferior que antes. Si esto no le gusta a nuestro inversionista, puede comprar 1 acción de la empresa reestructurada e invertir 10 dólares en la deuda de la empresa. La siguiente tabla muestra los resultados:

	
	Estados Posibles de la Economía


	
	Depresión
	Estacada
	Normal
	Expansión

	Resultados
	
	
	
	

	Utilidad por 1 acción
	0.50
	1.00
	1.50
	2.00

	Más intereses al 10%
	1.00
	1.00
	1.00
	1.00

	Utilidad neta de la inversión
	1.50
	2.00
	2.50
	3.00

	Rentabilidad de US $ 20
	7.5%
	10%
	12.5%
	15%

	
	
	Resultado

esperado



Se puede ver que son exactamente iguales a los que hubiera obtenido antes de la reestructuración. Prestando la mitad de su capital (mediante su inversión en deuda de Los Eucaliptos S.A.) el inversionista contrarresta exactamente el efecto del endeudamiento de la empresa. Luego, si la empresa sigue con sus planes, esto no impedirá al inversionista hacer algo que previamente podría haber hecho.

Proposición I de MM (de la irrelevancia del endeudamiento): la estructura de capital, bajo los supuestos de no crecimiento y no impuestos,  no afecta el valor de la empresa.


La memoria de cálculo del gerente de finanzas mostraba que la emisión de deuda incrementaría la rentabilidad esperada del accionista. Bien, pero ¿qué pasa con el riesgo? Obviamente, la utilidad de la empresa no cambia después de la reestructuración. 

El riesgo operativo o riesgo del negocio es el riesgo de la utilidad que resulta de la operación de la empresa.


La razón deuda/patrimonio no afecta al riesgo operativo (riesgo de negocio) de la empresa. Pero, en cambio si disminuye el número de acciones en circulación, un cambio en las utilidades de la empresa tiene mayor impacto en la utilidad por acción. 

El apalancamiento (leverage) financiero es el incremento en la variabilidad de la rentabilidad de los accionistas por el uso de la deuda.


El efecto del apalancamiento es aumentar la magnitud de los movimientos de las rentabilidades en las acciones. Cualquiera que fuese el beta de las acciones de la empresa antes del endeudamiento, aumentará en proporción a su cambio después de contraer la deuda.

El riesgo financiero es el riesgo para los accionistas resultante del uso de la deuda.


Volvamos a la proposición I de MM. Antes de emitir la deuda la empresas Los Eucaliptos S.A. el flujo de caja esperado de la utilidades y dividendos por acción era de US $ 1.25. Los inversionistas requieren una rentabilidad del 12.5%. De este modo, el precio de la acción (para una perpetuidad es igual a los dividendos divididos por la rentabilidad exigida) es 1.25 / 12.5 = US $ 10. Después de la emisión de la deuda, los beneficios esperados y los dividendos se incrementan hasta 1.50 dólares, pero los inversionistas exigen ahora una rentabilidad del 15% para compensar el alza del riesgo. El precio de acción en estas condiciones se calcula del siguiente modo:  1.50 / 0.15 =  US $ 10. Exactamente igual que antes.


Se vio que la rentabilidad esperada de todos los activos de una empresa es igual al costo de capital medio ponderado (CCMP), que es la tasa de rentabilidad requerida para un proyecto con el mismo riesgo que los negocios “normales” de la empresa. La empresa usan el CCMP como la tasa de descuento para “promediar” proyectos y como referencia para decidir que tasa de descuento usar para proyecto relativamente más seguros o relativamente más riesgosos.

El CCMP se calcula de la siguiente manera:





Nótese que todavía estamos en un sistema sin impuestos. Si existieran impuestos el rdeuda se multiplica por ( 1-  Ie).  En estas fórmulas, D es el valor de mercado de la deuda y P es el valor de mercado del patrimonio o capital propio..


La proposición I de MM establece que la estructura de capital de la empresa no afecta la utilidad esperada de la empresa o al valor de sus activos. Es decir. la ractivos, la rentabilidad que se le exige a loa activos cubiertos por la deuda y el patrimonio no se ve afectada.


Por otra parte, se vio que el apalancamiento incrementa el riesgo del patrimonio y la rentabilidad demandada por los accionistas. Reagrupando la fórmula del costo de capital medio ponderado se obtiene 


Proposición II de MM: la tasa de rentabilidad exigida a las acciones ordinarias de una empresa endeudada se incrementa en proporción a la razón deuda/patrimonio, expresadas en valores de mercado. O bien, en otras palabras, la tasa de rentabilidad exigida (esperada) se incrementa si la razón de endeudamiento se incrementa.



Continuando con nuestro ejemplo, podemos constatar la Proposición II de MM con Los Eucaliptos S.A. 


Antes de la decisión se tenía que



utilidad esperada de la gestión de loas activos


rpatrimonio 
=
ractivos
=




valor de mercado de deuda + patrimonio



=
125.000 / 1.000.000 = 0.125 = 12.5%


Si la empresa realiza la reestructuración, endeudándose, la rentabilidad exigida a los activos, ractivos, es 12.5%. La rentabilidad exigida al patrimonio en este caso sería


rpatrimonio
=
ractivos  +  D/P * (ractivos - rdeuda)



=
0.125  +  500.000/500.000 * (0.125 - 0.10)  = 0.15 = 15%


Se dice que la deuda tiene un costo explícito y uno implícito. El costo explícito es el tipo de interés cargado a la deuda de la empresa. Cuando el gerente de finanzas afirmó que la deuda beneficiaría a los accionistas, estaba pensando en el costo explícito. Pero la deuda también aumenta el riesgo del accionista, por lo cual los accionistas exigen más rentabilidad a su inversión. Conocido este costo implícito, la deuda no es más barata que el capital propio. En resumen, la rentabilidad que los inversionistas exigen a sus activos no está afectada por el endeudamiento de la empresa.


Cuando se calculaba el costo de capital medio ponderado dijimos que el ractivos no dependía de la razón de endeudamiento, nos apoyábamos en la Proposición I de MM; luego, cuando calculamos el rpatrimonio GHISA estábamos usando la Proposición II de MM.






¿Qué pasa si la deuda se pone riesgosa? En general, dentro de un rango, las empresa obtienen un tipo de interés constante, pero pasado cierto umbral, los bancos estiman que su riesgo es positivo y suben el tipo de interés. La Proposición II de MM permite predecir que la rentabilidad exigida al paquete 
{ deuda + patrimonio } no cambia, pero ahora los acreedores comparten el riesgo y exigen mayor rentabilidad.






4.4 El Endeudamiento y los Impuestos: el Ahorro Fiscal

Las proposiciones de Modigliani y Miller podrían sugerir que la política de endeudamiento no influye en el funcionamiento financiero de las empresas. Para éstas la razón de endeudamiento ( D/ (D+P) ) sería irrelevante. Lo mismo sucedería con el costo de capital medio ponderado. Pero, en la realidad, los gerentes de finanzas se preocupan del endeudamiento.


Si la política de endeudamiento fuera completamente irrelevante, las razones de endeudamiento variarían aleatoriamente entre las empresas, y de un sector a otro. Pero, sucede que la mayoría de las compañías aéreas, los servicios públicos, las inmobiliarias y los bancos tienen altas razones de endeudamiento. También ocurre esto con empresas de sectores intensivos en capital como el acero, aluminio, químicas, petróleo y minería. Por otro parte, es raro encontrar empresas farmacéuticas o agencias de publicidad que no estén financiadas predominantemente con capital propio. Empresas en rápida expansión, a pesar de sus requerimientos financieros, prefieren financiarse con capital propio.


La explicación de estas regularidades se explica por elementos que hemos dejado, hasta ahora, fuera del análisis. Hemos ignorado los impuestos, las quiebras, conflictos de intereses entre los dueños de títulos y ciertas relaciones entre las decisiones de inversión y financiamiento. Si bien no analizaremos en detalle cada uno de estos temas, veremos como el tema de los impuestos conduce a que la política de endeudamiento no sea irrelevante.

La deuda y los impuestos.


El financiamiento con deuda tiene una ventaja importante. El interés que la empresa paga es un gasto deducible de los impuestos. Los dividendos y las utilidades retenidas, en cambio, están afectas al impuesto a las empresas.


Ejemplo de Los Eucaliptos S.A. Veamos las ventajas del endeudamiento.

	
	Estados posibles de la economía

	
	Depresión
	Estancada
	Normal
	Expansión

	A.  Resultados con financiamiento exclusivo de capital propio (dólares)



	Utilidad de la Gestión
	75.000
	100.000
	125.000
	150.000

	Impuestos (35%)
	26.250
	35.000
	43.750
	52.500

	Utilidad después de Impuestos
	48.750
	65.000
	81.250
	97.500

	
	
	
	
	

	Impuestos (Chile: 15%)
	11.250
	15.000
	18.750
	22.500

	Utilidad después de Impuestos
	63.750
	85.000
	106.250
	127.500

	Diferencia Tributaria
	15.000
	20.000
	25.000
	30.000

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	B.  Resultados con financiamiento  de capital propio y 325.000 en deuda (dólares)



	Utilidad de la gestión
	75.000
	100.000
	125.000
	150.000

	Intereses deuda (10%)
	32.500
	32.500
	32.500
	32.500

	Utilidad antes de impuestos 
	42.500
	67.500
	92.500
	117.500

	Impuestos (35%)
	14.875
	23.635
	32.375
	41.125

	Utilidad después de impuestos
	27.625
	43.875
	60.125
	76.375

	Resultado combinado de deuda y patrimonio (intereses de deuda  + utilidad después de impuestos)
	60.125
	76.375
	92.625
	108.875

	
	
	
	Resultado

esperado
	

	Impuestos ( Chile: 15%)
	6.375
	10.125
	13.875
	17.625

	Utilidad después de impuestos
	36.125
	57.375
	78.625
	99.875

	Resultado combinado de deuda y patrimonio (intereses de deuda  + utilidad después de impuestos)
	68.625
	89.875
	111.125
	132.375

	Diferencia Tributaria
	8.500
	13.500
	18.500
	23.500



Al deducir los intereses de la deuda de la basa impositiva, el resultado combinado de la deuda y los accionistas es más alto cuando la empresa está apalancada, para todos los estados posibles de la economía. 

El ahorro fiscal por intereses es el ahorro fiscal resultante de las deducciones de la base impositiva por el pago de intereses.


El ahorro fiscal es un activo valorable. Si Los Eucaliptos S.A. planea mantener en forma permanente su deuda. Es decir, al vencimiento de los bonos, emite nuevamente bonos en las mismas condiciones. De este modo, espera un ahorro fiscal anual de US $ 32.500 * 0.35 = US $ 11.375. Estos ahorros dependen exclusivamente de la tasa de impuestos a las empresas (en el caso chileno, se estaría hablando de US $ 32.500 * 0.15 = US $ 4.875)  y de la capacidad de pago de la empresa. Luego, en general, el riesgo de este ahorro fiscal es probablemente pequeño. Si deseamos calcular el Valor Presente de este ahorro fiscal la tasa de descuento a usar debe ser relativamente baja. ¿a qué tasa precisamente? La hipótesis más común es que el riesgo del ahorro fiscal es similar al generado por los pagos de intereses. Si descontamos al 10% el flujo de caja del ahorro fiscal a perpetuidad se tiene que:


VP ( Ahorro Fiscal Los Eucaliptos S.A. ) =  US $ 4.875 / 0.10  =  US $ 48.750. 


Si Los Eucaliptos S.A. está valorada en US $ 650.000 con financiamiento exclusivo de capital propio. Pero si Los Eucaliptos S.A. emite bonos por US $ 325.000 en forma permanente su valor aumente en el monto del valor presente del ahorro fiscal, esto es, ahora su valor es US $ 650.000 + US $ 48.750 = US $ 698.750.


Generalizando el ejemplo se tiene el pago de intereses cada año es igual al tipo de interés por la cantidad prestada, esto es, rdeuda * D. El ahorro fiscal anual es la tasa de impuestos a las empresas, Ie, por el pago de intereses.


Ahorro fiscal anual
=
Impuesto a las empresas * pago de intereses



=
Ie  *  ( rdeuda  * D)


Si el ahorro fiscal es perpetuo, usaremos la fórmula de perpetuidad para calcular su valor presente:




Ahorro fiscal anual

Ie  *  ( rdeuda  * D)


VP (Ahorro fiscal)
=

=


=
Ie * D




rdeuda

rdeuda

Obviamente, el valor presente del ahorro fiscal es menor si la empresa no planea endeudarse permanentemente o si no pudiera utilizar el ahorro fiscal en el futuro.


La Proposición I de MM afirma que el valor de una empresa no es afectado por la estructura de capital. Pero la Proposición I para un sistema con impuestos es:










Si el endeudamiento proporciona cierto ahorro fiscal por intereses, ¿porqué las empresas no maximizan incondicionalmente su endeudamiento?


Si una empresa extrema su razón de endeudamiento todas sus utilidades irían a pagar intereses, no se pagaría impuesto, y luego, no tendría sentido endeudarse más para esa empresa.


Pero, también hay ciertas desventajas con un endeudamiento extremo. Los acreedores que reciben intereses, deben pagar impuestos sobre esos intereses. Los accionistas, si bien es cierto que también pagan impuestos, las ganancias de capital sólo paga impuestos cuando se realiza. Luego, ellos pueden postergar su pago de impuestos.


Otra razón para no aumentar sin ton ni son la deuda es la probabilidad de quiebra. Hay notables costos en caso de insolvencia financiera, que los accionistas están dispuestos a evitar, aunque sea no aprovechando el ahorro fiscal por intereses.









Hay una teoría del equilibrio financiero que establece que existe un equilibrio entre el ahorro fiscal y el costo de la insolvencia financiera por factores que varían entre las empresas. Las empresas que poseen activos reales tangibles en gran cantidad, con ingresos gravables, pueden protegerse con una razón de endeudamiento elevada. Aquellas empresas con alto riesgo, y activos intangibles prefieren generalmente el financiamiento propio.

Referencias bibliográficas
Brealey, Richard A., Stewart C. Myers y Alan J. Marcus (1996), ‘Principios de Dirección Financiera’, McGraw-Hill (Capítulos 15)

Brealey, Richard A. y Stewart C. Myers (1996), ‘Fundamentos de Financiación Empresarial, McGraw-Hill (Capítulos 17, 18)

Pascale, Ricardo (1992), ‘Decisiones Financieras’, Ediciones Macchi, Buenos Aires (Capítulo 16, 17, 18)

5.
La Política de Dividendos de la Empresa

5.1 Introducción

El dividendo es la proporción de las utilidades obtenidas durante un año que se distribuye a los accionistas (dueños de la empresa).

La política de dividendos son los lineamientos generales que determinan la proporción de las utilidades que se distribuye como dividendos y la proporción que se capitaliza (aparece como utilidades retenidas en el Balance General).


Es una cuestión controvertida la relación entre la política de dividendos y el valor de las acciones. ¿A quiénes interesa esta cuestión? A los ejecutivos de la empresa, y en primer lugar al gerente de finanzas. Además, si hubiera una cierta relación entre la política de dividendos y el financiamiento de la empresa, el atractivo de una proyecto (la decisión de aceptarlo o rechazarlo) se vería afectada. Por ejemplo, si los inversionistas prefieren empresas con altas razones de distribución de dividendos, entonces este tipo de empresa serán más reacias a realizar nuevos proyectos que impliquen reducir el índice de distribución de dividendos.

El índice de distribución de dividendos es la proporción de las utilidades que se reparte como dividendo. 


En este capítulo comenzaremos mostrando como se pagan los dividendos y cual es la normativa vigente en Chile. Luego, analizaremos la política de dividendos en condiciones ideales y veremos la proposición de Modigliani y Miller que dice que bajo condiciones ideales el valor de la empresa es independiente de su política de dividendos. A continuación, se introducirán condiciones del mundo real y analizaremos que en este caso hay ciertas políticas de dividendos que son más convenientes que otras.

5.2 El pago de dividendos de las empresas: normas y modalidades.


En Chile el pago de dividendos está regulado por la Ley 18.046 (y sus modificaciones posteriores) sobre sociedades anónimas. 


El artículo 77 de dicha Ley estipula que la junta de accionistas deberá pronunciarse obligatoriamente sobre la memoria, el balance general y los estados de ganancias y pérdidas y resolver sobre el monto de los dividendos que deberán pagarse.


El artículo 78 establece que los dividendos se pagarán exclusivamente de las utilidades líquidas del ejercicio, o de las utilidades retenidas provenientes de balances aprobados por la junta de accionistas.


El artículo 79 establece que toda empresa debe distribuir a lo menos el 30% de sus utilidades en efectivo; y en caso que existan pérdidas acumuladas de ejercicios anteriores, las utilidades del ejercicio deberá ser destinadas a cubrir las pérdidas acumuladas y en caso que quedara algún saldo, éste se podrá distribuir como dividendo.


El artículo 80 establece que las utilidades que no se distribuyan en efectivo podrán ser capitalizadas previa reforma de los estatutos o bien a través de la emisión de acciones liberadas de pago.


El artículo 81 estipula que en caso de los dividendos obligatorios y definitivos, éstos se deberán cancelar dentro de los siguientes 30 días de su fecha de declaración. Cuando el directorio desea distribuir dividendos provisorios, a cuentas de las utilidades del ejercicio, la fecha de distribución la establece el directorio y el asume la responsabilidad.


El artículo 82 se refiere a la forma de distribución y pago de los dividendos y establece tres formas:


a)
En efectivo.


b)
En acciones liberadas de pago (emitiendo acciones de la propia empresa)


c)
En acciones de otra empresa, en la cual la empresa tenga inversiones.

El dividendo líquido es el pago en efectivo por la empresa a los accionistas. Los dividendos líquidos se clasifican en regulares y en extras o especiales. Se asume que los regulares se repetirán y los extras o especiales no necesariamente.


La fecha de cierre es el día definido por el directorio para el reparto de dividendos a todos los accionistas inscritos en esa fecha como accionistas de la empresa. Las acciones con dividendo o “cum dividendo” son aquellas acciones que se negocian e incluyen el pago del próximo dividendo. La fecha ex dividendo es la fecha que determina si la acción es “cum dividendo” o sin dividendo. En algunas bolsas la fecha ex-dividendo es anterior a la fecha de cierre.


La fecha de pago es el día definido por el directorio para el pago de los dividendos. En esta fecha se puede retirar el valor de los dividendos por caja o un cheque es enviado por correo o es depositado directamente en la cuenta corriente fijada por el accionista.

5.3 Factores que determinan la política de dividendos de las empresas


En primer lugar las normas legales (leyes, reglamentos, estatutos) y circulares de la Superintendencia de Valores y Seguros.


John Lintner en EE.UU. realizó un estudio clásico sobre los factores que determinan la política de dividendos de las empresas. Lintner detectó cuatro “puntos claves”, que luego fueron confirmados por otros estudios posteriores:


1.
Las empresa tienen índices de distribución de dividendos a largo plazo.


2.
Los directorios se centran más en los cambios de niveles de dividendos que en los niveles absolutos de ellos.


3.
Los cambios en los dividendos siguen un incremento a largo plazo, siendo preferidos ciertos niveles sostenibles de ganancias a los cambios de corto plazo. Se hace un “alisamiento” de los índices de distribución de dividendos.


4.
Los directivos son reacios a hacer cambios en la política de dividendos que luego deban anular.

5.4 Miller y Modigliani:


La irrelevancia de la política de dividendos en un mundo ideal.


Para entender los argumentos que se manejan en relación a la política de dividendos debemos precisar el significado de la afirmación precedente.


Algunas empresas pagan dividendos bajos porque los ejecutivos son optimistas sobre el futuro de la empresa y desean retener utilidades para expandirse. En este caso, el dividendo es un derivado de la decisión de presupuesto de capital. Otras empresas pueden tener gran capacidad de endeudamiento, lo que libera fondos para pagar dividendos altos. En este caso, el dividendo es determinado por la decisión de endeudamiento.


Nuestro problema preciso se enuncia: ¿cuál es el efecto de un cambio en la política de dividendos, bajo el supuesto que las decisiones de endeudamiento y de presupuesto de capital están determinadas previamente? El objetivo metodológico de la pregunta es aislar la política de dividendos de otros problemas de la gestión financiera. Obviamente, el efectivo necesario para financiar un incremento de dividendos debe provenir de alguna parte. Dados la inversión y el endeudamiento, existe únicamente una fuente posible: la emisión de acciones. Entonces, definiremos la política de dividendos como la relación de intercambio entre las utilidades retenidas por una parte y por la otra, la distribución de dividendos líquidos y la emisión de nuevas acciones.


Hay tres puntos de vistas en relación a la política de dividendos. Primero, algunos creen que altos dividendos incrementan el valor de la empresa; segundo otros creen que altos dividendos provocan altos impuestos y por tanto reducen el valor de la empresa; y finalmente, tercero, los hay quienes creen que la política de dividendos es irrelevante.


Modigliani y Miller en 1961 llegaron a la última conclusión. Estos investigadores asumieron que la empresa tiene definida su política de inversiones. Se ha evaluado previamente y se ha determinado la proporción en qué este programa se financiará por endeudamiento y la proporción que ha de financiarse usando las utilidades retenidas. Cualquier recurso restante es repartido como dividendo.


¿Qué pasa si la junta de accionistas quisiera aumentar el pago de dividendos no modificando ni la política de inversión ni la política de endeudamiento? De alguna parte debe proceder el dinero extra. Si la empresa ha fijado su política de endeudamiento, la única forma de obtener dinero sería emitiendo acciones y vendiéndolas. Los nuevos accionistas estarían dispuestos a participar con su dinero sólo si la empresa puede ofrecerles acciones que valgan tanto como cuestan. ¿Cómo hacer esto si la empresa no modifica ni sus activos ni sus utilidades? La única posibilidad que se visualiza es que algunos pagos futuros de dividendos de la empresa, que previamente hubieran ido a parar a manos de los antiguos accionistas, desviarlos hacia los nuevos.


Los accionistas antiguos que tendrán una reducción de sus dividendos futuros sufren una pérdida de capital que es compensada exactamente con el dividendo extra que reciben.


¿Supone alguna diferencia para los antiguos accionistas que ellos reciban un pago extra de dividendo más una pérdida de capital equivalente? Si fuese la única forma para ellos de conseguir tener dinero en la mano se produciría una diferencia, pero bajo la hipótesis de la eficiencia en los mercados, ellos puede obtener liquidez vendiendo acciones. Luego, los antiguos accionistas puede aumentar su liquidez ya sea persuadiendo a la junta de accionistas de incrementar los dividendos o vendiendo acciones. En cualquier caso, habrá una transferencia de valor desde los antiguos hacia los nuevos accionistas.


Ya que los inversionistas no necesitan dinero para tener mayor liquidez, MM argumentan que no pagarán precios más altos por acciones de empresas que repartan mayores dividendos.

La proposición de la irrelevancia de la política de dividendos de MM establece que bajo condiciones ideales la política de dividendos no afecta el valor de la empresa.











En el siguiente ejemplo se muestra el tipo de razonamiento que usaron por primera vez Miller y Modigliani para argumentar a favor de la irrelevancia de la política de dividendos en relación al valor de la empresa.


Ejemplo: La empresa Forestal Osorno S.A. (FOSA) presenta el siguiente balance, antes del pago de dividendos:

	Balance FOSA  (A valores de mercado)

(En Unidades de Fomento - UF)

	Activos
	
	Pasivos

	Caja ( 800 UF para inversión)
800
	
	Deuda
0

	Activos Fijos
3.600
	
	Patrimonio
4.800

	VPN de oportunidades de crecimiento

 (Inversión necesario 800 UF)
400
	
	

	Valor total de los activos
4.800
	
	Valor de la empresa
4.800



Suponga ahora que FOSA utiliza la caja para pagar un dividendo UF 800 a sus accionistas. La ventaja para ellos es evidente: UF 800 en efectivo. Pero, esto debe tener algún costo. La liquidez tiene un precio.


¿De donde se genera el dinero para el dividendo? La fuente inmediata es la Caja de FOSA. Pero estos recursos estaban reservados para el proyecto de inversión. Hemos dicho que queremos aislar los efectos de la política de dividendos sobre la riqueza de los accionistas, para lo cual suponemos que la empresa continua su proyecto de inversión. Lo que significa que se debe obtener un financiamiento de UF 800. También, se ha asumido que el endeudamiento no cambia. Luego, a FOSA sólo le queda el camino de emitir acciones y venderlas en UF 800. Nótese que este es el sentido que tiene la relación entre el pago de dividendo y la emisión de nuevas acciones.


¿Qué ha pasado con la empresa después del pago del dividendo y la emisión de acciones? Puesto que la política de endeudamiento y su programa de inversiones, su valor de mercado no debiera variar, es decir, sigue siendo UF 4.800 También sabemos que si los nuevos accionistas pagan el precio adecuado (“justo”) sus acciones debieran valer UF 800. ¿Cuánto deben valer las acciones en manos de los accionistas antiguos? 



Valor acciones antiguas
=
Valor total empresa

Valor nuevas acciones



=
UF 4.800      UF 800  =  UF  4.000 


Los antiguos accionistas han recibido un dividendo especial de UF 800 y han incurrido en una pérdida de capital de UF 800. Luego, la política de dividendos es irrelevante.

	Balance FOSA  (Nuevo Valor de Mercado)

(En Unidades de Fomento - UF)

	Activos
	
	Pasivos

	Caja ( 80 UF para inversión)
800
	
	Deuda
0

	Activos Fijos
3.600
	
	Patrimonio
4.800

	VPN de oportunidades de inversión

 (inversión necesario 800 UF)
400
	
	  - Accionistas antiguos
4.000

  - Accionistas nuevos
800

	Valor total de los activos
4.800
	
	Valor de la empresa
4.800



La empresa FOSA cambia de bolsillo las UF 800, esto es, esta reciclando liquidez. En general, legalmente no está permitido pagar dividendos con la emisión de acciones. El ejercicio anterior sirve de modelo para demostrar la proposición.

 
Calculemos el precio de las acciones bajo el esquema anterior. ¿A qué precio debieran ser vendidas las acciones de FOSA?


Supongamos que antes del pago de dividendos hubiesen 20.000 acciones en circulación. El valor total de las acciones antiguas era UF  4.800, luego cada acción tenía un valor de 4.800 / 20.000 =  UF 0.24. Después del pago de dividendo y del nuevo financiamiento, las acciones están valoradas en UF 4.000. Por tanto, se tiene que cada acción vale después de la operación 4.000 / 20.000  =  UF 0.20. Es decir, que el precio de las acciones antiguas disminuye exactamente en la misma cantidad del dividendo por acción, 800 / 20.000 = 0.04 UF por acción. 


Las nuevas acciones, después de emitidas deben cotizarse al mismo precio que el resto de las acciones. Es decir, deben estas valoradas en UF 0.20. Si la empresa no quiere producir un desequilibrio, debiera emitir, en estas condiciones, 4.000 acciones. De este modo, obtiene sin trastornos, 4.000 * 0.20 = UF 800.


Ejemplo de la irrelevancia de los dividendos.


Para ilustrar la proposición de la irrelevancia de los dividendos, consideremos la empresa XYZ, que espera pagar un dividendo anual de $ 4.000 por acción a perpetuidad. Los accionistas exigen una tasa de rentabilidad del 10% a las acciones de XYZ, luego el valor de cada acción es


VP (acción) 
=  4.000  (1/1.10 + 1/(1.10)2 + 1/(1.10)3 + ... ) =  4.000/0.10 



= $ 40.000


XYZ ha emitido 1.000.000 de acciones. De modo que el pago total de dividendos es $ 4.000.000.000 anualmente. 


La empresa piensa que pagando más dividendos es más valiosa. Por esta razón, decide incrementar el dividendo el primer año a $ 8.000, para aumentar el valor por acción:


VP(acción) 
=   8.000/1.10   +   4.000(1/(1.10)2 + 1/1/(1.10)3 + ...) 
= 



=   4.000/1.10  + 4.000/0.10 = 3.636 + 40.000      
=   $ 43.636


¿Qué pasó? XYZ se propone repartir $ 4.000.000.000 extras en dividendos. No puede hacer esto y tener las mismas utilidades en el futuro, a no ser que reemplace la pérdida de liquidez con la emisión de nuevas acciones. Las nuevas acciones que proporcionan este efectivo exigen una rentabilidad del 10%. Por tanto, la empresa X deberá pagar $ 400.000.000 al año de dividendos a las nuevas acciones. 


Si XYZ reemplaza la liquidez extra que reparte, no hay razón para que cambie su flujo de caja, y por tanto, continuará obteniendo la misma utilidad que antes y podrá repartir los mismos $ 4.000.000.000 anualmente el año 2 y los siguientes. Pero, deberá apartar $ 400.000.000 para pagar el dividendo exigido por los nuevos accionistas (10%), de manera que para los antiguos accionistas sólo quedan
$ 3.600.000.000 ($ 3.600 por acción).


Pues bien, ahora debemos recalcular el valor de las acciones antiguas bajo el plan de dividendos revisado:


VP (acciones) 
= 8.000/1.10  +  3.600 (1/1.102 + 1/1.103 + ... ) =



= 4.400/1.10 + 3.600/0.10 = 4.000 + 36.000   =  $  40.000


El valor de la acción original no se modifica. El dividendo líquido extra del año 1 es compensado exactamente por la reducción de los dividendos futuros. Esta reducción se genera por la exigencia de rentabilidad de los nuevos accionistas. 


A continuación se resume la situación de la empresa XYZ

	A. Plan de dividendos antiguos de la empresa XYZ (cifras en pesos)

	Dividendos por acción, año 1
	
4.000

	Dividendo por acción, año 2 y siguientes
	
4.000

	Precio por acción
	
40.000

	Número de acciones
	
1.000.000

	Dividendos totales año 1
	
4.000.000.000

	Dividendos totales año 2 y siguientes
	
4.000.000.000

	Valor total del patrimonio
	
40.000.0000.000

	B. Plan de dividendos revisados de la empresa XYZ

	Dividendos por acción, año 1
	
8.000.000.000

	Dividendo por acción, año 2 y siguientes
	
4.000.000.000

	Valor de las nuevas acciones en circulación año 1
	
4.000.000.000

	Dividendos pagados a las nuevas acciones, año 2 y siguientes
	
400.000.000

	Dividendos pagados a las antiguas acciones, año 2 y siguientes 
	
3.600.000.000


	Dividendo por acción año 1
	
8.000

	Dividendo por acción año 2 y siguientes
	
3.600

	Precio por acción
	
40.000


5.5 ¿Pueden los dividendos pueden incrementar el valor de una empresa?

A algunos “hombres de negocio” es difícil convencerlos que la política de dividendos es irrelevante. Argumentan que es preferible el dinero de los dividendos en la mano a las posibles ganancias de capital. 


Si los dividendos son más predecibles, pues los ejecutivos puede controlar dentro de ciertos rangos los dividendos pero no podría controlar el precio de una acción, es fácil caer en la tentación de decir que los dividendos tienen menos riesgo, y si se reparte bastante dividendo, la empresa es menos riesgosa. (pago de intereses predecible). Pero el punto es que si la política de endeudamiento y la política de inversiones de la empresa se mantienen constates, entonces los flujos de caja totales serán los mismos, independientemente de la política de dividendos. Lo que plantea la proposición de la irrelevancia de la política de dividendos es que supuesta la política de endeudamiento y la política de inversiones, el riesgo soportado por todos los accionistas queda determinado.


Los accionistas antiguos no pueden estar mejor ni peor que los accionistas nuevos.


El argumento de MM sobre la irrelevancia de la política de dividendos supone una mercado de capitales eficiente. 


El general, hay cierto consenso en aceptar la proposición de MM sobre la irrelevancia de los dividendos en un mudo ideal, con mercados eficientes y perfectos.


De este modo, la discusión sobre los dividendos se focaliza en las imperfecciones e ineficiencias de los mercados de capitales y su influencia en el valor de la empresa.


Hay en diferentes mercados ciertas normas legales que permiten a determinadas entidades poseer acciones con dividendos y les prohíben tener acciones sin una política definida  o que simplemente no paguen dividendos.


Los inversionistas que han hecho un hábito de vida el vivir de los dividendos que pagan sus acciones.


Otra línea de argumentos a favor de dividendos altos afirma que los dividendos son señales de optimismo de una empresa. Además, si la información recibida a través del mercado no es confiable, el dividendo es una señal inequívoca de la buena marcha de una empresa.


Hay cierta evidencia empírica acerca de que las empresa que incrementan sus dividendos, luego de un cierto período, aumenta el precio de sus acciones en la Bolsa.


Los que opinan a favor de dividendos bajos argumentan que las empresas pueden convertir los dividendos en ganancias de capital modificando sus política de dividendos, especialmente cuando los dividendos pagan más impuestos que las ganancias de capital.


Si las condiciones de borde (de mercado) son tales que los dividendos son más castigados que las ganancias de capital, mediante un cálculos relativamente simple, se puede determinar en cuando convienen disminuir los dividendos para neutralizar los efectos de la política tributaria.
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V  = D  +  P





	ACREEDORES:	rdeuda	=	0,10
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Proposición I  Modigliani y Miller sobre el Endeudamiento
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   REVISION DE PROBABILIDADES Y ESTADISTICA

1.  VARIABLES ALEATORIAS DE 1 DIMENSION

X                      variable aleatoria de 1 dimensión

x1, x2, ..., xn     valores que toma la variable X

Fi                     frecuencias absolutas para cada valor posible xi

N                     número total de observacioes de la variable

fi  =  Fi / N        frecuencia relativa de la variable X para el valor xi

pi                     probabilidad de que la variable X sea xi

Definición:  

La Esperanza (media) de una variable aleatoria X 

E(X)   =  SUMA i ( fi * xi) 

Ejercicios:

Calcular   SUMA i (fi)

Calcular la media (esperanza) de una transformación

lieal de una variable aleatoria.

Y  =  (   E(X)   -  k )  /   q

Calcular la media de las desviaciones con respecto a 

la media

Y  =  X  -  E(X)

Calcular el mínimo de las desviaciones al cuadrado

con respecto a un valor k de la vbariable aleatoria X.

Y   =   SUMA i  (  fi  *  ( xi - k ) ** 2 )

Definición:

La VARIANZA de una Variable aleatoria es

(fi * ( xi - E(X)) ** 2

Definición:

La DESVIACION ESTANDAR es la raíz cuadrada

de la VARIANZA.

( ( fi * ( xi - E(X)) ** 2  ) ** 1/2

Ejercicio:

Demostrar la fórmula de Koenig.

2.  VARIABLES ALEATORIAS DE 2 DIMENSIONES

Distribuciones Marginales

Xm  =  Z (xi, *)

Ym  =  Z( * , yi)

Distribuciones Condicionales

X (y=k)  =  Z( xi, y=k)

Y (x=q)  =  Z( x=q, yi)

Independencia de dos Variables Aleatorias X e Y.

X cond   =  X m

Y  cond  =  Y m

Ejercicio:

¿Son estadísticamente inndependientes 

la cosecha de trigo y la lluvia? 

Curvas de Regresión

La curva de regresión de Y en X es la curva representativa de las

medias condicionales Y cond  en función de X.

Ejercicio:

¿Qué forma y posición toma la curva de regresión si

las variables Y y X son independientes?

Correlación Lineal entre X e Y

Coeficiente de Correlación Lineal entre X e Y

Recta de Regresión de los Mínimos Cuadrados

La recta de regresión de los mínimos cuadrados de Y en X

es la función lineal que minimiza

 

Se demuestra que la recta de regresión es
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Histograma Rentabilidades Anuales EE.UU. 1926-1992 (%)
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