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I1.

ANALISIS DE
ESTRUCTURAS
ISOSTATICAS

2.1 Equilibrio Global
2.1.1  Grados de Libertad y Vinculacion

n muchos de los sistemas estudiados en el Capitulo anterior el equilibrio se

lograba solo para valores muy precisos de algunas fuerzas o para configuraciones
geométricas especificas. Ello porque en su mayoria dichos sistemas estaban
constituidos por cuerpos y superficies en condiciones de simple contacto, que pueden
desbaratarse si se les somete a sistemas de fuerzas distintos. Por ejemplo, el sistema
de la Fig. 1.32 dejaria de funcionar si sobre la barra AB se aplicara una fuerza que la
hiciera levantarse de su apoyo en A.

Las estructuras en cambio, en general, tienen la cualidad de ser fijas, esto es, no
pueden moverse cualesquiera sea el sistema de fuerzas que se les aplique. Como se
recordard, en la Seccion 1.3.2 se mencionaron diversos tipos de cargas que deben
soportar las estructuras, entre otros: peso propio, cargas de uso, viento, nieve, sismo,
y cambio de temperatura. En contraposicion, se llamaran mecanismos los sistemas
que tienen la posibilidad de adoptar distintas posiciones dependiendo de las cargas
a que estén sometidos.

Al hablar de posibilidades de movimiento se entra al campo de la cinemdtica, que es
la parte de la mecanica que estudia las caracteristicas geométricas del movimiento
sin relacionarlo con las causas que lo producen. La consideracion de tales causas es
naturalmente el campo de la dindmica.

El aspecto de la cinematica que interesa aqui son los grados de libertad de un sistema,
los que se definen como las posibilidades de movimiento del sistema y que en nimero
coinciden con el numero de coordenadas necesarias para definir su posicion en el
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espacio. Los tres conceptos mencionados estan tan relacionados que practicamente
se confunden: la /ibertad se expresa en movimiento y éste, que corresponde a cambio
de posicion, se describe mediante coordenadas.

Un ejemplo sencillo es el de una particula en el espacio. Sus posibilidades de
movimiento son 3: puede desplazarse en direccion norte-sur (cambiar de latitud),
en direccion este-oeste (cambiar de longitud), y en direccion vertical (cambiar
de cota). Por cierto que de un punto a otro puede desplazarse en una trayectoria
cualquiera que los una, pero ese desplazamiento siempre puede expresarse como un
cambio de sus tres coordenadas: latitud, longitud, y cota. En vez de usar coordenadas
geograficas, podria interesar la posicion de la particula al interior de una sala de
clases; en tal caso como coordenadas de referencia puede escogerse un sistema de
ejes x, y, z coincidente con un vértice y tres aristas de la sala (Fig. 2.1.a). La posicion
de la particula P queda dada por sus coordenadas X, Y, Y2z ysus posibilidades de
movimiento son tres: cambiar de posicion segun x, segun y, y segun z. Se concluye
que una particula en el espacio tiene 3 grados de libertad.

La restriccion de la libertad de movimiento se llama vinculacion, la que se especifica
imponiendo un vinculo. La vinculacioén puede ser de muy variada naturaleza, y los
vinculos pueden materializarse mediante dispositivos fisicos reales como se usaran
en las estructuras reales, o simplemente mediante condiciones abstractas. Volviendo
al ejemplo de la particula en la sala de clases, supongase ahora que se le impone la
restriccion de mantenerse sobre la pared definida por el plano yz en la Fig. 2.1.a. El
establecimiento de un vinculo implica una pérdida de libertad, en efecto, el vinculo
establece que x =0 y la particula ahora solo puede cambiar sus coordenadas y 'y
z.Se concluye que la particula en el plano tiene 2 grados de libertad. Es decir el
vinculo impuesto le quité un grado de libertad de los 3 que originalmente tenia en
el espacio. En este caso el vinculo es de tipo abstracto, porque no se esta detallando
como se logra efectivamente que la particula no abandone el plano. El lector puede
imaginar formas fisicas de hacerlo.

Una restriccion mas fuerte sobre la particula de la Fig. 2.1 .a es obligarla a mantenerse
sobre uno de los ejes coordenados, por ejemplo el eje y. En tal caso la vinculacién
establece que xpEO y szO que corresponden a 2 restricciones y por tanto la particula
queda con un grado de libertad solamente. Las condiciones de vinculacion pueden ser
de muy variada naturaleza; por ejemplo, la Fig. 2.1.b muestra una particula obligada
a mantenerse sobre un riel circular. Claramente la particula tiene un s6lo grado de
libertad, pues basta la coordenada 6 para definir la posicion que tiene en el riel.
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Figura 2.1 Grados de libertad de una particula

eje de desviaciéon

Figura 2.2  Grados de libertad de un cuerpo rigido en el espacio

(Cuantos grados de libertad tiene un cuerpo rigido en el espacio? Para responder
esta pregunta el lector debe reflexionar acerca del nimero de coordenadas necesarias
para definir su posicion en el espacio, o bien, separada o conjuntamente, analizar qué
posibilidades independientes tiene de moverse. De paso ha aparecido aqui un nuevo
concepto, la independencia de los grados de libertad, que significa que cada grado
de libertad puede variarse aisladamente sin alterar los restantes. Para imaginarse mas
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facilmente la situacion de un cuerpo rigido en el espacio puede considerarse el caso
de un avion. En el avion de la Fig. 2.2, que corresponde a uno de los modelos Airbus,
se ha indicado un sistema de ejes con origen en O. Por cierto la posicion geografica
del avion en vuelo puede especificarse por las coordenadas (latitud, longitud, altitud)
del punto O, las que desde ya corresponden a 3 grados de libertad del aparato. Pero
ademas, independientemente de las coordenadas del punto O, el aparato puede rotar
con respecto a los tres ejes indicados, los que reciben nombres especificos conforme
a las maniobras que realiza el avidon. Las rotaciones con respecto a estos tres ejes
corresponden a 3 grados de libertad mas. En resumen, un cuerpo rigido en el espacio
tiene 6 grados de libertad.

2.1.2  Dispositivos de Vinculacion

En las secciones siguientes se analizaran distintas clases de estructuras, las que se
fijaran al terreno, o sobre otras estructuras, mediante dispositivos estandar. Estos
dispositivos, que establecen restricciones a los desplazamientos, se denominan
vinculos o simplemente apoyos. Se usaran tres vinculos basicos llamados deslizante,
rotula o articulacion, y empotramiento, los que se describiran inicialmente en
relacion con su utilizacion en estructuras planas, aunque pueden extenderse al caso
tridimensional. Siempre que se impone una restriccion a un desplazamiento aparece
una fuerza reactiva asociada al desplazamiento impedido (como se discutio en la
Seccion 1.3.2), de manera que en cada tipo de apoyo apareceran tantas reacciones
como desplazamientos se restrinjan.

El apoyo deslizante cumple la funcion de impedir uno de los dos desplazamientos
posibles en el plano en que actua. En la Fig. 2.3, que muestra los simbolos mas
usuales de este vinculo, el desplazamiento impedido es el de direccion “y” y el
desplazamiento permitido tiene la direccion “x” de deslizamiento. En consecuencia,

[}

en este apoyo se desarrollara una reaccion R, de direccion “y” o reaccion normal.
La direccidon “y” se denomina comunmente /inea de accion del deslizante, que
coincide con la linea de accion de la fuerza reactiva que ejerce el apoyo. Notar que el
vinculo deslizante tampoco ofrece ninguna restriccion al eventual giro del elemento
conectado a ¢l. En consecuencia el vinculo deslizante quita solo un grado de libertad
a la estructura unida a ¢él. Puede observarse también que el apoyo deslizante es muy
similar al “contacto liso”, frecuentemente utilizado en el capitulo anterior, pero con
una importante salvedad: el simple contacto liso es capaz de producir reaccion en un
solo sentido, mientras que la reaccion R del deslizante puede tener sentido “+y” o

“-y”, es decir el deslizante no puede “levantarse”.

La rotula o articulacion impide ambos desplazamientos, en el plano, del punto
de la estructura que se une a ella, pero deja absolutamente libre el potencial giro
con respecto a ella, de alli su denominacion de articulacion. Este vinculo entonces
quita dos grados de libertad a la estructura unida a €l, y por lo tanto es capaz de
producir dos componentes de reaccion Ry R, asociadas a los desplazamientos x e
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Cap. 11 / Analisis de Estructuras Isostaticas 131

y impedidos, como muestra la Fig. 2.4.a. Alternativamente puede considerarse que
la rotula produce una fuerza reactiva R de direccion o cualquiera, como muestra uno
de los simbolos en la Fig. 2.4.a; obviamente las dos situaciones son equivalentes,

R
R =R} +R} pues y a=arctan RX

Figura 2.4 Vinculos: a) Articulacion, b) Empotramiento

El vinculo llamado empotramiento equivale a una fijacion total del elemento de la
estructura unido a ¢l, pues restringe ambos desplazamientos en el plano (x e y en la
Fig. 2.4.b) y también la rotacion 6. En consecuencia el empotramiento guita 3 grados
de libertad a la estructura plana unida a €1, apareciendo por lo tanto tres componentes
de reaccion: Las fuerzas Ry R, asociadas a los desplazamientos impedidos y el
momento M asociado al giro impedido.
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2.1.3  Concepto de Lamina

El concepto de lamina engloba cualquier estructura plana que consta de un cuerpo
solido sin movimiento entre sus partes. La ventaja de este modelo es que permite
referirse a las propiedades generales de este tipo de estructuras, sin adoptar una forma
particular que pudiese insinuar una pérdida de generalidad de los métodos. Como ya se
ha mencionado, la idealizacion de estructura plana se aplica a estructuras en las cuales
el espesor no es relevante y que estdn sometidas a sistemas de cargas planos. La Fig.
2.5 muestra varios ejemplos de estructuras que pueden considerarse como laminas: a)
placa, b) barra, c) viga, d) pieza de celosias, e) reticulado, f) marco, g) portico, h) arco.
Las laminas se representan por una forma plana cualquiera como muestra la Fig. 2.5.1.

Cuerpos planos unidos entre si mediante articulaciones internas no constituyen una
lamina pues sus partes pueden moverse una con respecto a la otra, girando en torno
a la articulacion interna. La Fig. 2.6 muestra ejemplos de este tipo de estructuras, las
que se denominan cadenas de laminas; las articulaciones internas se han indicado
con la letra A. Las Figs. 2.6.a, b y ¢ muestran cadenas de dos laminas, la Fig. 2.6.d
es una cadena de tres laminas, y la Fig. 2.6.e muestra la representacion esquematica
tipica de una cadena de laminas (tres en este caso). La articulacion interna no tiene
necesariamente que estar en un extremo de la ldmina o pieza conectada; por ejemplo,
en la Fig. 2.6.c la articulacion esta en un punto intermedio cualquiera del marco.

~ SN

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)
(h) (i)

Figura 2.5 Estructuras modeladas como laminas
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A A A
(a) (b) (c)
A
A
(d) (e)

Figura 2.6 Cadenas de laminas

2.1.4  Estructuras de una Lamina

a) Vinculacion

Bajo la hipotesis de estructura plana sometida a cargas en su plano, interesa analizar
sus posibilidades de movimiento, o grados de libertad, dentro del plano. Es claro que
la lamina puede trasladarse horizontalmente, trasladarse verticalmente, y girar en su
plano, es decir tiene 3 grados de libertad. Lo mismo puede concluirse al examinar
el nimero de coordenadas que se necesitan para definir una posicion especifica de
la Iamina en el plano. Por ejemplo, para el signo de la Fig. 2.7 pueden especificarse
las coordenadas x, e y, de su vértice A con respecto a un sistema de referencia
previamente escogido, pero el signo puede aun adoptar infinitas posiciones diferentes
girando con respecto al punto A, luego es necesario definir el angulo 6 que forma con
respecto a la horizontal (u otra direccion preconvenida) para completar la descripcion
precisa y unica de la posicion del signo en el plano. El uso de 3 coordenadas (x,, y,,
0) implica que la lamina tiene 3 grados de libertad en el plano.

Para fijar la lamina en el plano se requiere restringir su libertad utilizando los
dispositivos de vinculo descritos en la Seccion 2.1.2. Con ellos, hay tres posibilidades
de inmovilizar la [amina quitandole sus 3 grados de libertad, como ilustra la Fig. 2.8:
con 3 deslizantes (una restriccion de vinculo cada uno), con un deslizante y una rotula
(una y 2 restricciones respectivamente), y con un empotramiento (3 restricciones de
vinculo). Notar que en todos los casos aparecen 3 reacciones de vinculo. Este tipo
de vinculacidn se denomina isostdtica, que corresponde a la condicion de un sistema
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de n grados de libertad, que se ha fijado utilizando n restricciones de vinculo, y
donde aparecen n reacciones incognitas. Como veremos, la estatica siempre podra
proveer las n ecuaciones de equilibrio para calcular las n reacciones incognitas. De
alli el nombre isostatica, en que el prefijo griego iso (igual) indica que la estructura
esta al nivel de la estatica, y podra calcularse haciendo uso de las leyes de la estatica
solamente. Por ello, es equivalente referirse a las estructuras isostaticas como
estructuras estaticamente determinadas.

y A

ol

Figura 2.7 Coordenadas para fijar una lamina en el plano

oo R

\

Nz
N

Figura 2.8 Vinculacion isostatica de una lamina en el plano

Notar que en la discusion anterior se ha ignorado la forma de sustentacion de la
lamina fuera de su plano. Obviamente, una estructura modelada como lamina (por
ejemplo el portico de la Fig. 2.5.g) puede ser parte de una estructura mas compleja
tridimensional, y sera naturalmente el resto de la estructura la que le provea la sujecion
necesaria para impedir el abatimiento del plano de la lamina. Tal vinculacion, y las
fuerzas reactivas correspondientes, corresponderan a acciones fuera del plano de la
lamina (perpendiculares a ella por ejemplo), las que no intervienen en las condiciones
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Cap. I1 / Analisis de Estructuras Isostaticas

de equilibrio de la [dmina en su plano. Es comtn en analisis estructural descomponer
una estructura tridimensional en un conjunto de estructuras planas ortogonales entre
si, estableciéndose lo que se denomina un modelo de planos resistentes. Asi mismo,
en un buen proyecto arquitectonico los planos resistentes deben ser claramente
reconocibles; en ellos se ubicaran los elementos estructurales que soporten cargas
verticales, sismicas y otras, para trasmitirlas a las fundaciones, a su vez, cualquier
elemento estructural, fuera de dichos planos, no solo sera inefectivo sino incluso
puede ser un estorbo para el buen comportamiento de la estructura.

Cuando el nimero r de restricciones de vinculo excede el numero n de grados de
libertad de la estructura se dice que hay vinculacion hiperestatica, o que la estructura
es hiperestatica. En este caso se adopta el prefijo griego hiper (por sobre, exceso)
denotando que se ha sobrepasado la estatica, ya que las n ecuaciones de equilibrio
que ella provee seran insuficientes para determinar las r reacciones de vinculo (r >
n). Por ello se dice que son estructuras estdticamente indeterminadas. Los problemas
hiperestaticos si pueden resolverse, pero para ello hay que recurrir al analisis de
las deformaciones de la estructura, lo que se presentara en el Capitulo 4. Ejemplos
de una lamina hiperestatica hay infinitos, basta agregar apoyos redundantes a los
casos de la Fig. 2.8 como muestra la Fig. 2.9. Se llama grado de hiperestaticidad
a la diferencia r—n; en la Fig. 2.9 las laminas tienen grados de hiperestaticidad de
1, 3 y 2 respectivamente (de izquierda a derecha), y se dice que ellas son “una vez

9 e

hiperestatica”, “tres veces hiperestatica”, y “dos veces hiperestatica” respectivamente.

"k

r=4 S

- Z 7

&§

S B
I
3w

Figura 2.9 Ejemplos de vinculacion hiperestatica de una lamina en el plano

Por cierto, existe también la posibilidad de imponer un nimero r de restricciones de
vinculo menor que el ntimero n de grados de libertad del sistema. Como se mencion6
al comienzo de este Capitulo, en tal caso el sistema no constituye estructura sino
se denomina mecanismo. Ello porque si r < n no se logra fijar completamente la
estructura. Como se menciond, los mecanismos pueden adoptar distintas posiciones
de equilibrio dependiendo de las cargas aplicadas, o incluso no ser capaces de lograr
el equilibrio salvo que los estados de carga sean muy particulares. La Fig. 2.10
muestra ejemplos simples de una lamina actuando como mecanismo: un péndulo,
un balancin, y lo que podria ser un patin. Con frecuencia en los mecanismos se
pueden calcular las reacciones de vinculo porque sobran las ecuaciones; sin embargo
también se pueden presentar situaciones absurdas o insolubles, como ocurre si al
patin de la Fig. 2.10 se le aplica una fuerza horizontal.
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i ~

Figura 2.10 Ejemplos de laminas en el plano que son mecanismos (r=2, n=3)

Para completar esta discusion, hay todavia que introducir el concepto de vinculacion
aparente. Ello ocurre cuando habiéndose seleccionado los dispositivos de vinculo
necesarios, ellos se han dispuesto en forma defectuosa. La Fig. 2.11 muestra las
situaciones que pueden presentarse en el caso de una lamina. En la Fig. 2.11.a se
han utilizado 3 apoyos deslizantes, pero se han dispuesto de modo que sus lineas
de accion concurren al punto A; ello significa que los desplazamientos &, 8, y 0,
estan permitidos y la lamina puede girar en torno al centro de rotacion A. En la
Fig. 2.11.b la linea de accion del deslizante pasa por la rotula B, configuracion que
permite el desplazamiento & y por lo tanto la rotacion de la ldmina con respecto al
punto B. En ambos casos anteriores podria pensarse que después de un giro limitado
las laminas tenderian a trabarse y quedar fijas, ello ciertamente es posible pero hay
dos razones para continuar descalificando esas estructuras: primero, experimentarian
enormes fuerzas en los muy ineficientemente dispuestos apoyos, fuerzas que las
fundaciones reales no serian capaces de resistir a no ser que fueran exageradamente
antieconomicas, y segundo, la estructura quedaria siempre expuesta a un inaceptable
movimiento de acomodo, “o juego”, que se repetiria cada vez que se modifique el
sistema de cargas aplicadas. Finalmente, en la Fig. 2.11.c se muestra el caso de tres
deslizantes dispuestos de manera que sus lineas de accion son paralelas; claramente
en este caso el desplazamiento d perpendicular a dichas lineas no ha sido restringido.

6 1 1 ]
| | |
\%" -
. I

o
]
E

(b) (c)

Figura 2.11 Vinculacién aparente de una ldmina
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Cap. 11 / Analisis de Estructuras Isostaticas 137

b) Condiciones de equilibrio
Las ecuaciones de equilibrio de una lamina son las ya conocidas para el cuerpo
rigido plano (Ecs. 1-48), que se repiten aqui por comodidad

SF =0 (-1.a)
SF,=0 2-1b)
M =0 @-1c)

Estas 3 ecuaciones permiten calcular las 3 reacciones incognitas que aparecen en el
caso de cualquier lamina isostaticamente vinculada.

Ejemplo 2.1
Calcular las reacciones en los apoyos de la viga de la Fig. E2.1.a.

3 ton 4 ton
2 ton/m
A L |
7,
| tm | 1t | 1 | 1 |
3 3 T~ * 3

Figura E2.1.a

Solucion: En la Fig. E2.1.b se han indicado las fuerzas reactivas correspondientes
a la articulacion en A y al apoyo deslizante en B. Ademas se ha sustituido la carga
distribuida uniforme por su resultante en su centro de gravedad (sistema estaticamente
equivalente). Las condiciones de equilibrio (Ecs. 2-1) son:

0 H=0

horizontal

=0 R +R,=3+4+2=9

verticales

=0  R,-3=3-1+4:2+2-35

respectoA -

luego R, :%:6tonyRA =9-R; =3 ton.
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138 Fundamentos de Ingenieria Estructural

3 ton 4 ton 2 ton

A

2

g, | R
| im | 1 | 1 o5

N
M=

[os)

Figura E2.1.b

Ejemplo 2.2
Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la Fig. E2.2.a.

3P 3P

Figura E2.2

Solucion: En la Fig. 2.2.b se indican las reacciones correspondientes a los vinculos
de la estructura. Las ecuaciones de equilibrio (Ecs. 2-1) son:

F, =0 H=0
=M, =0 R, 3a=3P-2a— R, =2P
SF =0 R,+R,=3P—>R,=P
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Cap. 11 / Analisis de Estructuras Isostaticas 139

Ejemplo 2.3
Calcular las reacciones en los apoyos de una placa rigida triangular apoyada como
muestra la Fig. E2.3.a.

500 kg/m

2,5

[ 2] 4m | 2 | 2 |
(a) (b)

Figura E2.3

Solucion: La Fig. E2.3.b muestra el diagrama de cuerpo libre de la lamina con
las reacciones correspondientes a los apoyos. Para efectos del equilibrio, la carga
uniformemente distribuida se ha substituido por su resultante equivalente. Las
condiciones de equilibrio (Ecs. 2-1) son:

ZFV=O Vl=2t0n
ZFhZO H1+H2=0
M, =0 H,-25=2-4

Luego H,=8/2,5=3,2 ton y de la ecuacion anterior se obtiene H = -3,2 ton. El signo
negativo de H, significa que la reaccion tiene realmente sentido opuesto al supuesto
para ella en el modelo de la Fig. E2.3.b. Notar que H, y H, tienen el efecto conjunto
de una pareja de fuerzas que realiza un momento opuesto al que ejerce la carga
respecto a los apoyos.
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Ejemplo 2.4
Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la Fig. E2.4.a.
2 rNs
~Z Ny
E 2
2 ton *—} ton 45 ton
=+ 1,6
A '
T
m
| ! ] 4m |

Figura E2.4 (a) (b)

Soluciéon: La Fig. E2.4.b muestra el diagrama de cuerpo libre de la estructura. El
sistema de vinculacion consiste en 3 deslizantes, los que estan apropiadamente
dispuestos pues sus lineas de accidon no son ni concurrentes ni paralelas. En cada
apoyo deslizante hay una reaccion normal, las que se supusieron del sentido que
muestra la figura. Las condiciones de equilibrio (Ecs. 2-1) son:

ZFVZO N2+N3=2ton
XF =0 N, =4,5 ton
M, =0 N,-4=2-4+45-15

luego, N,=14,75/4=3,69 ton, y de la primera ecuacion se obtiene N,= -1,69 ton. El
signo negativo de N, significa que en realidad esta fuerza actia sobre la estructura
con sentido opuesto al inicialmente supuesto en el modelo de la Fig. E2.4.b.

Ejemplo 2.5
Calcular las reacciones en los apoyos de la viga de la Fig. E2.5.a. incluyendo su peso
propio de 100 kg/m.

4/3
3 ton/m 1 Q T
/’/ﬂ/f) n s Tl
| | | ] N IR R |
"2m 2 = 2 2 2 2
(a) (b)
Figura E2.5
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Cap. I1 / Analisis de Estructuras Isostaticas 141

Solucion: La Fig. E2.5.b muestra el diagrama de cuerpo libre de la viga. Se han indicado
las reacciones incognitas en los apoyos: R, R,y H,. Se sabe desde ya que H,=0 pues
no hay otras fuerzas horizontales. La carga distribuida de intensidad triangular se ha
sustituido para efectos del equilibrio por su resultante Q, cuyo valor es:

3ton/ m-4m
=—————=6ton

Q

La posicion de la linea de accion de Q es el centro de gravedad del tridngulo de carga;
este se ubica a distancia h/3 del extremo derecho de la carga, con h=4 m (ver Tabla
V.2). El peso total de la viga es W=100 kg/m - 6 m=600 kg=0,6 ton, que se ubica en
su centro de gravedad en la mitad de su longitud. Las ecuaciones de equilibrio son:

SF =0 R, +R,=W+Q=6+0,6=6,6ton
M, =0 R, 4=Q(6-4/3)+W:3

De donde se obtiene R,=7,45 ton y R,= -0,85 ton. Notar que el signo negativo de
R, indica que la fuerza tiene sentido opuesto al supuesto en el modelo de la Fig.
E2.5.b, lo que significa que la viga tiende a levantarse en su extremo A y es necesario
sujetarla con una fuerza que apunta hacia abajo.

Ejemplo 2.6
Calcular las reacciones en los apoyos del portico de la Fig. E2.6.a. Ignorar el peso
propio de los elementos.

3 ton/m 12
HEREER l
2! 2 !
ton 1 H, N . 1
7 AN A !
\I“ 4m 4 VA” 2y 2 ,LVB

Figura E2.6

Solucién: En la Fig. E2.6.b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la estructura
incluyendo las reacciones incdgnitas en los apoyos y concentrando el total de la
carga distribuida en su centro de gravedad. Las ecuaciones de equilibrio son:
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142 Fundamentos de Ingenieria Estructural

ZFh=O HA=2ton
2F =0 V, +V, =12
ZMA=0 VB~4+2~1=12~2

B

V. =£=5,5 ton
4
V, =12-V,; =6,5 ton

2.1.5 Estructuras de Dos Laminas en Cadena

a) Vinculacion

Estas estructuras se forman tomando dos laminas y uniéndolas entre si mediante
una articulacion (Fig. 2.12). Esta ltima tipicamente se designa por articulacion
interna o rotula interna para diferenciarla de los apoyos externos. La rotula interna
es légicamente un vinculo que restringe la libertad de las laminas; por ello, se espera
que el total de 6 grados de libertad de las dos laminas independientes (3 cada una en
el plano) se reduzca al encadenarlas entre si. En efecto, es facil ver que la cadena de 2
laminas tiene 4 grados de libertad en el plano. Ello se concluye observando que para
fijar una de las laminas se requieren 3 condiciones de vinculo, y estando la primera
fija, la segunda queda obligada a girar en torno a la articulacion interna, es decir le
queda s6lo un movimiento permitido, y por lo tanto un sélo grado de libertad. Queda
claro entonces que el vinculo interno redujo los grados de libertad de 6 a 4.

Como en toda restriccion al desplazamiento, en el vinculo interno deben aparecer
fuerzas reactivas, que como se sabe estan directamente asociadas a los desplazamientos
impedidos. La aplicacion directa de este concepto dice entonces que en la rotula interna
debe desarrollarse una fuerza de interaccion que impide que las laminas se distancien;
tal fuerza de interaccion tendrd 2 componentes, horizontal y vertical, asociadas al
impedimento a la separacion de las laminas en las direcciones horizontal y vertical
respectivamente. Ciertamente en vez de las 2 componentes de la fuerza (R y Ry) puede
hablarse de la fuerza resultante R de ellas actuando en una direccion o cualquiera. Se
comprueba entonces que aparecen tantas fuerzas reactivas como grados de libertad
restringidos por el vinculo, en este caso 2. Obviamente, en la rétula interna el momento
es nulo, porque el vinculo permite el giro que es el movimiento asociado al momento.
Se dice entonces cominmente que la rotula interna transmite fuerzas pero no momentos
(desde una lamina a la otra, o sea, desde una parte de la estructura a la otra).

Figura 2.12 Vinculacion isostatica de una cadena de dos laminas en el plano. Fijacion 3-1.
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La cadena de dos laminas de cuatro grados de libertad debe a continuacion fijarse para
constituir una estructura, es decir debe establecerse la vinculacion externa. Existen
dos formas de fijacion isostatica. La fijacion tipo 3-1 que consiste en fijar totalmente
una de las laminas (3 vinculos) y agregar un deslizante a la segunda (1 vinculo);
como muestra la Fig. 2.12 existen tres posibilidades segun los apoyos que se escojan
para la primera lamina (por cierto la “primera” ldmina puede ser cualquiera de las
dos). El segundo tipo de fijacion es el 2-2 que consiste en la incorporacion de dos
condiciones de vinculo en cada lamina; como muestra la Fig. 2.13 también hay tres
posibilidades para ello. En las figuras anteriores junto a cada vinculo externo se
indica el nimero de grados de libertad restringidos y se muestran las reacciones
externas que son por supuesto 4 en total.

Figura 2.13 Vinculacidn isostatica de una cadena de dos laminas en el plano. Fijacién 2-2

El caso de la izquierda en la Fig. 2.13 tiene el nombre especial de arco triarticulado
porque consta de dos articulaciones externas mas la interna, las que deben disponerse
en forma de arco como se explicara luego. Este tipo de estructuras es muy usual
en naves industriales de gran luz. Una importante obra historica con este tipo de
estructuracion es la ex-Estacion Mapocho en Santiago (Fig. 2.15).

En las cadenas de dos laminas también pueden darse situaciones de vinculacion
aparente. En las fijaciones tipo 3-1 hay vinculacidén aparente si la primera lamina
(lamina izquierda en los casos de la Fig. 2.12) esta aparentemente vinculada, como
se discutio en la Seccion 2.1.4, Fig. 2.11. También hay vinculacion aparente si la
linea de accion del deslizante de la segunda ldmina pasa por la rétula interna (para
cualquiera de los casos de la Fig. 2.12); en tal caso, como ilustra la Fig. 2.14, la
segunda lamina puede girar en torno a la articulacion interna pues el desplazamiento
d esta permitido.

Figura 2.14 Vinculacion aparente en fijacion tipo 3-1
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Figura 2.15 Ex-Estacion Mapocho en Santiago
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En las fijaciones tipo 2-2 (Fig. 2.13) hay vinculacion aparente si las rotulas externas e
internas son colineales. Cuando una de las laminas esta vinculada con dos deslizantes
¢éstos son equivalentes a una articulacion externa en el punto de interseccion de sus
lineas de accion. La Fig. 2.16 muestra fijaciones tipo 2-2 con vinculacion aparente,
notar las articulaciones A, B y C en linea recta; como la vinculacion de los puntos Ay C
permite el giro con respecto a ellos, el punto B puede experimentar desplazamiento (5)
en la direccion perpendicular a la recta AC. Por ello, en el caso del arco triarticulado,
sunombre arco enfatiza que los puntos A, B y C no sélo no deben ser colineales, sino
alejarse bastante de tal condicion para ser una estructura eficiente.

(a) (b)

Figura 2.16 Vinculacidn aparente en fijacion tipo 2-2

Por cierto en el caso de cadenas de dos laminas también puede existir vinculacion
redundante o hiperestatica. Cualquier vinculo adicional que se agregue a las fijaciones
tipicas (Figs. 2.12 y 2.13) produciréd indeterminacion estatica. El vinculo adicional
puede ser externo (cualquier tipo de apoyo) o interno. Un ejemplo de redundancia
interna se presenta en la Fig. 2.17 en que a un arco triarticulado se le ha agregado una
barra de conexion entre las dos laminas.

N

redundante

%ﬂ Z

Figura 2.17 Arco triarticulado con vinculo interno redundante
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b) Ecuaciones de equilibrio

Como se presentd anteriormente, en una cadena de dos laminas las fuerzas reactivas
incdgnitas son 4, las que deben determinarse mediante las ecuaciones de equilibrio del
sistema. Como se ha anticipado, por tratarse de sistemas isostaticos, las condiciones
de equilibrio estatico deben proporcionar un numero suficiente de ecuaciones, como
se discutira a continuacion.

A pesar de tratarse de estructuras conformadas por dos piezas, el conjunto
apropiadamente vinculado externamente conforma un todo sin movimiento. Es
claro entonces que el conjunto de todas las fuerzas externas (cargas aplicadas mas
reacciones en los vinculos externos) es un sistema de fuerzas en equilibrio; luego,
ellas deben satisfacer las condiciones generales de equilibrio de un cuerpo en el
plano (Ecs. 1-48):

SF tods = (2-2.2)
SF todss = (2-2.b)
IM todss = ) (2-2.c)

en que O es un punto cualquiera del plano. En las ecuaciones anteriores se ha
utilizado el supraindice “todas” para enfatizar que en ellas intervienen todas las
fuerzas externas y diferenciarlas de las ecuaciones que se presentaran a continuacion.

lamina izquierda lamina derecha

Figura 2.18 Diagramas de cuerpo libre individuales de las laminas de una cadena

Considérese ahora el diagrama de cuerpo libre de cada una de las laminas de la
cadena, como muestra la Fig. 2.18. En la lamina izquierda actuan cargas externas P,
reacciones externas R, (no interesa su numero que depende del tipo de fijacion), y
reacciones internas Ry R en la articulacion interna I. Analogamente en la lamina
derecha actian cargas externas Q; reacciones R,y reacciones internas iguales y
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contrarias -R y -R . Cada uno de estos cuerpos es un cuerpo rigido en equilibrio al
que se le pueden aplicar las condiciones dadas por las Ecs. 1-48; pero, para evitar
incorporar nuevas incognitas (R , R ), resulta conveniente utilizar solo las ecuaciones
de momento (Ec. 1-48.c) tomadas con respecto a la rotula interna I. Se tienen entonces
dos ecuaciones adicionales de equilibrio

M, =0 (2-2.d)

IM* =0 (2-2.¢)
en que el supraindice “izq” indica que en la Ec. 2-2.d intervienen solo las fuerzas
externas que act@ian en la ldmina izquierda (cargas P, y reacciones R y R)), y
analogamente, “der” indica que en la Ec. 2-2.e so6lo participan las fuerzas externas
sobre la lamina derecha (cargas Q, y reacciones R, y R)).

Resumiendo, las ecuaciones de equilibrio de una cadena de dos laminas son las
cinco Ecs. 2-2, que por cierto son suficientes para determinar las cuatro reacciones
incognitas. Puede llamar la atencién porqué hay mas ecuaciones que incognitas.
Efectivamente, y sin querer profundizar sobre el tema, ello ocurre porque las
Ecs. 2-2 no constituyen lo que en matematicas se llama un sistema de ecuaciones
linealmente independientes. En forma muy simplista, ello significa que dadas 4 de
las 5 ecuaciones, la quinta no aporta nueva informacion pues ella podria obtenerse
mediante manipulacion algebraica de las 4 anteriores. Para evitar tropezar con
alguna dificultad algebraica, se sugiere no usar mas de 4 ecuaciones, siendo en
general recomendable escoger las Ecs. 2-2.a y b de equilibrio global de fuerzas,
y dos de las tres ecuaciones de momento: Ecs. 2-2.c, d, y e. Tipicamente, de éstas
tres convendran las Ecs. 2-2.d y e de equilibrios parciales de momentos que son en
general mas simples que la Ec. 2-2.c.

Ejemplo 2.7
Calcular las reacciones en los apoyos de la viga de la Fig. E2.7.a.
g=R ton/m 4/3
2 ton 3 ton 24— 3
4
! L N
— S — A o |

|, j
Ra R R

Figura E2.7
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Solucion: La estructura corresponde a una cadena de dos laminas. La Fig. E2.7.b
muestra el modelo de la estructura donde se han indicado las reacciones, y la carga
distribuida de intensidad variable se ha reemplazado por su resultante actuando en el

centro de gravedad correspondiente. Las 4 ecuaciones de equilibrio son:

SF todss = H, =0

SF todss = R,+R,+R, =2+4+3=9

IM s = 0 R, 3+R,-105=2-1+4(3+4/3)+3:9
M, % =0 R.-3,5=3:2

Esta ultima ecuacion corresponde al momento de las fuerzas aplicadas en la lamina
derecha (CD) solamente (Ec. 2-2.¢). De ella se obtiene R _=1,71 ton, valor que
sustituido en la ecuacion iii permite obtener R,;=9,46 ton; finalmente, con R, y R . se

obtiene de la ecuacién ii R,=-2,17 ton.

Ejemplo 2.8
Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la Fig. E2.8.a.

10 ton

Figura E2.8
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Solucion: La Fig. E2.8.b muestra las reacciones de apoyo incognitas y la carga
distribuida reemplazada por su resultante. Las ecuaciones de equilibrio son

XF =0 V,+8+10send5° =V, (1)
YF =0 H, =10 cos45° + H, (i1)
IM, =0 10 cos45° -3 +10send45°-7+8-12+H,-10=V, - 14 (ii1)
IM =0 V,-4=H,-4+8-2 (iv)
V,=H,+4 (v)

La ecuacion anterior se reemplaza en la ecuacion iii, quedando:

21,21+49,5+96+H, - 10=(H, +4) - 14

H, =27,68 ton

Reemplazando H, en v da V,=31,68 ton, y en ii da H,=34,75 ton. Reemplazando V,
enidaV =16,61 ton.

Ejemplo 2.9
Determinar las reacciones en los apoyos del portico de la figura.

3 ton

Figura E2.9
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Solucion: En la figura se muestran las reacciones correspondientes a los vinculos en
A'y B. Las ecuaciones de equilibrio son:

ZFhmdas =0 HA =2 ton
Ethodas =0 VA + VB =3
IM % =0 V,-4=2-1-V_,=05ton—V,=25ton

M #=0 M,+H, -4+3:22=V,-4—M,=-46ton-m

Ejemplo 2.10
Determinar las reacciones en los apoyos y en la articulacion interna del arco

inarticulado de la Fig. E2.10.a.

2 ton/m
Y
10 !
| ~—
3
A B
. A 2,67 ?
2
tVA 4m | 4m 1VB
(a) (b)
Figura E2.10
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Solucion: En la Fig. E2.10.a se indican las reacciones incognitas en los apoyos
externos. Para el analisis, la fuerza distribuida se reemplazara por su resultante: una
fuerza vertical de magnitud 8 ton a 2 m de distancia del nudo A. Las ecuaciones de
equilibrio son las siguientes:

SF fods = V,+V, =8
SF, o = H,+H, =0

IM % =0 V, 4+H, -3=0
M =0 V,-4=H,-3+82

Resolviendo al sistema de ecuaciones se obtienen V, =6 ton, V =2 ton, H,=2,67 ton y
H, =-2,67 ton. Para la reaccion interna en C considérese el equilibrio de la barra BC
(Fig. E2.10.b), teniendo en cuenta que a través de C se transmite una fuerza cuyas
componentes se han designado por X e Y. En el nudo B se han indicado las fuerzas
reactivas previamente calculadas. Se tiene:

2F, =0 X =12,67 ton
ZFV =0 Y =-2ton

Estas mismas fuerzas pero en sentido contrario actian en la barra AC, lo que el lector
puede comprobar haciendo su equilibrio.

Ejemplo 2.11
Determinar las reacciones en los vinculos externos e interno del poértico triarticulado
de la Fig. E2.11.a.

1 ton/m 1 ton/m
Er bbby
C
8/7 5
L
Figura E2.11 (a) (b)
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Solucion: En este caso se puede aprovechar que se trata de una estructura simétrica
sometida a carga simétrica. Las reacciones deben también ser simétricas, como
muestra la Fig. E2.11.a. Luego, basta con dos ecuaciones de equilibrio:

SF =0 2V=1-8=8 — V=4ton
ZMCderZO V-4=H-7+1-4-2 — H=28/7 ton

La reaccidn interna en la articulacion C se determina imponiendo las condiciones de
equilibrio a la barra CD, cuyo diagrama de cuerpo libre se muestra en la Fig. E2.11
.b. Las ecuaciones de equilibrio son:

X =8/7 ton
Y+4=1-4—-Y=0

Es decir a través de la rotula interna C s6lo se transmite un empuje horizontal de 8/7
ton.

2.1.6 Cadenas de Varias Laminas

La metodologia empleada en el analisis de cadenas de dos laminas es extensiva a
sistemas constituidos por un numero cualquiera de ldminas. No obstante, el analisis
detallado de este tema excede los objetivos de este texto, por ello, s6lo se haran
algunas consideraciones generales.

Es claro que una cadena de n ldminas tiene n+2 grados de libertad en el plano, pues
para fijarla hay que restringir los tres grados de libertad de la primera mas un grado
de libertad por cada una de las n—1 restantes (3+n—1 = n+2).

Lo primero al abordar una cadena de n laminas es comprobar si las condiciones de
vinculacién son adecuadas. Para vinculacion isostatica, los dispositivos de vinculo
deben sumar n+2 restricciones de desplazamiento y deben estar apropiadamente
dispuestos a fin de que ninguna lamina, o grupos de laminas, tengan vinculos
redundantes o estén en situaciones de vinculacion aparente. Una técnica que ayuda a
ésto es fijarse en partes de la cadena, de una o dos ldminas, que estarian perfectamente
fijas si fueran independientes, para luego estudiar como el resto de las laminas va
adquiriendo sustentacién apoyandose en las anteriores.

Ciertamente la estatica provee las n+2 ecuaciones de equilibrio necesarias. De
partida se tienen las 3 ecuaciones globales de equilibrio del sistema (Ecs. 2-2.a, by
¢), que involucran a todas las fuerzas externas del sistema: cargas y reacciones en los
apoyos. Adicionalmente, se puede plantear al menos una ecuaciéon de momento nulo
en cada una de las n—1 articulaciones internas, tomando momentos de las fuerzas
hacia la derecha o a la izquierda de la articulacion.
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2.2 Estructuras de Reticulado

2.2.1 Introduccion

Los reticulados son estructuras de multiples aplicaciones, desde las cerchas de madera
que se usan en la techumbre de las viviendas, pasando por estructuras reticulares de
acero de frecuente uso en construcciones industriales, hasta puentes carreteros o de
ferrocarril de gran envergadura. El objetivo de las estructuras reticulares es el uso
mas eficiente del material. Al aumentar la altura de la seccion del reticulado, que
actia como una viga, se reducen los efectos de la flexion, y al mismo tiempo no
es necesario disponer de un alma llena, sino que basta con elementos diagonales y
verticales para transmitir los esfuerzos correspondientes.

Otra de las ventajas de las estructuras reticulares es su versatilidad para adaptarse a
diversas formas segun las necesidades. Sin embargo, hay algunas formas tipicas que
se conocen con nombres especiales (Fig. 2.19).

Una propiedad importante de los reticulados es su rigidez. Justamente, por
su considerable mayor altura en comparacion con una viga de alma llena, los
desplazamientos de los nudos en el plano vertical son generalmente despreciables.
Esto permite en viviendas soportar cielos de materiales fragiles fijandolos al cordon
inferior, sin riesgo de fracturarse. Igualmente, en el caso de puentes hay limitaciones
muy estrictas de deformaciones, particularmente en puentes de ferrocarril, que
pueden lograrse por la natural propiedad de rigidez de las estructuras reticulares.

Para el analisis de estructuras de reticulado se hacen tres hipotesis, que en lo posible
deben atenerse en el disefio y construccion:

a) Los elementos que conforman el reticulado se conectan entre si mediante
articulaciones lisas. Los elementos se llaman también barras, y los puntos de
union nudos. Como tal, la articulacion permitiria el libre giro de las barras que
llegan a un nudo, no pudiendo producirse momentos. Esta hipotesis, sin embargo,
dificilmente se materializa en la practica, ya que los sistemas que se usan para
realizar las uniones de los elementos restringen las rotaciones en los nudos:
pernos, clavos y conectores en madera, soldaduras en acero, etc. (Ver Figs. 3.9 y
3.15 en el Capitulo 3).

b) Los elementos de reticulado se unen en sus extremos. Esta hipotesis se vulnera
también con frecuencia en la practica, por ejemplo en los cordones superior e
inferior, donde son usuales los elementos continuos que cubren varios nudos,
en vez de una serie de elementos cortos entre nudo y nudo. Incluso esta practica
tiene la ventaja de simplificar las conexiones entre los elementos, ya que no es
necesario conectar el elemento continuo.
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7 %
Warren Pratt Pendiente Doble
% Z Z —
Inglesa Fink Howe
Z - % - % )
Pendiente Simple Grambrel Fink Compleja

Figura 2.19

c) Las fuerzas se aplican solo en los nudos del reticulado. Se entiende que se trata
de todas las fuerzas: cargas y reacciones en los apoyos. Las cargas en puntos
intermedios de los elementos deben evitarse pues inducen flexion en ellos. Aun
asi esta hipotesis tampoco se cumple en la practica, lo que se acepta si las cargas
son pequeias. Incluso, es inevitable violar esta hipotesis porque el peso propio
de los elementos no esta en los nudos. En todo caso, justamente la versatilidad de
forma de los reticulados permite disefiarlos disponiendo nudos donde se necesite
recibir cargas concentradas importantes.

Como puede verse, un modelo de reticulado corresponde a una idealizacion de una
estructura real. Sin embargo, salvo que se cometan gruesos errores, se estima que
la estructura real se comportara en forma suficientemente aproximada a la ideal, de
modo que el analisis teorico es valido.

En virtud de las hipodtesis anteriores las barras de reticulado so6lo quedan sometidas a
esfuerzos internos axiales, es decir en la direccion del eje longitudinal de la barra, o
eje que une sus nudos extremos. Cada barra realiza entonces una fuerza, que puede
ser de traccion o compresion segun su sentido.

La Fig. 2.20 representa una barra traccionada. La Fig. 2.20.a muestra la accion T de
la estructura sobre la barra, que claramente corresponde a una tendencia a estirar
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la barra. La Fig. 2.20.b por su parte muestra /a accion de la barra sobre los nudos,
es decir sobre el resto de la estructura; la barra esta tirando de los nudos, es decir su
funcion es impedir que ellos se alejen. Ademas la figura muestra un signo positivo
que es el que por convencidn se asigna a los esfuerzos de traccion.

<::> 2 ///(T , 2

) O
wal
T
] VAN
e
/ !
T
(a) (b)
Figura 2.20 Barra en traccion
/¢
o '
B

l 2
b M
c /]

1 \H/C,
p— c r
/ 1
C

(a) (b)

Figura 2.21 Barra en compresion

Similarmente la Fig. 2.21 representa una barra comprimida. La Fig. 2.21.a muestra
la accion C de la estructura sobre la barra, que tiende a producir acortamiento de la
barra. Por su parte la barra reacciona sobre los nudos empujandolos para evitar su
acercamiento (Fig. 2.21.b). En este caso la figura muestra un signo negativo, el que
convencionalmente se asigna al esfuerzo de compresion.
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Todo lo anterior es valido tanto para reticulados planos como espaciales. En lo que
sigue, la presentacion se limitara a reticulados planos, en los que por cierto las cargas
aplicadas deben estar en el plano del reticulado.

Una forma de generacion de reticulados es a partir del elemento constitutivo basico
que es un triangulo formado por tres barras articuladas entre si en sus tres nudos. Este
triangulo es el reticulado mas simple que se puede concebir, y naturalmente cumple
con lo que antes se definié como lamina. A partir del reticulado basico, ABC en la
Fig. 2.22, se obtiene un reticulado mayor agregando cada vez dos barras a partir de
dos nudos existentes para crear un nuevo nudo. Las barras BD y CD definen el nuevo
nudo D, las barras AE y DE definen el nuevo nudo E, y las barras BF y EF el nudo
F; notar que las barras BF y DE se cruzan sin tocarse y no existe nudo comun a ellas.
Este proceso se llama de generacion por triangulacion y el resultado es un reticulado
simple, que también califica como lamina. Todos los reticulados generados por este
procedimiento cumplen la relacion

b+3=2n (2-3)

en que b es el nimero de barras y n el nimero de nudos. También cumplen esta
relacion otros reticulados, que no han sido generados asi. Todos los que la cumplen
son reticulados isostaticos, porque el nimero de incdgnitas es igual al numero
de ecuaciones que se pueden plantear para resolverlos. En efecto, si el reticulado
constituye una lamina hay 3 reacciones externas incognitas, ademas hay b incognitas
correspondientes a las fuerzas en las b barras del reticulado, entonces en total son
b+3 incognitas. Si se considera el reticulado como un sistema de particulas, en que
cada nudo es una particula, se pueden plantear dos ecuaciones de equilibrio en cada
nudo (Ecs. 1-31 .ay b), y como son n nudos hay 2n ecuaciones de equilibrio.

C D

Figura 2.22 Generacion por triangulacion
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Obviamente si b+3>2n quiere decir que hay barras redundantes y el reticulado
es hiperestatico interno. También puede cumplirse la Ec. 2-3 pero puede haber
un exceso de vinculos externos, en tal caso la estructura es hiperestdtica externa.
Ambos casos no pueden ser resueltos usando puramente la estatica y deben utilizarse
métodos que incorporan el estudio de las deformaciones de los elementos.

2.2.2  Solucion por el Método de Nudos

Hay varios métodos para resolver reticulados. En esta seccion se presentara el método
de nudos, que es el mas elemental y consiste simplemente en considerar cada nudo
como una particula e imponer su equilibrio. Es una practica comun, sin embargo,
tratar previamente el reticulado simple como una lamina y calcular las reacciones
en los apoyos con las ecuaciones de equilibrio de cuerpo rigido, para posteriormente
abordar el equilibrio de los nudos. El método se aplicara al reticulado de la Fig. 2.23,
aprovechando de dar ciertas recomendaciones que hacen mas eficiente la técnica de
solucion.

Lo primero es verificar que se cumpla la Ec. 2-3, lo que efectivamente ocurre pues
b=17 y n=10. A continuacion se procede al analisis de equilibrio global considerando
el reticulado completo como un cuerpo rigido plano (lamina); las ecuaciones de
equilibrio en este caso son:

SF, =0 R, + R, = 2800 kg

=M, =0 R, 12 =400 - 0+ 800 - 3+ 800 - 6 + 800 - 9
800

400 400 400kg

400 400

RA? RI
1 | ] ] |
I 3m I 3 I 3 I 3 I

Figura 2.23 Reticulado simple
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de donde se obtienen R,=1600 kg y R,=1200 kg. Ahora se puede proceder a aplicar
el método de nudos. Para ello se debe abordar el equilibrio de nudos donde haya a
lo mas dos incognitas; ya que en cada nudo sélo se podran plantear dos ecuaciones.
Considérese primero el equilibrio del nudo A, cuyo modelo como particula se
presenta en la Fig. 2.24.a: sobre A acttia la reaccion conocida de 1600 kg y las fuerzas
incognitas F, , y F, . en las barras AB y AC respectivamente. Notar que en el modelo
las fuerzas incdgnitas se supusieron traccionadas, es decir, tirando del nudo (como
en la Fig. 2.20.b). Las ecuaciones de equilibrio son:

2F =0 F,, +1600=0 F,, =-1600 (compresion)
ZF =0 F,.=0

El resultado negativo para F, , significa que la barra en realidad estd comprimida, y
no traccionada como se habia supuesto. A continuacion se puede plantear el equilibrio
del nudo B, al que llegan tres barras, pero el esfuerzo en la barra AB, ya se conoce,
luego hay s6lo dos incdgnitas. El modelo del nudo B se presenta en la Fig. 2.24.b: la
fuerza conocida de 1600, de compresion, actia empujando contra el nudo (como en
la Fig. 2.21.b), la carga externa de 400 kg se aplica en su sentido dado, y las fuerzas
incognitas F, .y F  en las barras correspondientes se suponen traccionadas, es decir,
tirando del nudo. Las ecuaciones de equilibrio son:

ZF =0 1600 = F . cos a + 400
ZFhIO Fie sena+FBD=0

La diagonal del triangulo ABC mide 5 m, luego, sena =3/5 y cosa =4/5. Con estos
valores y resolviendo las ecuaciones anteriores se obtienen F, =1500 kg (traccion) y
F,,=-900 kg (compresion).

Observando que no se puede trabajar en el nudo D porque hay tres barras incognitas,
se aborda el nudo C, donde so6lo hay dos. El modelo del nudo C se muestra en la Fig.
2.24.c. Las ecuaciones de equilibrio son:

XF =0 F., + 1500 cos 0. =0 — F_ = -1200 kg (compresion)
ZF =0 F. = 1500 sen o — F_, =900 kg (traccion)

El diagrama de fuerzas sobre el nudo D se presenta en la Fig. 2.24.d. Las fuerzas
previamente calculadas F, = -900 y F_ = -1200 se aplican en su sentido real
empujando al nudo, por ello se les quita el signo negativo. Las fuerzas incognitas en
las barras DE y DF se suponen de traccion, tirando del nudo. La carga de 800 kg se
aplica en su sentido dado. Las ecuaciones de equilibrio son:
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XF =0 F_ cosa+800=1200— F_ =500 kg (traccion)

ZF, =0 F  sena+900+F  =0—F  =-1200 kg (compresion)

Siguiendo el mismo procedimiento se plantea el equilibrio de los nudos restantes en
la secuencia E, F, G, H, I cuyos diagramas de fuerzas se presentan en la Fig. 2.24.
Las ecuaciones de equilibrio para cada nudo son las que siguen:

Nudo E: 2F, =0
ZF =0
Nudo F: ZF =0
ZF =0
Nudo G:  ZF =0
ZF =0
NudoH: ZF =0
SF, =0
Nudo I: 2F, =0
Fap

A o —»

1600
(a)

F., +1200=0 — F_ . =-1200 kg (compresion)
F..+400=0— F_ =-400 kg (compresion)

F,, cos a+ 500 cos a =800 — F_. =500 kg (traccion)
F,, +F,,sena=900+ 500 sen o — F_ =900 kg (traccion)
F ., + 1200 =500 sen a — F_, = -900 kg (compresion)
F, +400 + 500 cos a =0 — F = -800 kg (compresion)
F,, sen a =900 — F = 1500 kg (traccion)

F, +F, cosa=0—F, =-1200 kg (compresion)

HI

400
1500 F

1600
(b) (c)

Figura 2.24 (a, b, ¢) Solucioén del reticulado de la Fig. 2.23
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800 400
500 %00 Fpg
X
X
D E
—_— ¢ — —_— e ¢ 0 ——
900 Fpe 1200 Fye 900 F o By
“Nr
DF
FEF
1200 400

(d) (e) (f)

400 1200

—_—l— 0 — ——».H <—————-——OI

R=1200

(g) (1)

Figura 2.24 (d, e, f, g, h, i) Solucion del reticulado de la Fig. 2.23

Los resultados se presentan en resumen en la Fig. 2.25, que junto con la Fig. 2.26
permiten explicar algo mas acerca del comportamiento de este tipo de estructuras.
En la Fig. 2.26 se han exagerado las deformaciones del reticulado para ayudar a este
proposito; desde luego las deformaciones de una estructura real son pequenas, casi
imperceptibles, especialmente en el caso de los reticulados que son por naturaleza
bastante rigidos. Hecha esta salvedad, puede observarse que el cordon superior (BH)
estd comprimido, lo que significa que sus elementos se acortan, mientras el cordon
inferior (Al) estd traccionado (en parte), lo que se traduce en que los elementos
correspondientes se alargan. Lo anterior, sumado al alargamiento de las diagonales,
todas traccionadas, hacen que la estructura completa adquiera una forma curvada,
que es la deformacion tipica de un elemento en flexion. Ello no debe extrafiar porque
el reticulado es basicamente una viga alta.
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800
400 400 400

—-900 —1200 l—lZOO J—QOO

O
O

—-1600

A

900 $ 900 ‘ 0
400 400
1600 1200

Figura 2.25 Esfuerzos en las barras del reticulado de la Fig. 2.23

diagonales corddn superior 400
traccionadas comprimido
B D
A ¢
I ¢
montantes corddn inferior
comprimidos traccionado 1600

(a) (b)

Figura 2.26 Comportamiento de la estructura reticular

La funcidn de los elementos diagonales se aprecia mejor en la Fig. 2.26.b. El panel
ABDC, rectangular en la estructura sin cargas, adopta una forma de rombo, cuya
diagonal BC tiene mayor longitud que la diagonal del rectdngulo inicial, luego la
barra BC debe impedir que progrese esa distorsion. También puede observarse en la
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Fig. 2.26.b, que sin la barra diagonal el cuadrilatero ABDC colapsaria, pues seria un
mecanismo incapaz de resistir la fiterza de corte vertical resultante de las fuerzas de
1600 y 400 kg en A y B (el concepto de corte se introducira en la Seccion 2.3). Cabe
destacar también que este reticulado se podria haber construido con sus diagonales
invertidas (uniendo los nudos AD, CE, EJ y GI en vez de los actuales); en tal caso
todas las diagonales estarian en compresion pues dichos nudos tienden a acercarse.

Razonando en forma similar se descubre la funcién de los montantes (barras
verticales): si se elimina el montante CD el cuadrilatero BCFD colapsaria cerrandose,
quedando claro que la barra CD esta comprimida pues debe impedir que los nudos C
y D se acerquen. Esto tltimo también queda claro de observar en la Fig. 2.26.b los
sentidos de las fuerzas que actuan en los nudos C y D, y su efecto en la barra CD.

2.2.3  Solucion por el Método de las Secciones (Método de Ritter)

Este método consiste en aislar una parte del reticulado suponiendo una seccion
imaginaria, no necesariamente recta, que corta las barras cuyos esfuerzos se desea
determinar. A continuacidn se analiza el equilibrio de la parte aislada bajo la accion
de las cargas externas y los esfuerzos que existen en las barras cortadas. Al igual que
en el método de los nudos es necesario determinar previamente las reacciones en los
apoyos. Elmétodo de las secciones es especialmente til cuando solo se desea conocer
el esfuerzo en algunas de las barras del reticulado. Para algunos problemas resultara
conveniente considerar mas de una seccion o usar este método conjuntamente con el
método de los nudos.

Para ilustrar este método, se determinaran los esfuerzos axiales en las barras EF, EG,
CDy ED del reticulado indicado en la Fig. 2.27, en la cual se muestran las reacciones
que han sido determinadas imponiendo las condiciones de equilibrio a la estructura
completa.

12m

Figura 2.27
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Si se considera la seccion 1-1, tal como se indica en la Fig. 2.28.a, el equilibrio del
subsistema (lamina) ABEDC permite escribir:

Eva:O: FEFcosa+20=8+8
4
EFEF=8+8—20

F,. = -5 ton (compresion)

IM,=0: F, 12+8-9+8-18=20-27
F,, = 27 ton (traccion)

Figura 2.28

Para encontrar el esfuerzo axial en la barra CD, se puede considerar la seccion 2-2 y
analizar el equilibrio del subsistema ABEC que se indica en la Fig. 2.28.b:

SM,=0:  F,-12+20-18=8"9

F ., = -24 ton (compresion)
Ademas, el método de los nudos aplicado al nudo D permite deducir que F, =0. Por
otra parte, notese que el esfuerzo F, proyectado segun la vertical, debe ser igual a la
fuerza de corte en el panel DFEG, puesto que EF es la tinica barra de la seccion 1-1
que puede dar componente vertical. Cada vez que en una seccion las barras de los
cordones son horizontales, las barras inclinadas deben tomar toda la fuerza de corte.
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Ejemplo 2.12

Un segundo ejemplo del método de Ritter se aplica al reticulado de la Fig. E2.12.a, en
el cual se desea determinar los esfuerzos axiales en las barras DE y DG. Previamente
se han determinado las reacciones en los apoyos A y L, cuyos valores se indican en
la figura.

4.5 4

~P<———H(
D (

r 10ton
K|

F LN
6@3m=18m

Figura E2.12.a
Solucion: Si se considera la seccidon 1-1 y se analiza el diagrama de cuerpo libre del
subsistema ABCD (Fig. E2.12.b), tomando momentos de las fuerzas con respecto al
punto 0 se tiene:

Fop - 12+10-6=4-9+4-12

F,; = 2 ton (traccion)
Si se toma momento de las fuerzas con respecto al punto E:

F - 4+4:3=10-6

F,, = 12 ton (traccion)

D

Figura E2.12.b
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2.3 Diagramas de Esfuerzos Internos
2.3.1 Definicion de Esfuerzos Internos

El objetivo de los diagramas de esfuerzos internos es visualizar los efectos que
se transmiten en cada punto de los elementos de una estructura para identificar
las secciones criticas que deberan ser posteriormente disefiadas para proveerles la
resistencia adecuada. Las secciones criticas son las que quedan sometidas a mayores
esfuerzos.

Ya en la Seccion anterior sobre reticulados se trabajo con esfuerzos internos: los
esfuerzos en todas las barras. Pero en ese caso los esfuerzos en cada barra se reducian
a la fuerza axial. En esta Seccion se veran esfuerzos internos mas generales, pero
siempre limitados al caso estructuras planas con cargas en su plano.

Considérese la viga de la Fig. 2.29.a y céntrese la atencidon en una seccion ficticia
cualquiera, perpendicular al eje longitudinal del elemento, tal como la seccion B. Los
esfuerzos que se transmiten a través de esta seccion pueden expresarse, en su forma
mas general, en términos de una fuerza y un momento resultantes. Como muestra
la Fig. 2.29.b, en el caso de una estructura plana sometida a cargas en su plano,
la fuerza se expresa en términos de sus componentes N y V segln las direcciones
normal (perpendicular a la seccion, segun el eje x) y tangencial (paralela a la seccion,
segun el eje y) respectivamente; el momento M reside en el plano xy de la estructura
y sus cargas, es decir, es un momento en torno al eje z. Estos esfuerzos internos
reciben nombres propios: N es el esfuerzo normal, V es el esfuerzo de corte, y M es
el momento flector. El sistema de ejes de referencia convencionalmente se posiciona
en el centro de gravedad de la seccion.

Si la estructura completa estd en equilibrio, en este caso la viga AC, cualquier
porcion de ella esta también en equilibrio, en particular los segmentos o subsistemas
AB y BC de las Figs. 2.29.b y c respectivamente. Entonces los esfuerzos internos N,
V y M se determinan imponiendo las condiciones de equilibrio a los segmentos a la
izquierda o a la derecha de la seccion de interés. Para ser consistentes, debe tenerse
la precaucion de asignar los sentidos apropiados a los esfuerzos internos segun sea
el segmento que se considere, en efecto, por tratarse de reacciones internas, en la
seccion B de la Fig. 2.29.c ellos actiian con igual magnitud pero en sentido contrario
al que acttan en la seccion B de la Fig. 2.29.b (este tema se abordara en la Seccion
2.3.2 donde se analizara en detalle la convencion de signos de los esfuerzos internos).
Como interesa conocer los esfuerzos internos a lo largo de toda la estructura, se
acostumbra a variar la posicion de la seccion B y presentar los resultados a través de
figuras que se denominan diagramas de esfuerzos internos.
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seccién

Figura 2.29 Concepto de esfuerzo interno

Antes de entrar a mayor detalle, es conveniente ilustrar estos conceptos mediante
un ejemplo introductorio. Para ello considérese un caso simple como el de la Fig.
2.30.a, para el cual se determinaran los diagramas correspondientes. Las reacciones
de apoyo se han calculado previamente planteando el equilibrio global de la viga.
Considérese primero una seccion transversal en un punto D cualquiera a distancia
v del extremo A (Fig. 2.30.b), pero siempre comprendido entre A y B, (0<v<3); las
ecuaciones de equilibrio del segmento AD son:

F, =0 N=0
SF =0 V+200=0— V=-200 kg
=M, =0 M+Vy=0—-M=200v
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+
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Figura 2.30 Esfuerzos internos en viga con carga concentrada

Se aprecia de inmediato que no hay esfuerzo normal, que el esfuerzo de corte es
constante, pero el momento flector depende de la distancia v, y por lo tanto varia a
lo largo de la viga. Como se establecid, las ecuaciones anteriores son validas para
el rango indicado de v solamente, ya que si se toma una seccion entre los puntos B
y C las ecuaciones se modifican. En efecto, tomando una seccién E como ilustra la
Fig. 2.30.c, definida por la coordenada w (3<w<5), las ecuaciones de equilibrio del
segmento AE son:
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SF, =0 N=0
SF, =0 V +200 =500 — V =300 kg
M, =0 M +Vw =500 - 3 — M = 1500 — 300w

Nuevamente el esfuerzo de corte es constante pero el momento flector es funcion de
w. Pero esto se aprecia mas claro por medio de los diagramas de esfuerzos internos
que se presentan en las Figs. 2.30.d y e. Se observa que la seccion critica desde el
punto de vista de la flexion es justo bajo la carga (punto B) donde el momento flector
es maximo; ademas el momento varia en forma lineal (depende de la primera potencia
de las variables v y w), o sea el diagrama corresponde a lineas rectas, decreciendo
hacia los extremos y anulandose en los apoyos. El esfuerzo de corte por su parte, es
maximo en todo el tramo entre los puntos B y C. Los valores M=600 y V=300 seran
datos basicos para el disefio de la viga, es decir para la determinacion del material
a usar y de las dimensiones de la seccidon necesarias para resistir dichos esfuerzos.

Suele llamar la atencion que, siendo positivo, el diagrama de momentos se dibuje
hacia abajo del eje horizontal (Fig. 2.30.e). Asi se acostumbra en Chile y otros paises
de Europa, porque presenta ventajas de interpretacion fisica que se discutiran en el
Capitulo 3; en EE.UU. y paises de habla inglesa se hace exactamente lo contrario, de
modo que no se considera un error proceder de una u otra forma siempre que se sea
consistente y se atenga a la convencion de signos.

2.3.2 Convencion de Signos

Debido a que hay multiples combinaciones para elegir los sentidos positivos de los
esfuerzos internos es necesario convenir una forma estandar que permita que los
resultados se comprendan universalmente. La convencion consta de tres aspectos:

a) Definir la orientacion del elemento con un sistema local de ejes. Para ello se
escoge en cada elemento un sistema de ejes xy, con “x”’ en la direccion longitudinal
y sentido de izquierda a derecha, y el eje “y” apuntando hacia el borde superior
del elemento, como muestra la Fig. 2.31.a. Esto, que es muy obvio en una
viga, puede no serlo tanto aun en estructuras simples como la de la Fig. 2.31.b.
También es conveniente, como en las figuras, destacar con una linea discontinua
el borde inferior de los elementos. En la Fig. 2.31.b se ha privilegiado mantener
la continuidad del “borde inferior”, a pesar de dejar invertida la viga DE; ello es
recomendable, siempre que sea posible, pues mantiene la continuidad de signos
del diagrama de momentos. Justamente, tal continuidad no es posible en el marco
de la Fig. 2.31.c, en la que se ha escogido mirar todas las columnas en la misma
forma (nudo inferior a la izquierda y nudo superior a la derecha).
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borde o fibra
superior

borde o fibra
inferior

(a)

Figura 2.31 Sistema local de ejes

A seccién

Figura 2.32 Caras de una seccion

b) Identificar la orientacion de la cara de la seccion que se esta considerando,
definiéndose como cara positiva aquella que mira hacia el sentido positivo del
eje X, y cara negativa aquella que mira en el sentido contrario (Fig. 2.32).

c) Son esfuerzos internos positivos aquellos que en cara positiva tienen el sentido
positivo de los ejes, y los que en cara negativa tienen el sentido negativo de los
ejes. Son esfuerzos internos negativos los que no cumplen lo anterior. La Fig.
2.33 muestra los sentidos positivos de los esfuerzos internos tanto en cara positiva
como negativa. En el caso del momento, cabe sefialar que €l se asocia a un giro,
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y el sentido positivo de un giro en torno al eje z tiene el sentido trigonométrico
positivo (los angulos crecen desde el eje x en sentido contrario a los punteros del
reloj). Otras reglas para asignar signo a un giro en torno a un eje son la del tornillo
(si éste tiene su punta en el origen y su cabeza hacia el sentido positivo del eje, el
giro es positivo si el tornillo se desplaza en el sentido positivo del eje y negativo
en caso contrario), y la de la mano derecha (si el pulgar de la mano derecha
apunta en el sentido positivo de un eje, y los dedos restantes se dejan relajados,

el giro positivo tiene el sentido que va desde las coyunturas hasta la punta de los
dedos).

Figura 2.33 Esfuerzos internos positivos

Ejemplo 2.13
Determinar y dibujar los diagramas de esfuerzo de corte y momento flector de la viga
de la Fig. E2.13.a.

Solucion: Primero se plantea el equilibrio global de la viga para calcular las
reacciones. Las ecuaciones de equilibrio son:

XF =0 R,+R, =4+3-4=16
IM,=0 R,-6+4-2=3-4-2

que dan R =8/3 tony R,=40/3 ton. Para evaluar los esfuerzos internos se consideraran
secciones tipicas en los tramos AB, BC y CD.

a) Tramo AB (Fig. E2.13.b)
La posicion de la seccion E considerada se define por la coordenada u, con 0<u<2.
Se considera la cara positiva de la seccion E con los esfuerzos internos en los
sentidos positivos indicados. El equilibrio del segmento da:
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4 ton Y
(@) e | .

D
AN
A . —
RB* ?RD
| [ | |
) ' 4m T2

E
(b) == N
* o
'
-
l4 3 ton/m \
(c) SRR P‘ﬂ}*N
A
t4o/3 v
| 5 { . -]
M
G D
(d) N_‘_é 8/3
i
(e) 4! + _—~T __+ ] V(ton)
-
—28/3 E
8 6&9
(f) _ [\ / M(tOn.m)
4 -
16/3
Mmax=6,52

Figura E.2.13
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F, =0 N=0
IF =0 V=4
ZMAIO M+Vu=0—M=-4u

b) Tramo BC (Fig. E2.13.c)

La seccién F considerada se define por la coordenada v, que se mide desde el
punto B, de modo que entre B y C 0<v<4. Los sentidos de los esfuerzos internos
en la seccion F son los positivos en la cara positiva considerada. Las ecuaciones
de equilibrio son:

SF, =0 N=0
SF =0 V+?=4+3v—>vz3v—%

2
M, =0 M+Vv+4-2=3-v-§—>M=-8+?—3%

Notar que en este tramo el esfuerzo de corte varia linealmente (funcion lineal de
v) mientras el momento flector es cuadratico.

Tramo CD (Fig. E2.13.d)

En este caso conviene aislar una porcion de viga del extremo derecho, por ser
mas simple. Se considera entonces la cara negativa de la seccion G definida por la
coordenada w con origen en D. En el tramo CD, 0<w<2 en que w=0 corresponde
al punto D. En la seccion G se han dibujado los esfuerzos internos con sus sentidos
positivos para cara negativa. Las ecuaciones de equilibrio son:

SF =0 N=0
SF, =0 V=8/3
M, =0 M = 8w/3

Finalmente se grafican las expresiones para V y M de cada tramo variando los
valores de u, v, y w dentro del rango correspondiente a cada tramo. Los diagramas
de esfuerzo de corte y momento flector se presentan en las Figs. E2.13.e y f. El
momento flector méximo tiene el valor 6,52 ton'm y ocurre en una seccion a 0,89
m a la izquierda del punto C, donde el esfuerzo de corte es nulo. Para trazar la parte
curva del diagrama de momento flector, entre B y C se recomienda calcular y dibujar
varios puntos intermedios.
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Ejemplo 2.14
Calcular y dibujar los diagramas de esfuerzos internos del portico de la Fig. E2.14.a.

3 ton/m
[T ] [ 1] .
C D
1
2 ton
E [f+— -F
1
HA=2
A R —— W B .
% AN
ﬁVA= 6,5ton tVB= 5,5ton
! |
' 4m
(a)

Figura E2.14.a

Solucién: Las reacciones en los apoyos A y B ya se calcularon en el Ejemplo 2.6.
Para definir la orientacion de los elementos, se han escogido ejes de referencia locales
como se muestra en la Fig. E2.14.b, es decir la fibra “inferior” recorre el portico por
su interior. Para evaluar los esfuerzos internos se haran secciones en los tramos AC,
CD, DE y EB respectivamente.

a) Tramo AC (Fig. E2.14.c)
La seccidn se define por su distancia u al punto A, con 0<u<2. La cara considerada
es positiva. Las ecuaciones de equilibrio son:

ZF =0 N+6,5=0— N=-6,5ton
EFh=O V=2ton
ZMAIO M+Vu=0—M=-2u
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b) Tramo CD (Fig. E2.14.d)

d)

La seccion escogida F se define por su distancia v al punto C, con 0<v<4. La cara
considerada es positiva. Las ecuaciones de equilibrio de la porcion de estructura
aislada son:

2F =0 V+6,5=3v—>V=3v-6,5
SF =0 N+2=0-N=2
M, = 0 M+2-2+3V-§=6,5V

M=6,5v-15v* -4

Tramo DE (Fig. E2.14.¢)

En este tramo conviene considerar el equilibrio de la porcion de estructura hacia la
derecha de la seccion G escogida. La seccion se define por su distancia w medida
desde el punto E, o sea dentro del tramo DE 0<w<1. Los esfuerzos internos que
muestra la figura corresponden a los sentidos positivos en cara negativa. Las
ecuaciones de equilibrio son:

SF =0 N+55=0—N=-55
SF, =0 V+2=0-5V=-2
=M, =0 M=V(1+w)+2-1=-2w

Tramo EB (Fig. E2.14.1)
La seccion elegida se define por la coordenada z medida desde B, o sea 0<z<I en
el tramo. La cara considerada es negativa. Las ecuaciones de equilibrio son:

SF =0 N+55=0—N=-55
SF, =0 V=0
M, =0 M=Vz—-M=0

Evaluando las expresiones antes derivadas en todos los tramos, se obtienen los
diagramas que se muestran en las Figs. E2.14.g, h, e i. El momento flector maximo
negativo, de -4 ton'm, ocurre en el nudo C y el maximo positivo, de 3,04 ton'm,
ocurre en la viga CD en una seccion a distancia 1,833 m del nudo D. La seccion de
momento maximo positivo coincide con la seccion de esfuerzo de corte nulo.
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(b) (c)
3ton/m
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ttodob j%g_ |
‘ F N /?\M N
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1 v ,
PN p— — B B i
16,5 . 5,5 5,5
X -
(d) (e) (f)
L 155
- -2
N(ton)
-6,5
(&)
—4
—4 & /| —2
_ + | y
Mmax=3,04
M(ton-m)
(i)
Figura E2.14
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Ejemplo 2.15
Calcular y dibujar los diagramas de esfuerzos internos del portico triarticulado de la
Fig. E2.15.a.
1ton/m
3
B ([ T
i
|
xfl
y_ ! 4
|
|
|
A i 8> /7 8/7 |-
@ﬁ %ﬁ
4 ton * ? 4 ton
J 4m J 4m |
I I r
(a)
Figura E2.15.a

Solucién: Las reacciones en los apoyos ya se calcularon en el Ejemplo 2.11. Los ejes
de referencia locales de los elementos se indican en la Fig. E2.15.a, la fibra inferior
recorre el portico por el interior. Por la simetria de la estructura y de las cargas, los
diagramas de esfuerzos internos deben ser simétricos; por ello solo se analizara la
mitad de la estructura, haciendo secciones en los tramos AB y BC.

a) Tramo AB (Fig. E2.15.b)
La seccion D se define por su distancia u al extremo A. Dentro del tramo AB,
0<u<4. Las ecuaciones de equilibrio son:

2F =0 N+4=0—N=-4ton
ZF, =0 V=8/7=1,14ton
M, =0 M+Vu=0—->M=-8/Tu
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Entonces, en la columna AB los esfuerzos normal y de corte son constantes, como
muestran las Figs. E2.15.d y e; el momento flector varia linealmente desde 0 en la
base (punto A, u=0) hasta M= -4,57 (punto B, u=4), como muestra la Fig. E.2.15.f.

1ton/m

v
u
N 8/7
4 4
(b)
C +0,687 - C

M(ton -m)
(f)

Figura E2.15(continuacion)
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b) Tramo BC (Fig. E2.15.c)

La seccion elegida E se define por su distancia z, medida verticalmente desde el
punto B. Los esfuerzos internos, por definicion, tienen la direccion longitudinal
del elemento (N) y perpendicular al elemento (V). Dado que tano =3/4, la
proyeccion horizontal de la distancia BE es 4z/3, sena =0,6 y cosa =0,8. Las

ecuaciones de equilibrio son:

2F =0 4+Vcosoc+Nsenoc:1-%
8
ZFh= 0 ;+Ncosoc:Vsenoc
M, =0 M+§(4+z)+1-£-£=4-ﬂ
7 3 6 3

Las ecuaciones i e ii pueden reescribirse como:
0,8V +0,6N=1333z-4
-0,6V + 0,8N = -8/7

de donde se obtienen:

N=0,800z-3,314
V=1067z-2,514

Trabajando algebraicamente la ecuacion iii se obtiene:

M = (264z — 562* — 288)/63

(i)

(iii)

(iv)
V)

(vi)

De la ecuacion iv: N=-3,314 para z=0 (punto B) y N=-0,914 para z=3 (punto C).
De la ecuacion v V= -2,514 para z=0 (punto B) y V=0,687 para z=3 (punto C).
De la ecuacion vi, M= -4,57 para z=0 y M=0 para z=3. Los diagramas
correspondientes se presentan en las Figs. E2.15.d, e y f, bastando con mostrar
solo la mitad de la estructura por su simetria con respecto a la vertical por C.
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2.4 Ejercicios Propuestos

2.01 Indicar y explicar cuantos grados de libertad tiene: a) Una particula obligada
a desplazarse sobre una recta en el espacio, b) un péndulo en el plano, ¢) una
particula en el espacio obligada a mantenerse sobre una superficie esférica
fija, d) un cubo en el espacio con un vértice obligado a desplazarse sobre una
recta, €) dos cubos libres en el espacio pero articulados entre si por un vértice
comun, f) una esfera en el espacio obligada a ser tangente a un plano dado.
(Respuestas: 1, 1,2,4,9,5)

2.02 Para cada uno de los sistemas planos siguientes, indique si la vinculacion es
isostatica, hiperestatica o aparente. De justificacion a su respuesta. (Respuestas:
a)i, b) a, c) h, d) h externa, ¢) a, ) h)

(a) ~ (b) (c)

\

(e) (f)

2.03 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente en funcion de
la inclinacién a de la linea de accion del deslizante en B. ;Para qué angulo o
la reaccidon en B tiene su valor minimo? Explicar porqué dicha reaccion crece
sin limite cuando a se aproxima a 90°, y discutir el caso a=90°.

2P

'

D §>F>
- /\\vlw

L/2 L/2
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2.04 Elsistema de la figura adolece de vinculacion aparente. Suponiendo que usted
no se ha percatado de ello, plantee las ecuaciones de equilibrio y trate de
resolverlas para determinar las reacciones en los apoyos. Comprobara que no
es posible y que las ecuaciones conducen a contradicciones.

ol —

3 ton

JF

jf

2.05 Calcular las reacciones en los apoyos de las vigas siguientes. (Respuestas: a)
V,=-P, V =3P; b) V,=3qL, V,=9qL; ¢) V.=M/L, V= -M/L; d) V,=3,5 ton,

A |
AN
IBm

2 1,5 1,5

V,=2,5 ton) op
4q
| N R AR N
7 - 7 -
A B A B
Jl‘ \!‘ JI" ‘1|" JI‘ JI‘
2L L 2L L
(a) (b)
1000kg/m @ ton
_ i Y S
A B A B
1 L] I
L 4m 2 2
(c) (d)
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2.06 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente. (Respuesta:
V.=V, =2P)

3P

|

2.07 Calcular las reacciones en los apoyos de la viga siguiente. (Respuesta:
V,=6,25 ton, V,=4,75 ton)

2 ton 3 ton
l 1,5 ton/m
‘ THEREER
L
Z
‘||~ JP 4\ JP \Ip \[r
2m 2 2 2 2

2.08 Calcularlasreacciones en el apoyo de la viga en voladizo siguiente. (Respuesta:
V=qL/2, M=qL?/6)
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2.09 Calcular las reacciones en los apoyos del reticulado de la figura. (Respuestas:
V=5, V=9 ton)

6 ton 4 4 ‘

6@1,8m=10,8m

2.10 Calcular las reacciones en los apoyos del portal siguiente. (Respuestas: R_=0,
Ray:3,5, Rby:5,5 ton)

2 ton/m 1 ton

4m [ 2m |
[ I

2.11 Calcular las reacciones en los apoyos del reticulado de la figura. (Respuestas:
R, =2000, R, =-2000, R, =1000 kg)

5m
1000 kg
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2.12  Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente. (Respuestas:
R =-6,5, Ray=8, R, =9,5 ton)

2 ton/m
NEREEEENE .
Z 1
S’Lon__r
1
B —
JF 4m |

F

2.13 Calcular las reacciones en los apoyos del reticulado de la figura. (Respuestas:
R,=2,R,=-1,R =0)

1 ton -

2m
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2.14 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente. (Respuestas:
H,=0,R,=2,25, R =2,75)

q=0,5ton/m
T 2 ton A
4 B
6m
4
A

2.15 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente. (Respuestas:
R, =-52,R =-0,7,R, =-0,8 ton)

B by T
0,7 ton |3
]
2ton/m 3
A = —
2
| | |
I 3m [ 3 [
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2.16 Calcular las reacciones en la base del marco siguiente. (Respuestas: V=3 ton,
M=0)

1500 kg/m

3ton.m < RN .

3m

2.17 Calcular las reacciones en los apoyos de la viga siguiente. (Respuesta:
V,=V_=2,75ton)

3ton
¢4ton-m 1ton/m
| N bbb d
% AN
A B
JP | ‘L JP JP
1,5m 1 1 1 1,5

2.18 Calcular las reacciones en los apoyos del portico siguiente. (Respuestas:
R =L5; R =6,5 R =-5)

2000 kg/m
Ston l ‘ ‘
R — —%
2m
B —¥
7 e

AA -

J 4m |

r L

This content downloaded from 132.174.251.250 on Mon, 13 Apr 2020 02:44:17 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms

185



186 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.19 Calcular las reacciones en el portico de la figura. (Respuestas: R, = -6, R =0.5,

R =4 ton)

2 ton 2ton 0,5 ton

T

2 ton/m |- 3

L.l A B I |
% AN
jr Bm | 2 Jr 2 Jr

3

2.20 Calcular las reacciones en los apoyos de la viga siguiente. (Respuestas: H,=0,
V,=3 ton, M,=8,25 ton'm contra los punteros del reloj, V,=1,5)

1,5 ton/m

I

YV
b

S
S

2m 1 2

2.21 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la figura. (Respuestas:
R, =20/9, R =20/3, R, =-20/9, R, =10/3)

10 ton

3m
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2.22 Calcular las reacciones en los apoyos del portico triarticulado de la figura.
(Respuestas: R_=-1,1; Ray=0,53; R, =-0,5; Rhy=3,67)

3 ton

2.23 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la figura. (Respuestas:
R, =-6,18 ton, R =4,76, R, =1,18, R, =2,24)

4 ton

2,5m

2 2 2 2

2.24 Determinar las reacciones externas e internas en la estructura de la figura.
(Respuestas: R_=5,25 ton, Ray=3, R, =-5,25 ton, Rby=6, Y=3, X=-5,25)

2 ton/m
R o A
Z C
3
B A —F
0
| 3m | 15 | 15 |
T F F F
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2.25 Determinar las reacciones en los apoyos de la cadena de dos ldminas siguientes.
(Respuestas: R_=1,14 ton, Ray=5,57, Rby=4,43, R _=-3,14)

B i A

2 ton 2
— | ¢
- T A
S B
- 2 2 2
5
40— WA

2.26 Calcular las reacciones en los apoyos de la estructura de la figura. (Respuestas:
R, =2,R =14/3,R =2, R =-5/3 ton)

2 ton/m

2m

2m
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2.27 La estructura de la figura estd formada por el arco triarticulado ABC y la
viga DEF, que se articula en D al elemento AC y se apoya en E en un perno
fijo al elemento BC. Se pide determinar las acciones internas ejercidas por la
viga sobre el arco en los puntos D y E, y las reacciones externas en A y B.
(Respuestas: Y =746 kg; Y = -1746; R _=123,8; Ray= -166,65; R, = -123,8;
R, =1166,65)

5,5m

4, 5m

2.28 Encontrar la fuerza interna en la barra AB del reticulado de la figura.
(Respuesta: -3 ton)

1 ton

— —x
a

_.Ar
a

2 ton L
a

-_—K

a a
X
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2.29 Calcular los esfuerzos internos en todas las barras del reticulado de la figura.
(Respuestas: HD=HF= -833,3 kg, DE=EF=667,3 kg, AD=CF= -500 kg, las
restantes realizan fuerza nula)

Lmoo kg
G © o] —F
/\ ;

D &

J'4 4 | ©

2.30 Calcular los esfuerzos en todas las barras del reticulado de la figura.
(Respuestas: AB= -230,9 kg; AC=BC=115,5; BD= -173,2; CD= -115,5;
CE=231; DE=-461,9)
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2.31 Calcular los esfuerzos en las barras 1 a 6 del reticulado de la figura. (Respuestas:
T =T=-400, T,=320, T,=240, T = -320, T =640 kg)

3a/4

S

L7zo kg
|
I

2.32 Calcular los esfuerzos en todas las barras del Ejercicio 2.11. (Respuestas:
AC=CE=-2236 kg, BD=DE=2000, AB=1000, BC=CD=0)

2.33 Calcular los esfuerzos en todas las barras del reticulado de la figura. (Repuestas:
Por ser estructura simétrica cargada simétricamente los esfuerzos internos son
también simétricos. Basta resolver las barras indicadas: AB=BD= -875 kg,
AC=CE=EG=525 kg, BC=BE=0, DE=400 kg, DG= -284,8 kg, DF= -708,3
kg, FG=533,3kg)

L400kg l400kg |

6@3m=18m
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192 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.34 Calcular los esfuerzos en las barras del reticulado de la figura. (Respuestas:
AB=BC=3354,1 kg, BD=4000, AD= -1414,2, DC= -4242,6)

2000 kg

2.35 Calcular los esfuerzos en las barras del reticulado siguiente. (Respuesta:
AB=BC=AF=FE=1000 kg, CD=DE= -1414, BD=DF=FB=0)

1000 kg —r

3m

2.36 Calcular los esfuerzos en las barras AB, BC, AD, DE, EF, BD, BE y EC del
reticulado del Ejercicio 2.09. (Respuestas: AB=BC=-7,81 ton, AD=DE=EF=6
ton, BD=BE=EC=0)
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2.37 Calcular las reacciones en los apoyos y los esfuerzos en todas las barras del
reticulado de la figura. (Respuestas: R_=0, Ray= -4,R_=-3, Rey=6, BC=BD=0,
CD=DE= -2, AB=4, BE= -5 ton)

2 ton

4m

2.38 Calcular las reacciones y los esfuerzos en todas las barras del reticulado de la
figura. (Respuestas: R_= -200; Ray= -416,7, ng=616,7; AB=416,7; AI=200;
GI=0; GF=-616,7; BC=283,3; BH=250; IF=166,7; E3=-166,7; FE= -483,3;
FH=-100; DC=353,5; DE= -250; CE=-75; CH=-291,7; HE=291,7 kg)

250 kg
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194 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.39 Calcular los esfuerzos en todas las barras del reticulado de la figura.
(Respuestas: EA=-1500 kg, ED=3354, DC= -3000, DB= -1500,CA= -2121,
CB=2121, AB=-1500)

3ton E 3ton .

2.40 Calcular los diagramas de esfuerzo de corte y momento flector de la viga del
Ejemplo 2.1, verificando que ellos son los que se indican a continuacion.

4
+ .
0 — V (ton)
_ —2
-3
-1
/\ M (ton.-m)
+
3
1 1 ‘ 1 l 1 {
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Cap. 11 / Analisis de Estructuras Isostaticas 195

2.41 Calculary dibujar los diagramas de esfuerzo de corte y momento flector de las
vigas siguientes, verificando que los diagramas son los que se indican.

I R

L L 2 L=
| Lol L
Ta " 2b Ta T e T 2b c
Pc
l—j b+c
\Y, + |P + —Pb
_pi - - - (b+c)
—Pbe
(b+c)
M
\ +
+

+Pbc

Pa (b+c)

2.42 Calcular los diagramas de esfuerzo de corte y momento flector de la estructura
del Ejemplo 2.2, verificando que ellos son los siguientes.

—3Pa

P - P:/

4Pa
\Y M
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196 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.43 Demuestre que los diagramas de momento flector y esfuerzo de corte de las
vigas del Ejercicio Propuesto 2.05 son los que se indican.

M \%
—2PL

(a) P

2

—_2qL

0,75L
I /_\ +
(b)

2
Mmax= 9qL / 8

—-3qlL
(c) | _ |M/L
oM
' 3,5 ' 2
(d) 0,5 + [ 2,5
Lo+ —3,5|—
+5(ton-m) 2 2

Mmax= 6,1 B(tOn . m)
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2.44 Calcular y verificar que los diagramas de esfuerzo de corte y momento flector
de la viga dada son los indicados.

2000kg
1000kg
l q=200kg/m
, HEEEEE
o -
|2]2] 4 | 6 |
| 14m |
I F
V(kg) 1370 + 2570
2430' 1430}5 ___j;__.,ff”’) 630
Mmax= 11830

2.45 Para la viga del Ejercicio Propuesto 2.08 demostrar que el esfuerzo de corte
esta dado por la expresion V= -qx?/2L y el momento flector por M= -qx3/6L,
en que x es la distancia medida desde el extremo derecho de la viga a la
seccion considerada. Dibujar los diagramas correspondientes.
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198 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.46 Calcular y verificar que los diagramas de esfuerzo normal, esfuerzo de corte,
y momento flector del portal del Ejercicio Propuesto 2.10 son los indicados.

- N(ton)

-3,5

2.47 Calculary verificar que los diagramas de esfuerzo normal, esfuerzo de corte y
momento flector del portal de la figura son los indicados.

1ton
0,5ton/m
EEERENEN l§
3m
3ton
3m
JAN.
b om |
_9 -
- ——Sh—'lr\—tfmax=l,56 — 7_3

N(ton)
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2.48 Calcular los diagramas de esfuerzo normal, esfuerzo de corte, y momento
flector de la estructura del Ejercicio Propuesto 2.14 verificando que ellos son
los siguientes.

2,75
0 -0,25 +
JP
55m
V(ton)
. 55m M
75 | [
+
+
Mmax="7,96
* %75
M (tonem)
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200 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.49 Calcular los diagramas de esfuerzos internos de la estructura dada, verificando
que ellos son los indicados. (Respuestas: Ray=60, Rby=20, R,=0)

20ton/m
12
—36 N(ton) -12
16
)
o
16
M(ton-m) _48 V(ton)
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2.50 Calcular los diagramas de esfuerzos internos de la estructura dada verificando
que ellos son los indicados.

800kg/m

o 5

2000kg
[ —
2

D
5 I 5 4
1 ) )
2857
\ 5714

2429

N(kg) 0

—2429
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202 Fundamentos de Ingenieria Estructural

2.51 Calcular las reacciones en los apoyos y el diagrama de momentos del arco
inarticulado de la figura. (Respuestas: R_=20 ton, R, =-10 ton; diagrama M
como se indica)

C 40ton
. O -
1,6
LA
74 Z
J 1,2 J 2m J 2 J 1,2 J
T T T ) T
—20

M(ton-m)
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2.52 Calcular las reacciones y los diagramas de esfuerzo de corte y momento
flector de la viga de dos laminas de la figura. (Respuestas: V,=7 ton, V_ =10,8,
V =4,2; diagramas como se muestran)

4ton 2ton/m
A B Y Y N T O T T
AN B == %
Jh 3 Jr am Jl 4 JP 5 il
-12
2,25 /—\ 4,41
i‘ 21 ©
| 7.5 ]
- T
M(ton-m)
. N gl ‘5 |42
-3 — 5,8
V(ton)
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2.53 Calcular los diagramas de esfuerzos internos del portico triarticulado de la
figura. (Respuestas: R_=0,25 ton, Ray=0,75, R, =-0,25, Rby=0,25 ; diagramas

seglin se muestra)

1ton

!

—0,25  —0,25
1@ —_— — Q —
2m - —
A B 4 — N(ton) -
Z 7 —-0,75 -0,25
i I
+£0.25 -0,5 ]\ —]-0.5
_ ~ _ \-!/V
0,25 B
-0,75
V(ton) M(ton-m)
+0,25 -0,25

This content downloaded from 132.174.251.250 on Mon, 13 Apr 2020 02:44:17 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



