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I.- INTRODUCCION

El analisis estructural de las vigas suele dividirse en vigas
isostaticas e hiperestaticas. Recordemos que esta division
corresponde a las condiciones de apoyo que presente el
elemento a analizar Si la viga tiene un nUmero igual o
inferior a tres incognitas en sus reacciones, bastara con
aplicar las condiciones de equilibrio estatico para
resolverla.

YFx =0 YFy=0 M=0

Si en cambio, la viga presenta un mayor nimero de
incdgnitas, no bastara con las ecuaciones antes indicadas,
sino que sera necesario incorporar nuevas expresiones.

Para abordar el analisis de las vigas hiperestaticas o
estaticamente indeterminadas resulta necesario analizar
las deformaciones que experimentara la viga, luego de ser
cargada. Las distintas cargas sobre la viga generan
tensiones de corte y flexion en la barra, y a su vez la hacen
deformarse. El analisis de las deformaciones tiene
basicamente dos objetivos. Por una parte, el poder obtener
nuevas condiciones, que traducidas en ecuaciones, nos
permitan resolver las incognitas en vigas hiperestaticas. Y
por otra parte, las deformaciones en si, deben ser
limitadas. Los envigados de madera o acero, por ejemplo,
pueden quedar correctamente disefados por resistencia,
vale decir, no se romperan bajo la carga, pero podran
deformarse mas alla de lo deseable, lo que llevaria consigo
el colapso de elementos de terminacion como cielos falsos
o ventanales. No resulta extrafo entonces que muchos
dimensionamientos queden determinados por la deformacion
y no por la resistencia.
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Il.- DEFORMACION EN VIGAS
1.- LINEA ELASTICA o ELASTICA

Denominaremos linea elastica a la curva que forma la fibra
neutra una vez cargada la viga, considerando que ésta se
encontraba inicialmente recta.

2.- SUPUESTOS BASE.

Para establecer una serie de relaciones al interior de la
seccion, indicamos que se trata de una viga, cuyo material
se encuentra solicitado dentro del rango de
proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, y en
donde se admite la conservacion de las caras planas. Dicho
en otra forma, donde se cumplen la ley de Hooke y la
hipétesis de Bernouilli-Navier.

a.- LEY DE HOOKE.
Establece que la relacion entre la tension y la deformacion

unitaria es una constante y se denomina moddulo de
elasticidad.

E = Elasticidad (kg/cm?).

T = Tensién (kg/cm?)

€ = Deformacion Unitaria
o expresado de otra forma:

t=E¢

b.- DEDUCCION DE LA FORMULA DE FLEXION

De la deduccion realizada para dimensionar elementos
sometidos a la flexion simple sabemos que:

T = Tension (kg/cm?)

M = Momento flector (kg.cm).

V = Distancia desde la fibra neutra a la fibra mas
traccionada o mas comprimida. (cm).

| = Inercia (cm?).

Si igualamos las expresiones |I| y |2 | tenemos que:
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c.- ANALISIS DE LA SECCION

La seccion cc’tt’, inicialmente recta, se curva con un radio
R como indica el grafico.

La fibra cc’ se acorta a cc”.
La fibra tt’ se alargaa tt”, y

La fibra nn’ permanece del mismo largo.
Por triangulos semejantes non’ y t’n’t” obtenemos

Ad—ds = % =€ (Deformacion unitaria)
S

El arco es igual al producto del angulo por el radio.

ds=d¢ R o}
5] L_d
R ds

Igualando las ecuaciones con , obtenemos:

y_m v
R El
1 M
o) —==
R El

Reemplazamos en la ecuacion [5 |

1_M_do
R EI ds
M.ds
dp = —=
¢ El

Como nos estamos refiriendo a una seccion infinitamente
pequena, la diferencia entre un arco y su proyeccion
horizontal es minima: ds = dx

La expresion final indica que la curvatura de la linea
elastica es una variable proporcional al momento flector.

VIGA ANTES DE SER CARGADA

(s S s . G B
MNEUTRA PR
= i =
vdx

FIBRA
MNEUTRA

ds Ads

- Ads + ds
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3.- METODOS DE CALCULO

Existen diferentes métodos para abordar el analisis de las
deformaciones en las vigas:

Método de Area de Momentos.
Método de Doble Integracion.
Método de la Viga Conjugada.

Si bien, todos presentan su mecanica propia, a la vez
tienen una partida comdn, que es justamente el analisis de
la elastica expuesto anteriormente.

A través de ellos buscaremos determinar el angulo de
curvatura de la linea elastica y sus deflexiones o flechas.
Cada método tiene ventajas o desventajas dependiendo de
la viga a analizar.

3.a.-METODO DE AREA DE MOMENTOS

La deducciéon del capitulo anterior establece que la
curvatura de la linea elastica esta en funcion del momento
flector de la viga. Si analizamos la relacion de los angulos
en el siguiente grafico tenemos que:

Los triangulos rectangulos OAE y OBC forman
respectivamente en E y C un angulo de 90°-d¢, por lo tanto
los triangulos rectangulo ACD y BED necesariamente debe
formar en D el angulo d¢. De esta forma, también podemos
referirnos a do, como el angulo que forman las tangentes a
dos puntos de la linea elastica y establecer nuevas
relaciones.
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PRIMER TEOREMA DE MOHR

El angulo entre las tangentes trazadas a la elastica en dos
puntos cualquiera A y B, es igual al area de momento
flector entre esos dos puntos, dividido por El.

O ap =% Areaentre Ay B

1?d 1804
0 Oag == | do=— | Mdx
El, = Ely

SEGUNDO TEOREMA DE MOHR

La distancia desde un punto B de la elastica de una viga,
medida perpendicularmente a la posicién original hasta la
tangente trazada por otro punto A de la elastica, es igual al
momento del area de momento flector entre los dos
puntos, respecto a la ordenada que pasa por B, dividido por
El. Esta distancia la denominaremos desviacion tangencial.

dt = xdo (grafico superior)

1
El

1

Af\
tgy =— | dt=
s El

A
[x do
B
1 A
tBA :ngMdX

1
tgy = — Area,g X
BA El AB
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EJEMPLO:

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORMEMENTE
REPARTIDA

Establecemos el equilibrio externo de la viga.
Ra =Rb = ak
2

Determinamos la ecuacion general de momento flector de
la viga.

2
Mx:%_qL
2 2

Aplicando el Primer Teorema de Mohr, podemos determinar
el angulo en el apoyo calculando el angulo entre la
tangente trazada en el extremo izquierdo de la elastica y la
tangente trazada en el punto medio, siendo ésta la
tangente de pendiente nula.

1L/2

On8 =g OIMdX
1L/2 L 2
qlx gx
- XX
8 =g, I[ 2 2 JX
0
L/2
0 1 {quz qx3:l
AB —=, -,
Bl 4 6
OV S
AB T 16EI  48El
dag =9a

Siendo la viga simétrica se deduce que este valor de angulo
es también valido para el extremo derecho de ésta.
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Otra forma de enfrentar el ejercicio, si conocemos el area

q= ke/ml
es.
D.C.L. viga
P

1
Oa = 0n =) Areaentre Ay B x - :%

L/2
Momento

L/2
Area

Para obtener la flecha maxima aplicamos el segundo | 3

teorema de Mohr. Calculamos la desviacion tangencial en el
extremo izquierdo de la elastica con respecto a la tangente
trazada en el punto de flecha maxima, que en este caso
corresponde a L/2.

q= kg/ml
tag = i B.[ M x dx
AB ~ El A D.C.L. viga R RN RRON RN RO AL

1L/Z L 2
gqLx  gx
o< J[T‘T]“’X

|
Momento -.

L/2
2 3
1 J- gkx®  gx dx
2 2

max —gp T T Taq
El

L/2
3 4
y 1 qlLx qx
6 8

v o_at qf
Mmax "~ 48El 128El

_5at
max— 384F|

Si conocemos el area y su centroide podemos realizar la i L :%

operacion de la siguiente forma: L/2
Momento ]

tAB Z% AreaAB XA

L/2
Areay

Centroide
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3.b.- METODO DE DOBLE INTEGRACION

De la deduccion del Primer Teorema Mohr se obtuvo la
expresion:

d¢:ide /:dx
El

do_M

dx El

La derivada en cualquier punto de la una curva es igual a la
pendiente de la tangente a la curva en ese punto.

dy
o
dx g0

Comogpesdd = Tgodo=0o

dy
= q) = —

dx
Reemplazando en la ecuacion inicial obtenemos la
Ecuacion Diferencial de la Elastica de una viga

d oy M

dx dx EI

Integrando nuevamente obtenemos la Ecuacion General de
Flecha.

y=%”de+C1 +C,

Este método nos permite calcular las pendientes vy
deflexiones de la viga en cualquier punto. La dificultad
radica en despejar las constantes de integracion. Esto se
logra analizando las condiciones de apoyo y la deformacion
de la viga
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EJEMPLO:

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORMEMENTE
REPARTIDA D.C.L. viga

Cortante

Momento

La ecuacion diferencial de la elastica de una viga esta dada

por la expresion: Deformacidn
4 i
d%y _M o El d%y M qm=_CIL3 y. 5aLt
dx 2 El dx 2 = 24EI 384EI

El valor de momento varia en funcion de X de acuerdo a la
ecuacion general antes establecida:

2
MXzE_qL
2 2

Entonces la ecuacion diferencial de la elastica para esta
viga es:

d2y _qlx qx2

=2 =3=_9%

dx? 2 2

Integrando obtenemos la ecuacion de pendiente para
cualquier punto de la elastica.

2
E|d7y:‘[ﬂ_qx
2

dx 2
2 3
pdy _ax”_ax” o
dx 4 6

Por simetria, la flecha maxima esta en el punto medio de la
viga, por lo que la tangente trazada en este punto de la
elastica es de pendiente nula, es decir,

3 —_ —:0
si: X = L/2 i
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Por lo tanto:

dx ~ 4El  6El  24El

La ecuacion de flecha la obtenemos integrando la ecuacion
de anterior:

3 4 3
E|,y:ﬁ_£_q'-_x+c2
12 24 24

Segun las condiciones de apoyo, la flecha es nula cuando X

=00 X=L
gLo® qo* ql?o0

i Y= 0= - - +C

51 X=0 12 24 24 2
3 4 3
qLx qx ql°x

i X= 0= - -———4C

S X=L 12 24 24 2

Por lo tanto C; =0

Entonces la ecuacion general de flecha es:

_ qu3 B qx4 _ qL3x

y

" 12El 24El  24El

Los angulos en los apoyos se obtiene reemplazando X=0 y
X=L en la ecuacién correspondiente
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3.c.- METODO DE VIGA CONJUGADA

Este método se basa en los mismos principios del método
de area de momento, pero difiere en su aplicacion.
Consiste en generar, una nueva viga ficticia de la misma
longitud, y con las mismas condiciones de apoyo que la viga
original, pero cargada con el diagrama del momento flector
de la viga original dividido por El. De esta manera, el
angulo de la tangente trazada en cualquier punto de la
elastica de la viga real esta dada por el cortante (Q’ ) de la
nueva viga, y la flecha se determina calculando el
momento flector (M’) de esa viga ficticia

Seglin lo anterior, podemos establecer las siguientes
equivalencias:

VIGA REAL VIGA FICTICIA.
momento M carga M/EI
angulo ) cortante Q’
flecha Y momento M’

Podemos afirmar que existe una analogia entre las
relaciones carga - cortante - momento - y momento -
pendiente - flecha.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORMEMENTE
REPARTIDA

Para la aplicacion del método es necesario determinar el
grafico de momento flector y sus valores caracteristicos.

LZ
Mmax = qT

Para obtener los valores de angulo y flecha generamos una
viga ficticia o conjugada.

VIGA FICTICIA

Generamos una viga y le aplicamos como carga el momento
flector de la viga dada dividido por El

Mméx =£

TR T e

D.C.L. viga

Cortante

Momento

Deformacion

B i
- iy yo5al 7 el
241 384E| 24
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El cortante de la viga ficticia corresponde a la pendiente
que adquiere la tangente trazada a la curva elastica de la
viga real, por lo que el grafico de cortante de la viga
ficticia representa los cambios en la pendiente. El angulo
en el punto de apoyo de la viga original equivale a la
reaccion de la viga conjugada.

oA =Rar= 92 2L
8El 32
3
qL
A=——
¢ 24El

El momento flector de la viga ficticia corresponde al
descenso de la viga real al deformarse. En este caso, el
grafico de momento de la viga ficticia representara los
valores de deformacion de la viga real. Como el descenso
maximo de la viga es en L/2, determinamos el momento
maximo de la viga ficticia en ese punto.

gL gqf2L3L

Yyay = Myay = == 9= £-°%
MAX = TEMAX ™ 94E12  8EI 3282

5qL*

max = 38 4F]
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IIl. APLICACION.

1.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA PUNTUAL 1P= kg
APLICADA EN L/2. D.C.L. viga . .
& =
i L/2 |
P— i
Cortante 7 | . I.%
Momento \/
| BL |
| 14 |
Deformacion ! : !
1.a.- POR METODO DE AREA DE MOMENTOS e YMAX{'%El o
Establecemos el equilibrio externo.
P
Rp=Rg=—
A=Rg=5 |
Determinamos la ecuacion general de momento flector. ot .
P I —
= 7 1

Por simetria de la viga, deducimos que la pendiente de la
tangente trazada en el punto medio de la curva elastica es
nula. Para la aplicacion de los Teoremas de Mohr, debemos
considerar la tangente trazada en el extremo izquierdo de
la elastica y la tangente trazada en el punto medio de ésta.

Para determinar los valores de angulo en los apoyos
calculamos el angulo entre las dos tangentes

18
=— | M.dx
O AB EIAI

D.C.L. viga

— = | || —
-
n
-
(1=}

Oag = 0a AL -
[ L :
L/2 H_ |
o :l J'(P_Xj dx Meomento ! :
ATE Sl ) | P
Li2r s o L | |

o4 =l Px Deforma_clciri A : L

El 4 s :

0 A Tge

Tga
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y la flecha maxima la obtenemos calculando la desviacion
tangencial en el extremo izquierdo con respecto a la
tangente trazada por el punto medio de la curva elastica.

Yméx

18
=5 _[ M.x.dx

:a .
L/2
vt l:Px3:|
max ~ gy S
El 0 6

1.b.- POR METODO DOBLE INTEGRACION.

Como la viga es simétrica analizamos solo el primer tramo.
Con la ecuacion general de momento establecemos la
ecuacion diferencial de la elastica.
dzy Px
El—-=—
dx 2
Integrando dos veces la ecuacion obtenemos:
d Px?
0%y

—+C1
dx 4

Px3
Ely=—+Cyx+C
y 12 1 2

Seglin la deformacion de la viga, la pendiente de la
tangente trazada en el centro de la viga es nula, es decir:

dy
Si X=L/2 a0
2
0=EL—+C1
4 4
_e
LT

Entonces la ecuacion general de angulo es:

2 2
gy P2 PL

dx 4 16

L/2

Deformacion

/
|

g
=

Tgs
Tga
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Segln las condiciones de apoyo, la flecha es nula en el
apoyo de la viga, es decir cuando X =0

Por lo tanto C, =0

Entonces la ecuacion general de flecha es

Px3  PL%x
Ely=— ———2
12 16

El angulo en el apoyo se obtiene reemplazando X=0 en la
ecuacion correspondiente

P2

A=_—
¢ 16El

Y la flecha maxima reemplazando en X = L/2.

1.c.- POR METODO DE VIGA CONJUGADA.
VIGA REAL

Determinamos el grafico de momento flector y sus valores
caracteristicos

Generamos una viga ficticia y le aplicamos como carga el
momento flector de la viga dada dividido por EI. Y le
determinamos las reacciones y el momento maximo,
valores correspondientes a los angulos en los apoyos y al
descenso maximo de la viga dada.

VIGA FICTICIA
. PL
Mmsx =4 =E
2
oA_ra_PLLT_PL
4E12 L 16El
pL?
A=——
¢ 16El
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Este valor de angulo es valido también para el otro
extremo, porque la viga es simétrica. Y por la misma
condicion, el momento maximo se produce cuando X=L/2

2
Y, oM, - L PLALTL

max = Mmax = eE1 9 T 41223 2

20
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2.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA TRIANGULAR

2.a.- POR METODO DE AREA DE MOMENTO

Establecemos el equilibrio externo.

qL

Rao =Rg = )

Determinamos la ecuacion general de momento flector.

a*_ g
X L/2
.o 29x
T
Mx:q_b(_ﬂéi
4 L 32
3
Mx = X _ 9
4 3L

Como la viga es simétrica, la tangente trazada por el punto
medio de la elastica es de pendiente nula. Para determinar
el angulo en el apoyo calculamos el angulo entre la
tangente trazada en el extremo y la tangente trazada en
L/2.

1L/2 Lx 3

qlx _ gx
= = _ T d
Pag = 0n =g, OJ{4 3L] X

L/2
1 qu2 B qx4
I 8 12L

_a®  q

A =358 " 19280

_ 5q.°
192EI

Oa

MATERIAL EXCLUSIVO DE USO DOCENTE
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= 5qL

192El

. aL

120El

q= kg/ml

.. 5qL
192EI

21



Para determinar la flecha maxima se calcula la desviacion
tangencial en el extremo de la viga con respecto a la
tangente trazada en L/2.

L/2

1L/2 L 3
glx gx
t = /— = | xdx
AB TE) I[ 4 3LJ

Momento

1 L2 qu2 qx4
tAB = I[ P —T] dx
0

Deformacion

thg =—
AB E| 12 150
o ot at
AB " 96EI  480EI

_q*
Max- 120El

2.b.- POR METODO DE DOBLE INTEGRACION

La viga es simétrica por lo tanto se puede analizar un sélo
tramo. Con la ecuacion general de momento flector
establecemos la ecuacion diferencial de la elastica para el
primer tramo.

3
Mx = qlx  gx
4 3L

Integrando la ecuacién dos veces obtenemos:

2 4
gy oo’ et o
dx 8 12L

3 5
aLx —£+C1X+C2

Ely =
R VRTT]

Segun la deformacion de la viga, la pendiente es nula
cuando X =L/2

22

L/2
1 {qu3 _qxs} UBN
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2 4
O:q_LL__iL_+C1
8 4 12L 16

3
¢, .5
192

Segun las condiciones de apoyo, la flecha es nula cuando
X=0

Por lo tanto C, =0

Reemplazando C; y C, en las ecuaciones anteriores
obtenemos:

Ecuacion general de angulo:

Iﬂ— qu2 B ax? : 5qL3
"dx 8 12L 192

E

Ecuacion general de flecha:

Ely = qu3 3 qx5 + 5qL3x
24 60L 192

Determinamos el angulo en los apoyos reemplazando X=0
en la ecuacion correspondiente

Siendo simétrica la viga, este valor también es valido para
el otro extremo de la viga.

Y la flecha maxima reemplazando en X = L/2.

q*

MAX
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3.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA PUNTUAL
APLICADA EN 3L/4

D.C.L. viga .
<= E=3
L 3L/4 LL/4 |
P I
Cortante 41 -3p
! 4
Momento \/}
| P
, ! 16 '
Deformacion ' . '
: i pLZ pL?
3.a.- POR METODO DE AREA DE MOMENTOS. ba- %EI me:?(fs Ell_a 98- 5oe,
Establecemos el equilibrio externo determinando las reacciones
en los apoyos.
Ra = P Rb = Eld
4 4
Determinamos las ecuaciones de momento flector para los
dos tramos:
deOa3l/4yde3L/4al D.C.L. viga
Px P
Mxq, = X 4 3L/4 b
4
: Y
" 3L 3px D.C.L. viga K )
X12 ==~ %T 3L/4 x- 3L/4|
] X L
_3PL 1
MAX 16

En una viga asimétrica la curva elastica no es simétrica con
respecto a su centro, lo que produce una mayor dificultad
para determinar el punto cuya tangente sea de pendiente
nula. Para determinar los angulos en los apoyos y la flecha
maxima, debemos recordar algunos supuestos iniciales:

El arco es el producto entre un angulo y un radio. La
deformacion que se produce en una viga es muy pequeia
en comparacion con la longitud de ella; por lo tanto el
angulo que se genera es también reducido. De forma que,
no existe gran diferencia entre un arco y su proyeccion
vertical (desviacion tangencial).

Arco = angulo xradio = t = angulo x largo
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Entonces para calcular los angulos en los apoyos debemos

calcular primero la desviacion tangencial en un extremo de P= kg
la viga con respecto a la tangente trazada en el otro ) . l |
extremo D.C.L. viga . : :&
1[3PL3L1(13L L), 3PLL12L | 3L/4 L L/4 |
teo=gl=— 3l I T 535 ! 7 :
ElI| 16 4 2(3 4 4 16 4234 | ! |
L L i \
5pL3 L 3L/4 L L4 |
(L-0) = gl Fi| i
128El Momento . | |
Como t = angulo x largo se deduce que angulo (¢)=t/largo I i 1
ti-0) =00l 3 |
Eléstica ‘
5PL3 1
ty g =00 = —
(-0) =90 = ogei L
5PL?
% = 128l
Para determinar el valor de la flecha maxima, necesitamos
saber su ubicacion. El angulo corresponde a un area de
momento dividido por El. Ahora que conocemos el valor de
esa area de momento (¢o) podemos obtener su extension.
L
§ \
bo = 5PL _ Px x 1 3L/4 | s |
© " 128El 4E12 Momento  ___ L
e 111 %
2 N ;
K2 2 A0 | 3P
128 o ! 5L/4 16 |
Elastica o ! i
to-ﬁmM
g\sL/4
Tgo

Para determinar la flecha maxima calculamos la desviacion
tangencial en 0, con respecto a la tangente trazada a la
elastica en X=\5L/4

‘ 1 (Pxx2 px3
051422

. _5y5P3
0-v5L/4) = "768EI
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3.b.- POR METODO DE DOBLE INTEGRACION.

Con las ecuaciones generales de momento establecemos las
ecuaciones diferenciales para ambos tramos, integrandola
dos veces obtenemos:

TRAMO 1 (0-3L/4)

X

Ely =
V=74

+Cix+Cy

TRAMO 2 (3L/4-L)

d’y 3PL 3Px

SRR LN
dx? 4 4
2
Elﬂ: 3PLx  3Px +C,
dx 4 8
2 3
Ely = PXT _3PXT L cxc,

8 24

Segun las condiciones de apoyo
La flecha es nula cuando X = 0 para el primer tramo

Cz=0

La flecha es nula cuando X = L para el segundo tramo

3 3
EI0=3P—L—3PL +C3L+Cy
8 24
pL3
Cqy=———C4L
4 2 3

Segun la deformacion de la viga la pendiente es Unica para
ambos tramos cuando X=3L/4. Entonces igualamos las
ecuaciones de pendiente de ambos tramos en 3L/4

2 2
Px iC = 3PLx N 3Px G
8 4 8
3pL2 9pLZ  27pPL?
+ C1 = - + C3
128 16 128
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2
C1 :&+C3

128
Del mismo modo igualamos las ecuaciones de flecha de
ambos tramos en 3L/4

27PL>  108PL 3L 27PL  81PLd 3L pL*
+———+C—= - +C;—-C;—-C4L
1536 512 4 128 1536 4 4

4Pl
128

3=

Reemplazamos C; en las ecuaciones anteriormente obtenidas.

. _36PL” 4P’ _ 5pL?
T 128 128 128

PL3 43 9pL3
Cp=— =2
4 128 128

Entonces las ecuaciones generales de angulo y flecha son:
TRAMO 1

Ecuacion de pendiente valida para 0 < X <3L/4

d_y_ﬁ_sF’L2

El —_—
dx 8 128

Ecuacion de flecha valida para 0 < X <3L/4

Px®  5PL°x

ELy =—
y 24 128

TRAMO 2

Ecuacion de pendiente valida para 3L/4 <X <L

g dy _3PLx  3Px? 4L
dx 4 8 128

Ecuacion de flecha valida para 3L/4 < X <L

_3PLx®  3Px® 4P’k | 9PL’

ElLy +
8 24 128 128

Para determinar la ubicacion de la flecha maxima en la
viga es necesario considerar que la flecha es maxima

MATERIAL EXCLUSIVO DE USO DOCENTE
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cuando el angulo es nulo, para lo cual igualamos la
ecuacion de angulo del primer tramo a cero.

P s
8 128

,  40L2
X" =
128

N
5

Los angulos en los apoyos se obtiene reemplazando X=0 o
X=L en la ecuacion correspondiente

5pL 2
®4 = 28 E
7pPL?
% = 128 E

Y la flecha méaxima reemplazando en X = 5L/4

3.c.- POR METODO DE VIGA CONJUGADA

Con el grafico del momento flector y sus valores
caracteristicos generamos la viga ficticia.

Px
Mxp =—
X1 P
3PL  3Px
MX{y =——-—=
LA 4
_3PL
MAX =TT

A la viga ficticia le aplicamos como carga el momento
flector de la viga dada dividido por El. Se determinan los
angulos en los apoyos y el descenso maximo de la viga
dada, calculando las reacciones en los apoyos y el momento
maximo de la viga ficticia.

VIGA FICTICIA

28

D.C.L. viga y
e
L 3L/4 L L/4 ]
Momento | ' |
I ﬂ |
16
PL
D.C.L. s )
Viga ficticia “=  3L/4 | L/4%==
/|
| {5L/4
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q=Mmax = &

16El
Op= Ra’ Og= Rb’
YMa=0

L_3PL3L13L2 3PLL1(1L i)_ 84pPL3
" 16E1 42 43 16E142(34 4 ) 1536El
YFy=0
g /PL LT3 3PLLA
128El 16EI2 4 16El4 2
5pL2
R, =0A =
A=A =
Donde Qx=0 el momento es maximo
_5PLE 3L 4xx
" 128El  16EI 3L 2
48012
X =
1536
5.L
X=‘/; = 0,559L
Ymax= M’max
_5PL* V5L 3PL 4 V5L 15L 1451 _10/5P0
max  4128El 4 16EI3L 4 2 4 3 4 1536E|

5./5.PL3

max T 768E|
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4.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON UN MOMENTO
APLICADO EN EL EXTREMO

Deformacion

D.C.L. viga S Q
| L .
RVLE ‘: I
Cortante M | ! iM
L. 3 L
Momento :M "M

4.a- POR METODO DE AREA DE MOMENTO. ML

Establecemos el equilibrio externo y determinamos la
ecuacion general de momento flector.

M M

Ra = — Rb=-2
L L

_Mx :
L

Para calcular los angulos en los apoyos en esta viga
asimétrica, debemos calcular primero la desviacion
tangencial en un extremo de la viga con respecto a la
tangente trazada en el otro extremo.

Mx =

Analizando la desviacion tangencial en el punto L
determinamos el angulo en 0

C1[MLL
o =g 23

¢ ML
L=0) = "6

Luego si t = angulo x largo se deduce que

Momento

angulo =t / largo )
Elastica

30
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Analizando la desviacion tangencial en el punto 0
determinamos el angulo en L
_Afme
07 F12 3
Momento
o ML?
(L-0) = 73
tioy
Elastica |
Para determinar la ubicacion del punto en donde la flecha
es maxima aplicamos el Primer Teorema de Mohr.
o, - ML_ Mx x
AT6El LEI2
ML M
6El  2LEI
12 L
XZ _ = X R
3 V3
Para determinar la flecha maxima calculamos la desviacion
tangencial desde el punto 0 con respecto a la tangente
trazada por L/3 .
L
(O—L/ﬁ) :E . TX.dX I L/3 /‘,
Momento A | M
: 1 L/3 Mx2 - « i |
(o-L/+3) Bl od L 1 7 _ng . :
| ' |
' : 'Tg U
L/\3 3 —
t _1 Mx Elastica tou T\
(0-L/V3) El . 3L 10 ‘ L
t tm(LY)
LB TELVE) T 93E

MATERIAL EXCLUSIVO DE USO DOCENTE
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4-b- POR METODO DE DOBLE INTEGRACION.

Con la ecuacion general de momento flector establecemos
la ecuacion diferencial de la elastica.

2
gdy o Mx
dx? L
Integrando la ecuacion diferencial dos veces obtenemos:
2
Eld—y - M2 +C,
dx 2L

Mx3
Ely=—+Cx+C
y oL 1 2

Segun las condiciones de apoyo, la flecha es nula cuando
X=0y X=L

Si X=0 0=0,
ML
Si X=L 0:—T+C1L+C2
- M
6

Reemplazando los valores de C; y C, en las ecuaciones
correspondientes podemos determinar la ecuacion general
de pendiente.

2
E|ﬂ = —ML + &
dx 2L 6
y la ecuacion general de flecha.
3
El,y = _ML + M
6L 6

Los angulos en los apoyos los obtenemos reemplazando X=0
y X=L en la ecuacion de pendiente

M
6El

Oa

Para determinar la ubicacion del punto en donde la flecha
€s maxima jgyalamos la ecuacion general de angulo a cero.
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Determinamos la flecha maxima reemplazando la ecuacion
general de flecha en X = L//3

4.c.- POR METODO DE VIGA CONJUGADA

Con el grafico del momento flector y sus valores
caracteristicos generamos la viga ficticia.

MX = ——
L
A la viga ficticia le aplicamos como carga el momento
flector de la viga dada dividido por El y calculando las
reacciones en los apoyos y el momento maximo de la viga
ficticia determinamos los angulos en los apoyos y el
descenso maximo de la viga dada

_& :ﬂ
El El
ou -Ra=(MEL) M
El23 6El

05 =Rb'= (MEEJ/L M
B El2 3 3El

MooMLL oMo P P
max o M 6El /3 6LEI 24/3 3.3 94/3.EI

MATERIAL EXCLUSIVO DE USO DOCENTE
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M= kgm
D.C.L.viga & /-D
. L i
1 1
Momento ; |
_.mmﬂlﬂmmmmﬂm]]]l =
D.C.L. = El
Viga ficticia 1 L :
| |
L L3 |
Cortante 6El T . ML
! ! 3EI
Momento '

33



5.- VIGA EN VOLADIZO CON CARGA UNIFORMEMENTE
REPARTIDA

5.a.- POR METODO DE AREA DE MOMENTO
Establecemos el equilibrio externo.
Ra=qL

Determinamos la ecuacion general de momento flector

2

Mx = -
2

El angulo entre las tangente trazadas en ambos extremos
de la viga lo obtenemos aplicando el Primer Teorema de
Mohr.

1" ¢ gx?
=— [ ax
doL EIoJ. 2

Calculando la desviacion tangencial en 0 (extremo libre de
la viga) con respecto a la tangente trazada en el otro
extremo, determinamos la flecha maxima.

34
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L 2
1 rgx
1 rgx’
to-0 = "g,) 2
(0-L) = 7§
El 8
0
__q
(0-L) = _ﬁ

5.b- POR METODO DE DOBLE INTEGRACION

Con la ecuacion general de momento flector establecemos

la ecuacion diferencial de la elastica.

pd - % ¢,
dx 6

4
X
Ely = —“2—4+c1x+c2

Segun la deformacion de la viga, la pendiente es nula

cuando X = L

¢, -9
6
Segun las condiciones de apoyo, la flecha es nula cuando
X=L
qL*
C,=—"
2 8

Reemplazando C; y C, en las ecuaciones anteriores se

obtiene:

Ecuacion general de pendiente.

3 3
E|d_y=—£+ qL

dx 6 6
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Ecuacion general de flecha.

4 3 4
EI.y=—£+ a’x gk’
24 6 8

El valor maximo de angulo se obtiene reemplazando X=0 en
la ecuacion correspondiente

5.c.- POR METODO DE VIGA CONJUGADA.

Con el grafico de momento flector y los valores
caracteristicos generamos la viga ficticia.
X

Mx = -
2

A la viga ficticia se le aplica como carga el momento
flector de la viga dada dividido por El

La relacion establecida entre la viga ficticia y la viga real es
que los valores de cortante y momento de la viga ficticia
equivalen a la pendiente y a la flecha de la viga real.

Pero en el caso particular de las vigas en voladizo, la
pendiente en el apoyo es nula, asi como su descenso. En
este punto no deberian existir R’ ni M’ por lo tanto para la
aplicacion de este método, es necesario invertir el apoyo
de la viga ficticia al otro extremo de la viga, de manera de
encontrar R’ y M’ o« €n el punto correspondiente

— Mmax :£
El 2El

. gL
—Ra'=—— =

O 2E1 3
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6.- VIGA EN VOLADIZO CON CARGA PUNTUAL APLICADA
EN EL EXTREMO LIBRE

6.a.- POR METODO DE AREA DE MOMENTO.

Establecemos el equilibrio externo.

Ra= P

Determinamos la ecuacion general de momento flector.
Mx= - Px

El angulo entre las tangentes trazadas en ambos extremos

de la viga lo obtenemos aplicando el Primer Teorema de
Mohr.

L1

- PL-—

dLo > El
PL2
0o = “2EL

pPL?
0g =00 =—7--

2El

Calculando la desviacion tangencial en 0 (extremo libre de
la viga) con respecto a la tangente trazada en el otro
extremo determinamos la flecha maxima

_Pt2L
wo) T T E 3

P>
(o) =73
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D.C.L. viga Y
L
P |-p
Cortante ! .
o
Momento ; ;
| p-BL
fs ! 2Bl !
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Deformacion

-2

PL"BIUMEEMM

Momento i
I

1

I
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6.b.- POR METODO DE DOBLE INTEGRACION

Con la ecuacion general de momento flector establecemos
la ecuacion diferencial de la elastica.
2
B9Y _px—pL
dx
Integrando dos veces la ecuacion diferencial obtenemos:

2
B P pivic,
dx 2

Px3 PLx?
Ely = ——
Y=7%

+Cix+C,y
Seglin la deformacion de la viga, la pendiente es nula
cuando X =0

C1 =0
Segln las condiciones de apoyo, la flecha es nula cuando
X=0

CZ = 0
Entonces las ecuaciones generales de angulo y flecha son:

Ecuacion general de angulo

2
pdy _PX oy
dx 2

Ecuacion general de flecha

_ P’ PLx?

El
Y= "2

El valor maximo de angulo se encuentra en el lado derecho
y se obtiene reemplazando X=L en la ecuacion
correspondiente
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6.c- POR METODO DE VIGA CONJUGADA.
Con el grafico de momento flector y los valores caracteristicos
generamos la viga ficticia.

M=PL

A la viga ficticia se le aplica como carga el momento
flector de la viga dada dividido por El

Como se ha explicado en el ejemplo anterior, en el caso de
las vigas en voladizo, es necesario invertir su apoyo en el
otro extremo de la viga para la aplicacion del método.

Mmax_&
Bl El
PL L

0 = B="F 2

MATERIAL EXCLUSIVO DE USO DOCENTE
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