Resolucion de problemas en Calculo:
Un enfoque situado desde las Ciencias Bioldgicas
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ienvenidas y Bienvenidos al curso!

Estimado(a)s Estudiantes: El equipo docente del curso de Introduccién al Cdleulo, te brinda la mas cordial
bienvenida a este curso. Como equipo, esperamos poder cumplir con tus expectativas respecto de los
contenidos y las habilidades que deseas aprender o potenciar, para asi desempefiarte de forma efectiva
como futuro(a) profesional.

Es importante que sepas que en este documento encontrards diferentes actividades de aprendizaje que te

servirdn para poner en prdctica los conocimientos socializados y construidos durante las sesiones tedricas.

¢Qué puedo esperar de este recurso?

Este documento, te servird para complementar lo aprendido en las sesiones teéricas. En este contexto, el apunte te permitird
resolver problemas rutinarios (ejercicios) y problemas contextualizados (relacionados con temdticas propias de tu carrera), los
cuales deberds resolver aplicando, siempre, una clara y rigurosa metodologia de trabajo.

Debes tener en cuenta que cada seccion de este documento contempla actividades de aprendizaje, que han sido disefiadas en
base a una secuencia légica de los contenidos que serdn revisados durante el semestre.

¢Cémo puedo usar este recurso?

= Es importante que asistas de forma sistemdtica a las clases
tedricas, pues en ellas te brindaremos los conceptos tedricos
necesarios para abordar las diferentes situaciones de
desempefio.

= Durante las clases tedricas focalizate en recoger las
estrategias o metodologias que te sugerird el profesor, mds
que a anotar al pie de la letra, los contenidos que serdn
expuestos.

= Utiliza ldpices de colores o post-it para escribir estas

estrategias. El hecho de tenerlas ordenadas y sistematizadas,
serd de mucha utilidad para tu aprendizaje en tu primer afo.

" Recuerda que siempre tendrds acceso al material expuesto
durante la hora teérica, por lo que valor agregado de asistir
a clases estd en que puedas discutir, consultar y aclarar dudas
sobre los contenidos o metodologias expuestas en clases.

= Sé riguroso(a) y ordenado(a) para abordar las diferentes ’
actividades de aprendizaje que se proponen en este |
documento. Te sugerimos utilizar un block de matemdticas y
una carpeta, ya que de esta forma podrds tener todos tus
documentos ordenados al momento de preparar tus
evaluaciones. .
= Si puedes, utiliza algin dispositivo electrénico tablet o
smartphone para escanear los cédigos QR presentes en cada
una de las secciones de este documento. Estos cédigos te
permitirdn explorar videos con diferentes usos y aplicaciones
sobre los contenidos que se trabajardn. Recuerda ademds que
estos videos estardn disponibles en la plataforma virtual.

® Registra los ejercicios o problemas de contexto que no puedas
resolver y consultalos con tu profesor(a), inmediatamente a la clase siguiente o a través de la plataforma U-Cursos.

Creemos que con estas orientaciones tanto 10 como nosotros, tendremos mayor evidencia del nivel de avance que irds
alcanzando en tu proceso formativo.

Cordialmente,
Equipo docente
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Capitulo 1. Nomeros Reales

H u.

Este capitulo permitird que cada estudiante evidencie los siguientes desempefios:

= Aplica la operatoria bdsica (suma, resta, producto, cuociente, factorizacién) en expresiones algebraicas, a través de
problemas rutinarios.

= Establece las condiciones necesarias para que una expresién algebraica pertenezca al cuerpo de los nimeros reales.
= Analiza las restricciones de una expresidn algebraica para que ésta represente un nimero real.

® Analiza la existencia de soluciones en ecuaciones (lineales, cuadrdticas, radicales y polinomios factorizables), a través
de problemas rutinarios.

= Resuelve ecuaciones (lineales, cuadrdticas, radicales y polinomios factorizables) en problemas rutinarios.

= Resuelve inecuaciones (lineales, cuadrdticas, con valor absoluto, radicales y polinomios factorizables) en problemas
rutinarios.

Propésito del recurso

Este recurso de apoyo al aprendizaje reine los conceptos tedricos bdsicos que definen a los nimeros reales, los axiomas de
campos y aquellos asociados a las relaciones de orden en R. Es importante que manejes estas propiedades y axiomas
para asi abordar de forma estratégica cada uno de los desafios y problemas que propone esta unidad tematica.

Como debes recordar, los axiomas, son verdades evidentes que utilizas como parte de la argumentacion al hacer
demostraciones, algunos libros las nombra como axiomas, postulados o premisas, no requieren ser demostrados, se aceptan
como ciertos.

Barnett, R.; Ziegler, M. And Byleen K. Precdlculo: funciones y gréficas. Editorial. McGraw-Hill. 2000. Edicion: 4°.

Haefner, J.W. Modeling Biological Systems: Principles and Applications, 2nd ed., New York: Springer Science+Business
Media, 2005.

Joseph, E. Cdlculo, Editorial : Pearson Educacién, 2007. Edicién: 9°.
Neuhauser, C. Calculus for biology and medicine. 3rd Edition, Ed. Prentice Hall, 2010.
Thomas, Jr., George B. Cdlculo. Una variable. Undécima edicién, Editorial Pearson educacién, México, 2006.

Ritchey, N., Lial, M. Calculus with Applications for the Life Sciences. 1st Edition, Ed. Pearson, 2003.
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Seccién 1. Fundamentos teéricos

. Axiomas de campo

1. Propiedades de grupo aditivo en R

a. Clausura o cerradura: R es cerrado bajo la suma.
Six,yeR=x+yeR

b. Asociatividad de la suma: V x,y,z € R, se verifica:
x+@+2)=x+y)+z

c. Existe elemento neutro para la suma: Existe el nimero 0 € R, tal que:

x+0=04+x=x, VxeR
d. Todo nimero real posee un inverso aditivo: V xe R,3 ye R, tal que
x+y=y+x=0
En lenguaje matemdtico, el nimero y se denota por - x.

Con estas propiedades los reales (R, +) tiene estructura de grupo. Si agregamos la conmutatitividad, el par (R, +),
recibe el nombre de grupo abeliano aditivo o grupo conmutativo aditivo.

e. Conmutatividad de la suma: V x,y € R, se verifica que:
xt+ty=y+x
2. Propiedades de grupo multiplicativo en R
a. Clausura o cerradura: R es cerrado bajo el producto.
Six,yeR=x"yeR

b. Asociatividad del producto: V x,y, z € R, se verifica
x-(yz)=xy)z

c. Existe elemento neutro para el producto distinto del neutro aditivo: Existe 1 € R, tal que 1 # 0 que satisface:
x-1=1x=x, VxelR

d. Todo nUmero distinto de O, posee un inverso multiplicativo:

VxeR,six#0,= FzeR talquex-z=1

Con estas propiedades los reales (R,") tiene estructura de grupo. Si agregamos la conmutatitividad, el par (R,"), recibe
el nombre de grupo abeliano multiplicativo.

e. Conmutatividad del producto: V x, y € R, se verifica:
X'y=y-'x
f. Distributividad del producto sobre la suma: V x,y € R, se verifica
x(y+2) =@ y)+(x2)

En base a las propiedades sefialas anteriormente, la estructura (R, +,7) es un campo.



Il. Axiomas de orden

Sean x,y € R, se definen las relaciones < >, < > por:

s —»9 —

a x<y & (y—x)eR*
b. x>y ®oy<x © (x—y)eR*
¢ x<ys(x<y)vix=y)

d xzyo(x>y)v(x=y)
Propiedades relevantes
Para abordar metodolégicamente los ejercicios que involucran inecuaciones debes considerar las siguientes propiedades:
a x<yAa€E Roex+a<y+a
b. Si x<yra>0=a-x<a-y
¢ Six<yra<O=a-x>a-y®

(*) Esta Ultima propiedad sefiala que es posible multiplicar por nimero ambos lados de una desigualdad, si el nomero es
positivo, la desigualdad no cambia su sentido (o signo). Si el nimero es negativo, la desigualdad cambia su sentido o signo.

d. Propiedades: Si se tiene:
Nxy<0e@x<DA>0)VE>0)AY<0)
ixy>00x>0DAW>0)VE<0A(y<0)
e. Propiedades del Inverso multiplicativo. Si se tiene:
) x>0=x">0
i) x<0=x"<0
f. Sio<x< y, entonces x> y’l
Con estas propiedades, el conjunto de los nimeros reales es un campo ordenado.

Ill. Definicién de intervalos

A continuacién se presenta la notaciéon matemdtica utilizada para representar los conjuntos que satisfacen una desigualdad.
Presta atencién a cada una de ellas, pues asi deberds presentar los resultados derivados de los diferentes ejercicios que se
trabajardn en esta unidad.

Para clasificar los intervalos resulta necesario conocer que éstos pueden ser: (i) acotados o (ii) no acotados.
(i) Intervalos acotados.
= |Intervalo abierto por ambos extremos:
Ja,b[=(a,b) ={xeR /a < x < b}

®= |Intervalo cerrado por ambos extremos:

[a,b] ={xeR Ja<x <b}
®= |Intervalo cerrado por la derecha y abierto por la izquierda:

Ja,b] = (a,b] ={xeR /a < x < b}
= |Intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha:

[a,b[=[a,b) ={xeR /a <x < b}



(i) Intervalos no acotados.

* J]-—w,a]=(—x,a]={xeR /x < a}

" ]-—w,a[=(—x,a) ={xeR /x < a}

* [a,+%[=[a,+»)={xeR /x> a}

= Ja,+o[=(a,+») ={xeR /x > a}

Importante:

Es probable que al consultar la bibliografia del curso notes que la notacién utilizada por los autores del texto difiere de
la que hemos trabajado en clases. Presta atencién a las siguientes orientaciones, pues dicha notaciéon es homdloga a la
nuestra:

Representar un intervalo de la forma: ] ],es equivalente a ( ]

De forma andloga al ejemplo anterior, representar un intervalo de la forma: [ [,es equivalente a escribirlo de esta

manera [ )

Seccién 2. Inecuaciones

1. Concepto de inecuacién

Presta atencién a las siguientes orientaciones, pues ellas te brindardn informacién relevante sobre los aprendizajes que
resultan claves para abordar de forma efectiva los futuros desafios que propone este curso, y que por cierto, estdn
relacionados con las diferentes aplicaciones que existen en el dmbito de las ciencias.

Preguntas claves:

2Qué son las inecuaciones? Debes saber que las inecuaciones representan una desigualdad en
la que intervienen una o mas cantidades genéricas.

Cuando resuelves una inecuacion estds determinando para qué

valores, de las incognitas genéricas, se satisface la desigualdad.
2Qué resulta al resolver una inecuacién?

Asi es, dependiendo del nimero de cantidades genéricas es posible
observar inecuaciones de una o mds incégnitas, y entre las de una
incognita encontrards inecuaciones de primer, segundo, tercer o
mayor grado.

2Existen diferentes tipos de inecuaciones?

2Qué tipo de inecuaciones aprenderé a trabajar en A continuacién se presenta un esquema que considera los diferentes
el contexto de este curso? tipos de inecuaciones que se trabajardn durante las préximas
sesiones:
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Completa cada columna del esquema con caracteristicas asociadas a cada tipo de inecuacién. Para ello, utiliza como
recurso tus apuntes y las orientaciones emanadas durante el transcurso de la clase tedrico-prdctica.

2. Inecuaciones polinémicas

Para explorar estrategias de resolucién en torno al desarrollo de inecuaciones lineales, te invitamos a revisar el contenido
que te proporcionan los siguientes recursos virtuales:

2.1. Inecuaciones factorizables inmediatas

A continuacién, se presentan diferentes ejercicios, todos ellos resueltos paso a paso. para que puedas observar el estandar
y la metodologia correcta de resolucién de una inecuacién polinémica factorizable. Es importante que sepas que este
procedimiento resulta de vital importancia para presentar de manera precisa y rigurosa los resultados obtenidos. Basate
en ellos para desarrollar los diferentes ejercicios y problemas de contexto.

Ejemplo ilustrativo 1.
Alternativa 1. Resuelve la siguiente desigualdad no lineal: (x2 + 2x — 8) < 0
Sol:
PASO 1. Primero factorizamos, el trinomio:

x—2)(x+4)<0
PASO 2. Aplicamos la propiedad de orden de los nimeros reales:
a-b<0e (a@a<0Ab>0)V(a>0Ab<0).Entonces:

(x=2)<0A(x+4)>0)V(x—2)>0A(x+4)<0)
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Resolviendo las inecuaciones lineales y usando la propiedad de la suma de un nimero real, obtenemos:

(x<2Ax>-4)VxX>2Ax<—4)
Representando graficamente las expresiones, tenemos:

Los x que satisfacen la proposicién: x < 2 Ax >

intervalo abierto (-4,2)
x>-4 x<2

No existen valores reales x, que cumplan la

—4 , pertenecen al

proposicién x < —4 A x > 2. Por tanto este g
conjunto solucién es vacio Q.

c. Respuesta: Como (—4,2) U@ = (—4,2) , el conjunto solucién es el intervalo abierto (—4,2)

Ejemplo ilustrativo 2.
Establece y ejecuta una estrategia que permita resolver la siguiente inecuacién:

(x+1)*x?-5x+6)=0

reales donde los factores son ceros, de acuerdo
x+Dx-2)(x—-3)=0 axioma que a continuacién se sefiala:

Paso 1. Factorizamos y determinamos los nimeros

al

abc=0=a=0vb=0vc=0

Fl.:(x+1)=0 x=-1

F2: (x—2)=0 «x

2 valores donde el polinomio de hace cero (puntos

criticos), denotados por el valor de x.

F3: (x—3)=0 x=3

Paso 2. Resolver cada ecuacién lineal, se obtienen los

PASO 3. Para determinar los signos de cada factor elaboramos una tabla para analizar los signos correspondientes de

cada factor en la recta numérica.

—o0 -1 2 3 oo Recta real
F1: (x + 1) — + + + Cambios de signos de
(x+1)
F2: (x —2) - - + + Cambios de signos de (x-2)
F3: (x — 3) - — — + Cambios de signos de (x-3)
Cambios de signos del
producto entre los tres
x+Dx—=-2)(x—3) - + - + factores.
(x+D(x—-2)(x—3) ] — o0, —1] [—1,2] [2,3] [3,0[ Se analizan los intervalos
del dominio.
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Se observa el signo de
asociado a cada intervalo

(-) (+) (-) (+) e identifica el/los
intervalo(s) que se ajustan
Andlisis final a los requerimientos del
ejercicio, en este caso: x >0
[-1,2] [3, oof
N N

PASO 4. La solucién grafica del ejercicio es la siguiente:

PASO 5. Ya se sabe en qué valores de x, la expresién es cero (puntos

criticos). En ese sentido se sabe que ésta es cero en los extremos reales

de los intervalos. Sin embargo, como el signo de la inecuacién es ” > "
. r 3 i e ”

se debe analizar en qué valores el producto es “mayor” o "igual” que S=[-1,2] U [3,0]

cero.

Dado el andlisis efectuado en la tabla, se sabe que el conjunto solucién
es la unién de los intervalos donde la inecuacién es estriccamente mayor o
igual a cero, lo que matemdticamente se escribe de la siguiente manera:

2.2. Inecuaciones factorizables mediante Ruffini
Establece y ejecuta una estrategia que permita resolver la siguiente inecuacién:
—10x + x* > 15x2 — 24

El plan de accién para resolver esta inecuacién es similar al caso anterior. Sin embargo difiere en algunos aspectos, los
cuales estdn relacionados con el abordaje de la resolucién en la primera etapa del desarrollo.

En primera instancia, se debe ordenar el polinomio asociado a la inecuacién de forma decreciente (segun el grado):
P(x)>0
x*+0x’—15x>—10x+24 >0

Una vez efectuado este procedimiento, se debe aplicar el Método de Ruffini para determinar los ceros y factores del
polinomio en cuestién. Dado que estamos trabajando con un polinomio cudrtico, se sabe que son, al menos cuatro, los
factores que componen este polinomio en su forma factorizable. Para determinar dichos factores, se procede de la
siguiente manera:

P(x)= 2;} a, x'

P(x)=a,+ax +612x2 +a3x3 + a4x4
P()c)z()c1 ta )(x2 b )(x3 tc )(x4 td )
.'.(xl *Ta )(xzib )(x3ic )(x4id )>0

De la expresion anterior, se sabe que: X, Xy,X3 AX, € R /a,b,C ArdeR , donde:

(X] ta )(x2 b )(x3 *c )(x4 +d )son denominados factores del polinomio en cuestién.

Para determinar de forma concreta dichos factores, se procede a aplicar el Método de Ruffini sobre el los coeficientes del
polinomio objetivo, tal como se muestra a continuacién:

PASO 1: Se identifica el conjunto de dividores asociados al término independiente del polinomio.

D,, ={£1,+2,43,44,+6,+8,+12,+24}
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PASO 2: Se ordenan los coeficientes del polinomio en una tabla y en la primera columna de ésta se ubican
(paulatinamente y al azar) los divisores seleccionados anteriormente.

Posterior a ello, se procede de la siguiente manera:

Divisor 4 3 2 X 0 Al efectuar este
procedimiento se determina

1 1 0 Iﬂj -15 -10 24 si x=1 es cero del polinomio.

ﬂ Dado que el residuo es cero,
1 1 -14 -24 este valor si es cero.

3
@ 1 14 24 0

A partir del procedimiento anterior es posible establecer lo siguiente:

x = 1 es PUNTO CRITICO de P(x)= (x — 1)es FACTOR de P(x) En funcién de lo anterior, se obtiene que:
P(x)=(x—1)-Q(x), donde Q(x)= (x3 +x° - 14x—24). Por lo tanto, P(x)=(x— 1).(x3 2 14x— 24)

PASO 3: Q(x): (x3 +x2 —14x—24)es un polinomio que se debe factorizar y dado que el término independiente

posee los mismos divisores que el caso anterior, entonces se procede a utilizar otro divisor (distinto de 1) para identificar si
cumple con la condicién de punto critico.

Divisor 3 2 0 Al efectuar este procedimiento se determina
si x=3 , se evidencia que éste no es punto

3 1 1 Iﬂj -14 24 critico pues el residuo no es igual a cero. Por
lo tanto se debe proceder a utilizar algin

( ﬂ 3 12 -6 otro divisor que si cumpla con la

\:1 caracteristica requerida.

Divisor x3 e X +° Al efectuar este procedimiento se determina
si x= - 3, se evidencia que éste no es punto
-3 1 1 -14 24 critico pues el residuo no es igual a cero. Por
J:L Iﬂj lo tanto se debe proceder a utilizar algin
( -3 6 24 otro divisor que si cumpla con la

\:1 caracteristica requerida.

A partir del procedimiento anterior es posible establecer lo siguiente:

x = —3es PUNTO CRITICO de ox)= (x-|- 3)es FACTOR de Q(x), y a su vez de P(x) En funcién de lo anterior,

y considerando el mismo procedimiento efectuado en el paso 2, se obtiene que P(x) = (x— 1)-(x+ 3)-Q'(x), donde

Q'(x)z(x2 —2x—8)-
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Por lo tanto, P(x):(x—])-(x—i— 3)-(x2 —2x—8). En ese sentido, y a través de factorizacién simple, es posible
establecer que Q'(x) = (x— 4)(x+ 2)-

Finalmente entonces, se sabe que: P(x)=(x—1)-(x+3)-(x—4)-(x+2). En ese contexto la inecuaciéon en cuestion
, q

se resuelve aplicando los axiomas correspondientes a la expresién algebraica:

(x=1)-(x+3)-(x—4)-(x+2)>0

La resolucién de esta inecuacién sigue la misma estructura de la que ha sido presentada a través del ejemplo ilustrativo
“a”. Por lo tanto se sugiere, frente a eventuales dudas, consultar dicho ejemplo.

3. Inecuaciones racionales

Para explorar estrategias de resolucién en torno al desarrollo de inecuaciones racionales, te invitamos a revisar el
contenido que te proporcionan los siguientes recursos virtuales:

4. Inecuaciones con valor absoluto

Las inecuaciones con valor absoluto poseen diferentes y muy diversas aplicaciones. Generalmente, se
utilizan en Fisica y Geometria para representar el concepto de distancia. En general, este concepto
aparece de forma reiterada, ya sea de forma explicita o implicita, en la definicién formal del

concepto de “Limite de una funcién”.

Sea x € R, llamaremos médulo de x, al real definido por:

x ,six=0
|| =

—x ,s1x<O0
4.1. Propiedades relevantes

A continuacién se presentan las principales propiedades que te permitirdn resolver inecuaciones con valor absoluto:

a. |x|20,VxeR

g. EZH
b. |x=0=x=0 vl |y
< |x=[- h |d<yeo-y<x<y,
d. ‘x2|=|x|2=x2* i. |x|<y<:>—y<x<y

e. —|x|$x£|x| |X|Zy<:x3—yvx2y*

L > yex<-yva>y
fo eyl =[x



Ejemplo ilustrativo 1.

Resuelve de forma grdfica y algebraica, y utilizando las propiedes, la siguiente desigualdad:

[2x — 1] <3
Aplicacién de la definicién de valor absoluto: [2x —1| <3 -3<2x—-1<3
@) tori IR. S 1 bos lados de |
pt‘arq oria en umar 1 a ambos lados de la o< < 4
desigualdadd
Operatoria en IR. Multiplicar por el inverso
o L1 -1<x<?2
multiplicativo de 2, es decir, 3
Respuesta: Conjunto solucién usando notacién de
P ! S=(-12)
Intervalos
Representacién grafica de la solucién
-1 <x x<2

Ejemplo ilustrativo 2.

Resuelva usando la definicién de valor absoluto, la inecuacién:

|7 —3x| > 2

7-3x,si7-3x>0Vx<-
Sol: |7 — 3x| = ] 37 Aplicacién de la definicién de valor absoluto
—(7—-3x),si 7—-3x<0Vx >3
Caso 1: Six < g , se obtiene la inecuacién

7 Considerar el primer trozo del dominio y simplificamos
7-3x>2 A (x < 5) la primera inecuacién.

Aplicar propiedad de la suma en IR para la primera
inecuacion. Sumamos (-7)

T . . . 1
) Multiplicar la inecuacién por -5

iRecuerda! ... La desigualdad cambia de sentido

El conjunto de los x reales menores que 5/3 y menores

5 7 5 -
(_00’5) n ]_°°'§] = (_00’5) = (-0,1.6) o iguales que 7/3. En notacién de intervalos:
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e e e e e Solucién Caso 1.

j El conjunto de los nimeros reales del intervalo,

16 23
(_Oo’g) = (—OO, 1. 6)
Caso 2: Six > g, se obtiene la inecuacién
Considerar el segundo trozo del dominio y
—(7-3x)>2 A (x > Z) simplificamos la primera inecuacién. Multiplicamos por
(-1) lo que implica un cambio de sentido.

(7-3x) <=2 A (x> g)

Aplicar propiedad de la suma en IR para la primera
inecuacion. Sumamos (-7)

7 - : . 1
-3x<-9 A (x > 5) Multiplicar la inecuacién por -5
Se obtiene
7 .z
x>3 A (x > 5) = (3,0) Solucién Caso 2.

Al intersectar se obtiene el intervalo (3, )

[— F Interseccién de los intervalos, graficamente
2.3 :
Solucion de la inecuacion:
5 . . L
(—oo,—) U (3,) Del caso 1 y 2, la solucién de la inecuacién es el
3 conjunto de los reales que pertenecen al primer trozo o
al segundo

5. Actividades de aprendizaije.

Las actividades propuestas a continuacién, representan un recurso fundamental para tu aprendizaije, ya que ter permitirdn
ampliar tus conocimientos para asi abordar de forma efectiva diferentes problemas contextualizados en el dmbito
cientifico. Es importante que resuelvas cada uno de ellAs utilizando los axiomas y propiedades trabajados en clases.

ITEM I. En virtud de los contenidos y habilidades trabajados en clases anteriores, elabora un plan de accién que te permita
determinar el conjunto solucién para cada una de las inecuaciones que a continuacién se presentan. Recuerda antes de
terminar el ejercicio, graficar y formalizar con precisién los resultados obtenidos.

1. 9x—7<10+13x<4+15x 4. (2x+1)2—(x—1)2 >(3x+2)2—5x—11

2. 7<5x—8<9

5. Determina los valores de x IR para los
cuales la siguiente expresion:

3 _4 0
' 5x—2 < y= x> —2x—15 representa un nimero

real.




ITEM Il. A contfinuacién se presentan diferentes tipos de inecuaciones. Resuelve cada una de ellas, aplicando una
metodologia clara y ordenada.

1. 5-(x—1)>2—(17—3x) 20. x*—4x*—x*<12—-16x
2. 2<7x—-13<15 21. 3x*+4 <x*+3x>+3x
3
3. 4x+1=>3—-5x>10—"7x 2. (x=1)">4(x-1)
2 3 2
4 x.(3x+2)>(x+2) 25, (K F4)(x=1)'(x"-9)=0
2 14
5. (x=5)-(x—4)<6 24, 1—x 4x
X
6. _ — %2 3——<6
21—4x—x">0 25, )
7. (x+1)-(x2—5x+6)20 26. x’+x—6>0
8. 142 <2 0y 2(x+3)>3(x—1)+6
x+1 x
l+125
x+1 28. x 2x
<7
9. x—6

>
29. 5 3 3
10 x+1<x+1 3

x x—1 x 30. (x—=2)">2(x—2)—1
4x—3<8x—6
11 6x  5x 3]1. 8—3x<7—-5x<5-6x
22 +23x+26> 51 .
12. 2x—3  4x*—=9  2x+3 3x +2x—5>2
2
32. x"—1
13. xP<x

x>—5x+6 x+4
x> +3x 33, x*—7x+12  x+3

14, (x+2)(x=2) "

34, S(B3x—2)+4(x+10)<6(5x—2)—(4x+15)

2
X +x+2 o]
15. x+2 <5
35. 3
16. —x°+81lx<0
36 ‘x—2‘+‘4—3x‘>20
17. x> =3x*+4x*>0
37 |x=5]<|x+1]]
x 2x-1 x-8 x-3
5 g " 2x—1
18. 5 3 5 3 x— ‘Sl
38. x+3
3x +2x+1
- >2
39. |3—2x|<|x+4|

19. x* -1
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41.

42

43

44

45

. |x—2|£5
x—10

<s
C8x+1]>3
C|x+6[=1

C|x—3<3x

‘h2—42—2x+4

46

47.

48.

49.

50.

Cfx—1<2[x—3

f+422
2

x—1
x—3

x+2‘_
x—6

‘<O

3x+12

‘>1
x+2
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ITEM lIl. A continuacién identifica cada una de las siguientes inecuaciones (lineal, cuadrética, racional o polinémica de orden
superior), y en virtud de ello aplica formalmente una estrategia de resolucién:

5. [2-(1+x)]225+7-(2x—5)

-}

Tipo de inecuacién:

(x+1D)>—(x—2)Y<5x+4
§ = ]-e,7]

Tipo de inecuacién:

2x-3P”-Bx+DBx—1)<15-6x—5x

-}
6

Tipo de inecuacién:

xt—4x—x*+16x—-12<0
S=]-2,—-1u]2.3

Tipo de inecuacién:

QCx+1)? —(x=1*>Bx+2)*=5x—11

i

Tipo de inecuacién:

10.

(x+ 5)(x2 —3x+2)<0

S =J—eo,—5[ U ]L1,2]
Tipo de inecuacién:

(xX*—4x<S5)A(X*—6x>-5)

S=1IR
Tipo de inecuacién:

xX*(x—2)>>0
S=1IR—-{2,0}

Tipo de inecuacién:

2
x—18< 2x x

x—2 2—x x-2
5= -=—6[U12.3]
Tipo de inecuacién:

x> =3x+2
x*+2x+6
S=IR

Tipo de inecuacién:

<3
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Seccién 3. Ecuaciones

1. Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales se utilizan en la resolucién de problemas que modelan fenémenos de cardcter geométrico y del
dmbito de la fisica. Para la resolucién de este tipo de ecuaciones y de la mayoria de las ecuacione de cardcter
polindmica, es importante recordar los principales productos notables, principalmente aquellos de uso comin:

Nombre Producto notable Expresién algebraica
Cuadrado de Binomio (a +b)? a? + 2ab + b?
Cubo de Binomio (a b)3 a® + 3a?b + 3ab?+ b3
Diferencia de cuadrados | a? — b? (a—Db)(a+Db)
Diferencia de cubos a® — b3 (a — b)(a? + ab + b?)
Suma de cubos a®+ b3 (a +b)(a® —ab + b?)
Término comin x4+ (a+b)x+ab | (x+a)(x+b)

Ejemplo ilustrativo 1. Ecuacién racional.

Recuerde que una expresidon racional, no siempre estd definida para todos los nimeros reales. Por tanto, se debe
analizar, qué valores reales se deben excluir del dominio de la ecuacién, que llamaremos “restricciones del problema”.

P .. X—2 x+1 4
Resuelva la siguiente ecuacion: 3 - =7
x2+42x-3  x2-9  x2—4x+3
Solucion:
x—2 x+1 4
Aplicar propiedad distributiva (factorizar) - =
x2+2x—3 x?2-9 x?2—-4x+3

Determinar el minimo comin mdltiplo (MCM)

denominador :

x+3)(x—-1)(x—-3)

x—2 x+1 4

(x+3)(x—1)_(x—3)(x+3) - x-=3)(x-1)
Observemos que esta ecuacion tiene las siguientes
restricciones:

x#-3,x*1lyx+3

Multiplicar la ecuacion por el MCM, para

transformarla en una ecuacién lineal

x=3)(x=-2)—-(x+Dx-1)=4-(x+3)

Resolver paréntesis

(x2 —=5x4+6)—(x2—1) =4x + 12

Operatoria algebraica (Reunir términos semejantes)

x> —5x+6—x>+1—-4x—-12=0

Operatoria algebraica (Resolver una ecuacién lineal)

o 5=0= x=C

Respuesta: Al comprobar, observamos que el resultado
pertenece al dominio de solucién.
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1.1. Actividad de aprendizaje. Resuelva las siguientes ecuaciones fraccionarias, indicando las restricciones pertinentes:

q 3 2 x+3 p, Xfm _ xtn 2x=5  2(x-1) 3  3(2x-15)
L — = . = c. — ==

2x+1  2x-1  4x2-1 x-n m+x 2x—6 x-3 8 4x-12
d x2 16 x2 _ e x2-1 _ f 6x+5 _ 5x+2 _ 2x+3 -1

' ox—4  x2-7x+12 x-3 tox242x+1 15 3x+4 5

x-3 x-2 x+2 x+3 h 3 5 20 . 4 6 10

S e e L=t —=== i —=t—==
9 x— x—=3  x+1 x+2 x—=2  x+2 x2-4 x+3  x-3  x%2-9
. 1 _ X X 1 x2 x+a | 5 3 3 _ 5
I 2tz x—2  x-1 k. wta | d2rax  a ox-1  x-4 x243x—4 x-1

2. Ecuaciones Cuadraticas

Las funciones cuadrdticas modelan numerosos fenémenos de la naturaleza y diversas situaciones problemdaticas donde se
requiere determinar un maximo o un minimo y las intersecciones con los ejes coordenados. Para ello hay que resolver una
ecuacién cuadrdtica, tal como lo veremos en esta seccién.

Las ecuaciones cuadrdticas se utilizan, por ejemplo, en cinética quimica para describir la variacién en la concentracién de
reactantes respecto a la concentracién de productos en un determinado tiempo; en fisica para el movimiento parabdlico.
En el dmbito militar lo usan en artilleria de cafiones para hallar las trayectorias de las balas y en economia se usan las
ecuaciones cuadrdticas para representar modelos econémicos de oferta y demanda.

En el tratamiento de resolver una ecuacién cuadrdtica, se puede aplicar la féormula de resolucidon de una ecuacién de
segundo grado o factorizar el polinomio cuadrdtico, cuando es posible.

Observacion: Recuerde que una ecuacién de grado 2, tiene dos raices que pueden ser de 3 tipos:
1. Raices reales y distintas
2. Raices reales e iguales. (una raiz de multiplicidad 2)

3. Raices complejas conjugadas

B —b + Vb2 — dac

Ecuacién de segundo grado: ax? + bx + ¢ x
2a

A > 0= b? > 4ac = raices reales y distintas

La cantidad subradical b? — 4ac , se denomina A= 0= b? = 4ac = raices reales e iguales

discriminante, se denota por A, y permite clasificar las

. . . . A< 0 = b? < 4ac = raices complejas conjugadas: a +
raices de la ecuacién segin su signo.

biy a — bi, donde i = v/ —1; es decir, raices imaginarias (no
reales).

0 =

(x—a) (x—b)

1. [(x—a)=0=>x=a]V
Propiedad Importante:

ab=0©a=0Vvb=0 2. [(x=b)=0 = x=0b]

Por lo tanto, se obtienen 2 respuestas.
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2.1. Actividad de aprendizaje. Resuelva, paso a paso, las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a. 2x2—-18=0 b. 2x+3)(x—-6)=0 c. ax?’+bx=0,a+0
£, 242 7

d -3)x+2)=1 e. (2x+1)?2+3(x+2)?=(x +%)2 x-2  x+2
X411

g. (SX — 2)2 =16 h. (X _ 3)3 — x3 —63 x+1 x 12

3 x-

. —+—=2

i Zxx:j —x—1 k. 2(2x% —5) = 3(2 — 3x2) x—4  x

3. Ecuaciones irracionales

Las ecuaciones con radicales, se pueden usar para resolver problemas del mundo real. Se presentan en muchas disciplinas
desde ingenieria hasta disciplinas relacionadas con el drea de la salud.

Cuando se aplica el teorema de Pitdgoras a menudo se producen radicales porque la férmula contiene tres términos al
cuadrado.

Por ejemplo, en el dmbito de la medicina, cuando se quiere determinar la dosis de una droga para administrar a un
paciente, los doctores calculan su Area de Superficie Corporal (Body Surface Area, BSA), una forma de hacerlo es
usando la férmula de MOOSE & DOC:

BSA = wh
~ 13600

donde, w es el peso en libras, h la altura en cm y el BSA se mide en m?. Las ecuaciones con radicales o ecuaciones
irracionales son aquellas en que las incoégnitas aparecen dentro de una raiz cuadrada. Puedes calcular tu BSA en el link:
http://www.medcalc.com/body.html

Orientaciones para la resolucién de ecuaciones irracionales:

e Por medio de operaciones algebraicas aislar las raices donde aparece la incégnita y analizar las restricciones
para que los argumentos del problema estén bien definidos.

e En el caso en que aparezca mdés de una raiz en la ecuacién, se recomienda para la simplicidad del método,
dejar en cada miembro de la ecuacién solo una raiz.

e  Elevar al cuadrado la ecuacién. Esto implica ambos miembros, recuerde que una igualdad tiene 2 miembros.
®  Reunir términos semejantes y resolver la ecuacién que se obtiene.

e Comprobar si los resultados son soluciones de la ecuacién original. Esto quiere decir, si ésta(s) satisface(n) la
ecuacién y corroborar que no se indefina la expresion.



21

Ejemplo ilustrativo.

Resuelva la siguiente ecuacién: v2x —1++Vx+4 =6

Solucién:

Analizar y determinar las restricciones del

V2x—1=6—-Vx+4 dominio de la ecuacién.

i 20-120 (x23)
ii) x+4>20x =2 —4

Para ello, resolver las inecuaciones lineales
iii) Luego,

6-—-Vx+4)=20=0<Vx+4<6 =x+4

<36=>x<32

1
(x = E) ANx= —4)e x<32 Al realizar la interseccién indicada, la

. o 1
ecuacion es vdlida para los x € [E’ 32]

Elevar al cuadrado a la ecuacién, para

/ 2 _ / 2
(V2x—1)*=(6—Vx+4) eliminar los radicales.

2x—1=36—-12Vx+4+x+4 Resolver los cuadrados de binomio
x—41 = —12\/m Reducir términos semejantes
x? — 82x + 1681 = 144x + 576 Resolver ambos cuadrados
x? —226x +1105=0 Reducir términos semejantes

Resolver la ecuacién de segundo grado
obtenida y observar que ambas soluciones

X; =5x, =221} Observamos que, 221 ¢ [%,32]
satisfacen: x > %

Comprobacién. Observamos que

V2:5-1+V5+4 =V9+/9=6

x = 5, es la solucién de esta ecuacién.

3.1. Actividad de aprendizaje. Resuelva las siguientes ecuaciones radicales, indicando las restricciones pertinentes:

a. V2x—3+1=x b. Vx+1+4+4=2x
X =1 d. sz_3+\/x+ =
4

f. Vx+Vx—4=2
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Seccién 4. Problemas de contexto

En virtud de los contenidos y habilidades trabajados en clases anteriores, establece un plan de accién que te permita
resolver los siguientes problemas aplicados:

Problema 1.
Los costos mensuales asociados a la produccion de un fertilizante quimico estdn dados por la expresion:

C(x)=2.500- x°+100-x ,donde x representa las unidades producidas mensualmente por la industria. Si se sabe
que el precio de venta es de US$150.

En funcién de lo anterior:

a. Establece una expresién algebraica que permita determinar las ganancias de la empresa por concepto de
produccién y comercializacién del producto.

b. Determina las unidades que debe comercializar la empresa, de manera tal que, no se produzcan pérdidas
econdmicas.

Problema 2.

Para realizar un proyecto de paisajismo, la persona a cargo estd comprando alfombras de pasto cuadradas (drea = 1
pie?); con el fin de cubrir uma determinada superficie. Si cada pastelén de pastos cuesta US$3 y el presupuesto destinado
para este gasto debe ser menor a US$1200. Con esa informacién:

a. Determina el nimero maximo de pastelones de pastos que se pueden comprar, segin el presupuesto dado.
b. Determina el tamafio de la superficie verde que se desea habilitar.

Problema 3.
La relacién entre grados Celsius (C) y Farenheit (F), estd dada por la expresion:

5
C=2.(F-32

En base a lo anterior:
a. Determina el intervalo en la escala Farenheit que corresponde a 20 < C < 30
b. Determina el intervalo en la escala Celsius que corresponde a 50 < F <95

Problema 4.
La temperatura T del motor (°F), fminutos después de que una maquinaria industrial se encuentra en reposo, estd

. - g . T-20 . .
representada por medio de la siguiente expresidn algebraica: In| ———— :—O,l]t. Considerando dicha

200

informacién y utilizando inecuaciones, determina las condiciones para que la expresiéon algebraica sefialada
anteriormente represente un nimero real.

Problema 5.
h—
La desigualdad |%| > 2 permite determinar los intervalos de profundidad (o superficie) de suelo para los cuales es

posible encontrar particulas de materia orgdnica presentes en el suelo. En este contexto, ¢qué intervalo(s) satisface(n) dicha
desigualdad?

Problema 6.
La siguienfe imagen muestra una curva representada por la

expresion y(x) Con estos antecedentes, usted diria que el conjunto
de valores de x e R que satisfacen la expresion y(x) <(esta 104
dado por:
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Capitulo 2. Funciones Reales

Este capitulo permitird que cada estudiante evidencie los siguientes desempefios:

= Utiliza el lenguaje matemdtico para expresar el dominio y recorrido de una funcién real.

®=  Modela una funcién afin y cuadrdtica, a partir de situaciones contextualizadas en el dmbito de las ciencias.

= Describe matemdticamente las variables asociadas a un modelo matemdtico en situaciones contextualizadas.

= Uitiliza el lenguaje matemdtico para comunicar de forma escrita el dominio y recorrido de una funcién
contextualizada.

= Infiere informacién explicita, a partir de una tabla de observaciones.

=  Determina las variaciones medias de una funcién, representada por medio de una tabla de observaciones.

= Utiliza variaciones medias para determinar las caracteristicas cualitativas de una funcién, tales como: (a)
intervalos de monotonia, y (b) intervalos de concavidad y convexidad.

®=  Analiza un modelo matemdtico (en situaciones contextualizadas), a fin de determinar: (a) intersecciones con los
ejes coordenadas, (b) existencia de asintotas, (c) valores asociados a la variable dependiente, entre otros.

* Elabora rigurosamente el gréfico de una funcién polinémica (afin, cuadrdtica y/o cibica), raiz cuadrada,
definida a tramos, exponencial, logaritmica y trigonométrica, en situaciones contextualizadas en el dmbito de las
ciencias.

= Utiliza el gréfico de una funcién para argumentar matemdticamente el comportamiento cualitativo (monotonia y
crecimiento) de la curva.

* Infiere informacion relevante, a partir del andlisis grdfico y/o algebraico de un modelo matemdtico
contextualizado.

* Infiere, a partir de una situacién contextualizada, el modelo matemdtico (grdfico y/o algebraico) de una funcién
real.

=  Evalta una funcién, a fin de interpretar las implicancias que un modelo matemdtico tiene en un contexto dado.

Propésito del recurso

Este recurso de apoyo al aprendizaje reune los conceptos tedricos bdsicos asociados al contenido de funciones reales
de variable real. A continuacién, podrds visualizar diferentes conceptos y términos asociados a la unidad, todos ellos
representan un insumo fundamental para que puedas enfrentar las futuras situaciones de aprendizaje.

Debido a lo anterior, frente a cualquier inquietud, no dudes en consultar la bibliografia propuesta por el programa del
curso o dirigir oportunamente tus consultas al equipo docente de forma presencial o a través de la plataforma virtual.

Barnett, R.; Ziegler, M. And Byleen K. Precdlculo: funciones y gréficas. Editorial. McGraw-Hill. 2000. Edicion: 4°.

Haefner, J.W. Modeling Biological Systems: Principles and Applications, 2nd ed., New York: Springer Science+Business
Media, 2005.

Joseph, E. Cdlculo, Editorial : Pearson Educacién, 2007. Edicién: 9°.
Neuhauser, C. Calculus for biology and medicine. 3rd Edition, Ed. Prentice Hall, 2010.
Thomas, Jr., George B. Cdlculo. Una variable. Undécima edicién, Editorial Pearson educacién, México, 2006.

Ritchey, N., Lial, M. Calculus with Applications for the Life Sciences. 1st Edition, Ed. Pearson, 2003.
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Seccién 1. Conceptos fundamentales

1. Aproximacién al concepto de funcién.

Si has cursado alguna asignatura de Introduccién al Cdleulo, debes haber tenido alguna aproximacién
al concepto de producto cartesiano A X B entre dos conjuntos A y B. Bajo esta premisa entonces, si
entre ellos tuvieras que definir algin tipo de correspondencia; es decir, asociar de algin modo
elementos de A con elementos de B. ¢Cual seria?

Una de las posibles formas de hacer esto es mediante una funcién, la cual formalmente se denota de la siguiente
manera:

(Vae A)(IbeB)/(a.b)e f

Se usaré la notacién f: A — B si es que f es una funcién de A en B. En ese sentido, una funcién se podré entender como
una regla de asociaciéon que, dado un elemento cualquiera de A, le asigna un Unico elemento de B.

En virtud de lo anterior, si f es funcién y (a, b) € f, entonces la notacién para formalizar dicha relacién estaré dada

por:
fl@)=»b,

Donde f(a) serd el Unico elemento b € B, tal que (a, b) € f.

2. Funciones reales de variable real.

En el caso en que A < IR, se dice que la funcién es de variable real. Si ademds B = IR, entonces se dird que la funcién

es real de variable real.

En base a lo anterior, es posible plantear que una funcién real de variable real se denota formalmente de la siguiente
manera:

f: AcR=R

x> y=f(x)
3. Elementos basicos de una funcién.

Sea f: A — B una funcién:

[T} w1 w9

e Si(x,y) € f, entonces se dird que: “y” es imagen de “x”, y que “x” es preimagen de “y”. Lo anterior se

formaliza de la forma: f'(x) = y.

e Se llama Dominio de f al conjunto:

Dom(f)={xeA/Jye B/ f(x)=y}

e Se llama Recorrido de f al conjunto:

Rec(f)={yeBAB=R/Ixec A/ f(x)=y}

e Se llama Codomonio de f al conjunto:

Codom(f)={yeB/Ixec A/ f(x)=y}

e Se llama Gréfico de f al conjunto:

G(H={(x.f())eR*/x e Dom(f)ny= f(x)}
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4. Definiciones importantes.
e Ceros de una funcién.

Seaf: AS IR—IR.

Se denominardn ceros de f a todos los reales de su dominio, tales que f (x) = 0. En estos puntos el grafico de f
intersecta al eje OX. Adicionalmente, la interseccién con el eje Y estard dada por las coordenadas (0, f(0)).

e  Funcién par.
Seaf: AS IR—IR.
Una funcién se dird par, si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

i‘(‘v’)ceA),—xeA
i (Vxe A), f(—x)= f(x)

Tomando como recurso el andlisis gréafico de una funcidn, ésta serd PAR si la curva es simétrica al eje OY , esto se
’ ’
puede formalizar matemdticamente de la siguiente manera:

(x,y)eGf = (—x.,y) e Gf
e  Funcién impar.
Sea f: A S IR — IR. Una funcién se dird impar, si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

(VxeA),—xeA
i (VxeA), f(—x)=—f(x)

Tomando como recurso el andlisis gréfico de una funcién, ésta serd IMPAR si resulta una curva simétrica al origen O del
sistema de coordenadas. Lo anterior se puede formalizar matemdaticamente por medio de la siguiente expresion:

(x,y) e Gf = (—x,—y)eGf
e Crecimiento de una funcién.

La monotonia de una funcién permite estudiar el tipo de crecimiento que ésta tiene en un intervalo determinado.
Inicialmente, distinguiremos entre funciones crecientes, decrecientes o constantes, pues mds adelante y gracias al
concepto de variaciones medias podremos observar aspectos cualitativos asociados al comportamiento de una funcién
real.

De acuerdo a lo anterior:

i. Se dird que f'es creciente en B S A, si y solo si se cumple la siguiente condicién:

(Vx.x, € B) ,x, <x, = f(x,) < f(x,)

ii. Se dir& que f'es decreciente en B = A, siy solo si se cumple la siguiente condicién:

(Vx.x, € B) ,x, <x, = f(x,) 2 f(x,)

iii. Se dird que fes constante en B = A, si y solo si se cumple la siguiente condicién:

(vxl’xz EB)’xl <X :>f(x1)=f(x2)
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Importante:
En los casos donde las desigualdades se cumplan de forma estricta en todo el dominio de f, entonces se dird que dicha
funcién es estrictamente creciente, estrictamente decreciente o constante en todo su dominio.

iCuidado!
La negacién de la frase f(x) es creciente no es la frase f{x) es decreciente, ya que existen funciones crecientes y
decrecientes a la vez y otras que no son ni crecientes ni decrecientes.

5. Monotonia de una funcién

A continuacién revisaremos algunas estrategias que nos permitan analizar algunas propiedades basicas de las funciones
reales, tales como: monotonia (crecencia o decrecencia), concavidad y convexidad. En este sentido, debes saber que
identificar correctamente estos pardmetros en las funciones reales, te permitirdn efectuar un andlisis riguroso respecto del
comportamiento de la curva, y adicionalmente, efectuar de forma efectiva la representaciéon gréfica de su modelo
matemdtico.

Definicién de variacién media: Sean x, x, € [a, b] se define la variacién media de f entre x; ¥ X, como:

_f) = f()

" X2 — X

Definicién de funcién creciente en un intervalo, a través de variaciones medias: Diremos que f es creciente en el intervalo

]a,b[ si:

V x;,%, € [a,b] con x; < x, se cumple que V]_C[a,b] > 0 (variaciones medias positivas).

Definicién de funcién decreciente en un intervalo a través de variaciones medias: Diremos que f es decreciente en el
intervalo Ja, b[ si:

V x;,%, € [a,b] con x; < x, se cumple que V_f[a,b] < 0 (variaciones medias negativas).

Definicién de funcién cédncava en un intervalo a través de variaciones medias: Diremos que f es céncava en el intervalo

]a, b [, si:

V x1,%,,%3 € [a,b] con x; < x, < x5 las variaciones medias son decrecientes.

Definicién de funcién convexa en un intervalo a través de variaciones medias: Diremos que f es convexa en el intervalo

la,b[, si:

V x4,%,,%3 € [a,b] con x; < x, < X3 las variaciones medias son crecientes.

Registra aqui tus apuntes o ideas clave
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5.1. Variaciones medias positivas.

Crecimiento uniforme Crecimiento rdpido Crecimiento lento
Caracteristicas: Caracteristicas: Caracteristicas:
Variaciones medias constantes y Variaciones medias positivas y Variaciones medias positivas y
positivas en todo el dominio de f. crecientes en todo el dominio de f. decrecientes en todo el dominio de f.
Se observa en: Se observa en: Se observa en:
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5.2. Variaciones medias negativas
Decrecimiento uniforme Decrecimiento répido Decrecimiento lento
Caracteristicas: Caracteristicas: Caracteristicas:
Variaciones medias constantes y Variaciones medias negativas y Variaciones medias negativass y
negativas. decrecientes en todo el dominio de f. crecientes en todo el dominio de f.
Se observa en: Se observa en: Se observa en:
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6. Actividades de aprendizaje

En funcién de los conceptos revisados anteriormente y de la préctica guiada llevada a cabo durante
la clase, resuelve los ejercicios asociados a las diferentes actividades de aprendizaje que a
continuacién se plantean.

iTEM I. Determina de forma algebraica el dominio y recorrido para las siguientes funciones:

1. J(x)=3x-1 1 1
9. -
S x+7 2

2. f(o=-1
10. f(x)=x"—3x

a
x+b

3. f=—"nc
2x—1

A v

4 f=42x
12, f(x)=~/4—2x

5. f(x)=—1+i
x—5 10
13. _
I="5=s
6 f()=x"
14 f(x)=1n(3x—2)

x*+1

x+1

7. fGo)=

15 f(x0=2"
8. f(x)=+x>+8x-5

Seccién 2. Funciones polinémicas

1. Orientaciones y estdndares para la resolucién de problemas

Antes de presentar los diferentes problemas que te permitirdn desarrollar las habilidades matematicas
necesarias para abordar los contenidos de esta unidad, debes considerar que el abordaje
metodolégico de un problema estd constituido por 3 etapas fundamentales:

Etapa 1. Formalizacion de datos y variables.

Para que logres un aprendizaje efectivo, es importante que en esta etapa: (i) describas cada una de las variables
involucradas en el problema, (ii) relaciones los datos proporcionados por el problema con las respectivas variables, (iii)
esquematices la situaciéon (si ésta asi lo amerita), (iv) explicites la(s) incdgnita(s) del problema, utilizando un lenguaje
matemdtico, y (v) identifiques los conocimientos previos necesarios para el abordaje metodolégico del problema.

Etapa 2. Abordaje metodolégico del problema.

En esta fase existen elementos que dardn sustento al desarrollo matemdtico del problema. En ese contexto, resulta
necesario que logres: (i) proponer un modelo matemdtico que responda al contexto del problema planteado, (ii)
formalizar las diferentes estrategias de resoluciéon que utilizards para resolver el problema, (iii) Ejecutar de forma clara,
precisa y rigurosa cada una de las estragias propuestas, (iv) concluir y formalizar los resultados derivados del
desarrollo, y (v) representar graficamente el modelo matemdético involucrado, si la situacién asi lo amerita.
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Etapa 3. Comunicacion correcta de los resultados.

Todo procedimiento matemdtico, en el contexto de un problema (rutinario o contextualizado), requiere como requisito
bésico la comunicacién (oral o escrita) de los resultados derivados de dicho problema. En ese sentido, antes de dar por
terminado el ejercicio debes considerar: (i) la pertinencia de la soluciones obtenidas (segin el contexto del problema), (ii)
la interpretacién de las soluciones, en base al contexto, y (iii) la redaccién escrita de forma clara y legible de los
resultados que responden de forma certera a los requerimientos del problema, en el contexto dado.

2. Modelo lineal

Los siguientes problemas representan un recurso fundamental para tu aprendizaje, ya que te permitirdn
abordar de forma efectiva situaciones contextualizadas en el dmbito cientifico, las cuales resultan
relevantes para tu formacién profesional.

iTEM I. Modelamiento de una funcién lineal.
Ejemplo ilustrativo 1.
Contexto Requerido

Con el objeto de poder evaluar la resistencia de un En virtud de lo anterior:

resorte, se cuelga de él un objeto de masa “m”.

A través de las leyes fisicas, se conoce que el a. Propone un modelo matemdtico que relacione las variables
alargamiento de un resorte es directamente sefialadas en el contexto del problema e interpreta sus
proporcional a la masa del objeto que de él se cuelga.  pardmetros, considerando sus respectivas unidades de medida.
Observaciones efectuadas en laboratorio, dan cuenta

que cuando se cuelga un objeto de masa 10 gramos, el  Si se desea colgar un objeto en el resorte, sin que este se
largo del resorte es de 7 centimetros. Mientras que, destruya:

cuando se cuelga un objeto cuya masa es de 80

gramos, el largo — del mismo resorte — es de 13 b. 2§Qué recomendaciones darias 1 respecto a la masa méxima
centimetros. de dicho objeto?. Justifica matemdticamente tus resultados.

Solucién:

Etapa 1: Comprender el problema. Del contexto se desprende que el largo que adquiere el resorte depende de la masa
del objeto que colgamos.

Variables:

[(m): largo del resorte en centimetros, cuando se han colgado ! gramos, (variable dependiente)
m: masa en gramos del objeto que colgamos, (variable independiente)

Datos:
El resorte tiene un largo natural en reposo que llamaremos [;. Luego:

[(0)= lo

Cuando colgamos una masa m, la variacién experimentada por la funcién aumentard desde [, a [(m). Es decir se
alargaré 1(m) — I, cm cuando colgamos mgramos.

Observe que corresponde a la variacién de la funcién Vig ! (m)
Como el alargamiento (variacién de la funcién) es directamente proporcional a la masa que colgamos, entonces:

I(m) —1,

— =k, kcte=Ilm)=k-m+1, €8]

[(10) = 7 (largo es 7 cuando la masa es 10 gramos)

1(80) = 13 (largo es 13 cuando la masa es 80 gramos)
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Requerido:

Modelo para l(m)

m”*: valor de m, tal que [(In*) no se destruya. Luego, I(m) — [, > 5[,

2. Elaborar un plan de accién

i) Con los datos dados hay que plantear una férmula o modelo. A priori, se conoce que, las variaciones medias de la
funcién son constantes, dado que se sefiala que el alargamiento del resorte es directamente proporcional a la masa del
objeto que de él se cuelga. Por lo tanto, se deduce que el modelo es afin.

ii) Resolver la inecuacién que representa la masa maxima (o critica) para que no se destruya el resorte.

3. Ejecutar el plan

a) Modelo Matemdtico: [(m) = km + 1, (%)

De (1) se obtiene:
[(10) =7 y I(80) = 13 reemplazando en (*) se obtiene el sistema de ecuaciones

10k +1,=7: (3)
80k + 1, = 13 (4)

De (3) obtenemos: [, =7 — 10k (5)

Reemplazando en (4) deducimos que

80k + 7 — 10k = 13. Despejando k de esta ecuacién tenemos que k = 2

70

Reemplazando k en (5) concluimos que:

43
10 = 7 ‘
Por lo tanto, obtenemos:
[(m)= im + 43
70 7

b) Para determinar el dominio de esta funcién necesitamos responder b).
Para que el resorte no se destruya, se debe calcular primero el valor del mdximo estiramiento que puede tener.

El enunciado dice que si el resorte se estira més de 5 veces su longitud natural, se deforma. Por lo tanto, en lenguaje
matemdtico, el resorte se destruye si:

I(m) — I, > 5, (6)
Como, [, = g, debemos encontrar el valor de m para el cual [(m) — [, > 5[,
I(m) =1, > 5(3) 7)
Como I(m) — 1, = 76_0m reemplazando en (7) obtenemos que:

6 >5(43) 55 (43) (70) >2150
— — e == —_—
m 7)™ 7) 6) ™™ 76



4. Interpretacion de los resultados
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El modelo matemdtico es: [(m) = 76_0m + 47—3 con dominio 0 < m < 358.3

Para que el resorte no se destruya, se aconseja no colgar de él objetos cuya masa sea superior o igual a

Zzﬂ ~ 358.3 gramos.

Ejemplo ilustrativo 2.
Contexto
La ley de accién de masas establece que la velocidad con
que se forma un compuesto C, a partir de dos compuestos
A y B, es directamente proporcional a las cantidades (en
gramos) de A y B que ain no se combinan para formar el
compuesto C (conjuntamente proporcional).
De esta reaccién se conoce lo siguiente:
. . 2
a. Para formar 1 gramo de C participan — gramos

deAy % gramos de B.

b. Se dispone de 10 gramos de A 'y 15 gramos de B
para formar un compuesto C.

c. Desde que se inicié la reaccién entre A y B para
formar C, se han formado x gramos de C

Solucién:

Requerido

En virtud del contexto:

a. Modela la velocidad de reaccién v = v(x), en [g/min],
en funcién de Xx, indicando el dominio de v(x).

Se sabe que cuando se han formado 5 gramos de C, la
velocidad de reaccién del compuesto C es de 0.4 [g/min].

b. Con este dato, calcula la constante de proporcionalidad
de la funcién v(x).

c. Determina cudntos gramos se formardn de C al finalizar
la reaccién, asi como cudntos gramos de A y B quedardn sin
reaccionar.

1. Comprender el Problema: Variables, datos, incégnitas.

Variables:

v(x): velocidad de reaccién, medida en [g/min], variable dependiente.

x: cantidad de compuesto en gramos, variable independiente.

Datos:
Compuesto A= 10 gramos.

Compuesto B= 15 gramos.

5
Compuesto C, para formar 1 gramo se requiere % gramos de A 'y ~ gramos de B.

v(0) = vy = x gramos de C.

v(5) = 0.4 [g/min] de compuesto C.

Requerido:
Modelo v = v(x)

k: constante de proporcionalidad de v(x)

Cantidad de compuestos A, B y C que quedan al finalizar la reaccién.
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2. Configurar un plan.

(i) Analizando enunciado y datos, determinar el modelo, (ii) A partir del modelo y datos calcular la constante de
proporcionalidad, (iii) Usando datos y modelo determinar la cantidad de compuestos sobrantes.

3. Ejecucién del Plan
Modelo Matematico

Razonamiento:

5
- Si se han formado x g. de C, desde que se inicié la reaccién, entonces se han ocupado %x gde A y ~X grs de B.

- Luego, quedan 10 — %x g.deAy 15— gx g. de B sin reaccionar.

- La ley de accién de masas dice que en ese momento, la velocidad con que se forma C en [g/min], es directamente

5
proporcional al producto (conjuntamente proporcional) de (10 — %x) y (15— ;x) , es decir:

v(x)=k (10 - %) (15 - %x) ; donde k es la constante de proporcionalidad.

- Para determinar el dominio del modelo, debemos darnos cuenta que la reaccién concluye cuando alguno de los
2 5
compuestos A o B se termina. Dado que (10 —;x) y (15 —;x) son las cantidades de A y B, respectivamente, que

quedan cuando ya se formaron x grs de C. Es posible establecer que:
(10-2x) 20 y (15—2x) 2 0.
Resolviendo estas desigualdades tenemos que:
x<35yx<21
Por lo tanto, el dominio es la interseccién de ambos conjuntos, corresponde al conjunto de los x, tales que:

0 < x <21 o el intervalo [0,21].

Valor de la constante k:

Reemplazamos v(5) = 0.4 en el modelo (¥)

60, .80 4800 49

04=k(10-(2)-5)5-(3) 5 =kE) =k(ED) >k = ——

~ 0.004083

Por lo tanto, el valor de la constante de proporcionalidad es:

)
~ 12000

Luego el modelo es:

2= (5z005) (10-7) (15 -77)

B 2 . 5
v(x) = 0.004(10 — 7x)(1 - 7)x
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La reaccién termina cuando se acaba alguno de los componentes A o B. Ya sabemos que B se acaba primero y esto
5 . .
ocurre cuando 15 — ox = 0, o seq, cuando x = 21 . Es decir, la reaccién concluye cuando se han formado 21 g. de C.

En dicho instante, quedan:
10—%(21) =4 g.de Ay O grs deB.
4. Interpretacion de los resultados y respuestas

(a) En virtud de los requerimientos del problema, es posible establecer que el modelo matemdtico que modela la

velocidad de la reaccién quimica estd dado por la espresién: v(x) = (ﬁ)(lo - %x)(lS - %x)

49
(b) El valor de la constante de proporcionalidad k es 17000

~ 0.004

(c) La reaccién concluye cuando se formaron 21 g. del compuesto C y quedan 4 g. del compuesto A y O g. de B.

ITEM Il. Problemas de contexto. Utilizando los recursos y herramientas provistas en clases, elabora y ejecuta un plan de
accidén que te permita resolver matemdticamente los siguientes problemas del dmbito profesional.

Problema 1.
Contexto Requerido

La cantidad de calor H (en Joules) requerida para En virtud de lo anterior, modela H en funcién de T.
convertir un gramo de agua en vapor estd, linealmente,
relacionada con la temperatura T (en °C) de la atmésfera.

A 10°C esta conversién requiere 2480 Joules y por 15°C
de aumento en la temperatura del agua, dicho
requerimiento de calor, disminuye en 40 Joules la cantidad
de calor necesaria.

Problema 2.
Contexto Requerido

El punto de congelacion y ebullicion del agua puede ser Considerando los antecedentes proporcionados por el
expresado en dos escalas de medicién (Celsius o Farenheit). contexto, expresa la temperatura [ (en grados

- L Fahrenheit) como funcién lineal de la temperatura C
En ese sentido, se sabe que el punto de congelacién del agua es

0°C 6 32°F y el de ebullicién es 100°C 6 212°F. (en grados Celsius).

Problema 3
Contexto Requerido

La dilatacién de una barra metdlica es proporcional al aumento  En virtud de lo anterior:
de temperatura que ella soporta.

a. Modela la longitud de la barra, medida en
Se ha medido que su longitud es 76.4 cm a 20°Cy 76.55 cm a  centimetros, en funcién de la temperatura medida en
100°C. grados Celsius.

Considerando el modelo obtenido anteriormente:

b. Determina la longitud de la barra cuando la
temperatura es 15°C.



Problema 4.
Contexto

Investigaciones llevadas a cabo por cientificos que estudian
diferentes fenédmenos que ocurren en la atmésfera, sefialan
que cuando el aire seco se eleva, se expande y se enfria.

Adicionalmente, los cientificos lograron determinar que el
la temperatura del
proporcional a la altura que éste alcanza respecto del

cambio de aire varia de forma

suelo.

Por otro parte, se sabe que la temperatura del aire a nivel
del suelo es de 20°C, mientras que a un kildmetro de altura

es de 10°C.

Problema 5.
Contexto
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Requerido

a. La expresidon matemdtica que muestre la relacién entre
la temperatura del aire en (°C), en funcién de la altitud

(km).

b. La representacién grdfica de la situaciéon planteada (sé
riguroso(a) en dicha representacion).

c. El estudio analitico de la monotnia de la funcién.
d. La temperatura a una altitud de 2,5 kildmetros.

e. La altura a la cual, la temperatura del aire es igual a
cero Kelvin.

Requerido

En Chile, la produccién de carne bovina alcanza aproximadamente las

191.000 toneladas al afio (ODEPA, 2011).

Con el fin de garantizar el
bienestar animal y
mortandad

minimizar la
de las crias durante la
gestacion, se ha estudiado
que en el
bovinos, no se les puede
suministrar

caso de los

medicamentos
de ningln tipo, cuando el
feto ha alcanzado el 60%
del periodo de gestacion
promedio de un ejemplar
bovino.

Determine:

a. El modelo matemdtico que relaciona el
crecimiento del feto, en funcién del
tiempo de gestacion. Si se sabe que la
longitud de un feto de 12 semanas es 4
cm y crece 1,53 cm. cada semana.

b. La fecha critica de suministro de
medicamentos a las vacas en gestacion.

c. 2Serd posible administrar medicamentos
a una vaca, cuyo feto posee una
longitud es de 28 cm?. Fundamenta
matematicamente tu respuesta.

Se sabe que el periodo de gestacion de una vaca oscila entre un minimo

de 276 y un maximo de 290 dias* (UC, 2013).

Para el suministro de un medicamento entonces, resulta necesario conocer

*Para efectos de cdlculo, considera 1 semana
igual a 7 dias.

la dindmica de crecimiento del feto. En ese sentido, estudios médicos

sefialan que el crecimiento de un feto, de a lo menos 12 semanas de

gestacién se modela mediante una funcién afin; donde “ L“ es la longitud

(enem.) y “ t* es el tiempo de gestacién (en semanas).

Problema 6.

El colesterol es una sustancia grasa (un lipido) que puede encontrarse en algunos

alimentos, pero también es producida por el higado. Biolégicamente es una
sustancia vital, porque se utiliza para producir estrégeno, testosterona, vitamina D
y otros componentes vitales que, en su conjunto, son transportados hacia el torrente

sanguineo.

Cientificos vinculados a la produccién de alimentos saludables han descubierto que
gran diversidad de semillas aptas para el consumo humano contienen esteroles
vegetales y estanoles, que imitan el papel del colesterol en el intestino y bloquean

su absorcién.

3‘:‘ Triglicéridos

¥

Colesterol
‘0

_ Total
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. " s mg
En general, se admiten los siguientes valores en los niveles de colesterol T

Ideal: C < 200

e Ligeramente alto: 200 < C <240

Alto: 240 < C < 300

e  Muy alto: C =300
En este contexto, y a fin de elaborar nuevas recetas alimentaras que contribuyan a mitigar los efectos negativos que
provoca el colesterol en la salud humana, se ha comprobado que en mujeres de entre 20 y 29 afios, la relacion entre el
. . P . mg . . .
riesgo coronario R (expresado en términos porcentuales), y el nivel de colesterol C en ol cuando éste estd por encima
de 210 es un modelo afin.

Con esta informacién de base se sabe que el incremento de riesgo coronario (R) a un nivel de colesterol de 210 es de un
0,1621 y a un nivel de 231 de un 0,1920.

Hint: El porcentaje es una notacién matemdtica que representa una cantidad dada como una fraccién en 100 partes.
Dicha notacién se expresa en una escala de 1 a 100.

Dado el contexto, responde a los siguientes requerimientos del problema:

a. Describe las variables involucradas en el problema.

b. Modelq, con los datos proporcionados, la funcién que relaciona las variables involucradas en el fenémeno de
estudio.

c. Establece, por medio de un procedimiento algebraico, el dominio y recorrido de la funcién.

d. Traza, rigurosamente, la curva R(C)en su dominio.

. ) . . . . . mg ™
e. 3Cudl es el riesgo coronario para una mujer que presenta niveles de colesterol iguales a 260 [E]? . Justifica,

por medio de un procedimiento matemdtico, tu respuesta.

f.  &Qué niveles de colesterol debe presentar una persona para que su riesgo coronario sea del 100%?%2 . Justifica,
por medio de un procedimiento matemdtico, tu respuesta.

Problema 7.
Contexto Requerido

Una empresa productora de cereales adquiere una a. El modelo matemdtico que exprese el valor de la maquina
maquina cosechadora en US$20.000, la cual se cosechadora en funcién de su edad.

deprecia linealmente hasta un valor de venta
US$1.000 al cabo del décimo afio. b. El gréfico asociado a dicho modelo matemdtico, considerando

como intervalo el instante de adquisicién y venta de la maquinaria.
c. El estudio analitico de la monotonia de la funcién.

d. La estimacién del valor de la maquinaria al cuarto, sexto y
octavo afio.

e. Dos argumentos que sustenten el instante de venta oportuno de
la maquinaria.

f. Una discusion (méximo 3 lineas), en términos de qué ocurrird con
el valor de la maquinaria al afio nimero 25.
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Problema 8.

Investigaciones llevadas a cabo por cientificos que estudian diferentes fenémenos que ocurren en la atmésfera, sefialan
que cuando el aire seco se eleva, se expande y se enfria.

Adicionalmente, los cientificos lograron determinar que el cambio de la temperatura del aire varia de forma proporcional
a la altura que éste alcanza respecto del suelo.

En este contexto, se sabe que la temperatura del aire a nivel del suelo es de 30°C, mientras que a dos kilémetros de
altura es de 7,5°C.

En virtud de lo anterior:

a. Modela, algebraicamente, el fenémeno del contexto planteado; estableciendo matemdticamente su respectivo
dominio y recorrido.

b. Representa rigurosamente, y de manera grdfica, la situaciéon planteada.

c. Establece, matemdticamente, (i) la temperatura del aire a una altitud de 2,5 kilémetros, y (ii) la altura a la
cual la temperatura del aire es igual a cero Kelvin.
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3. Modelo cuadratico

Ejemplo ilustrativo 1.
Dada f:A S R - R, definida por: f(x) = x> + 3x — 4 . Determina:
a. A=Domf
b. El conjunto de los x € Domf, para los cuales i) f(x) =0;
i) f(x) >0 ; iii) f(x) <0
c¢ f(-a) vy f(i) ,a€A a+0
d fla+h y 2D

Solucién:
a. Como las funciones afines y cuadrdticas estdn definidas V xe R, el dominio de f es R.

b. Determinamos los ceros de la funcién, donde es positiva y donde es negativa.

(i) Ceros de la funcién

fX)=0ex2+3x—4=0x=——- —ox=1x=—4

Porlotanto, f(x) =0 x=1, x = —4.
Utilizando el resultado anterior, f(x) = (x — 1)(x + 4), de tal manera que:

fx) >0 x2+3x—4=(x—1)(x +4) > 0, de acverdo a la operatoriaen R (x —1)(x+4) >0 & [(x—1>
DOA(x+4>0)]V[(x—1<0)A(x+4<0)]

Deaqui f(x) >0 (x>1Ax>-4)Vx<1lAx<-—4)
(i) Finalmente: f(x) >0 & x €] — o0,—4[U]1, o[

(iii) Usando lo anterior, se desprende que: f(x) <0 & x€]—4,1]
e f(-a)=a*—3a—4 yf(§)=a—12+§—4, con a€ IR — {0}
d fla+h)=(@a+h)?—-3(a+h)—4=a’+2ah+h*+3a+3h—4 vy

fA+n)—f1) (1+h))*-31+h)—4-0 h*+5h h(h+5)
h - h - h h

h+5 h=#0
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Ejemplo ilustrativo 2.

Expresa el siguiente modelo f(x) = —2x% + 6x — 4 en su forma candnica. Posteriormente, determina sus raices, valor
mdximo y /o minimo y su respectiva grdfica.

Solucién:

R A RN
Por tanto: f(x) = —2 (x —%)2 _|_%

De donde el vértice de la funcién cuadrdtica es:  V(h, k) = G , %)

k3
Y Las raices de f(x) = 0 vienen dadas por: x = h + ’—; =3 + V(1.5,0.5)
x
-1 1~ *2 3 1
’ =34 341 v
- 2~ f 272 ,
2 21
Es decir x; = 2=2y x2=5=1
Por tanto, los interceptos con el eje X, corresponden a los puntos: 4
(1,0) ¥ (20 y /
. . . /64
Ademds, f(0) = —4, de donde el intercepto con el eje Y, es el punto '
(O' _4)
_8—
Finalmente, como a = —2 < 0, trazamos el grdfico de la funcién
cuadrdtica dada, tal como se muestra a contunuacién o \

Importante: Recuerda que el vértice de la funcién cuadrdtica, f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, se obtiene desde su forma
canédnica: f(x) = a(x — h)? + k . Donde, V(h, k) es el vértice de la funcién cuadrdtica y los parametros a,h, k
representan:

a: parametro de amplificacién, que determina la amplitud de la pardbola.
h: traslacién horizontal.

k: traslacién vertical.

Ademads, recuerda que las raices de la ecuacién cuadrdtica f(x) = 0, reales o complejas, se obtienen fdcilmente desde su
forma canédnica, como vemos a continuacién:

f@=alx—h)3’+k=0 <

k
(x—h)zz—a & Ix—hl= - e x=h+ |[—=

iTEM I. Modelos gréficos

1. Considera f: A € R — R, tal que su representacién estd dada por:
1. f(x) =3—4x 1.3. f(x) = 4x* —15x — 25 1.5. f(x) =Vx — 25
2 4
1.2. f(x)=§x+1 1.4.f(x)=—gx2—3x+5 1.6. f(x) = /(2 = x)(x — 6)

En este contexto, determina:
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a. A= Domf

b.  El conjunto de los x € Domf, para los cuales: i) f(x) =0 ; i) f(x) >0; iii) f(x) <0
c¢ f(-a) y f(i) ,a€A a+0

fA+h)-f(1)
d  fla+h) y [B0IQ

2. Utiliza las funciones: g(x) = 4x y g(x) = Vx + 1 para realizar las siguientes evaluaciones, con a > 0, realizando las
restricciones necesarias de tal manera que cada operacion defina un nimero real:

a. g (i) b, — c. g(va) d.\/g(a)

g(a)

3. Para cada una de las siguientes funciones:
c:.f(x)=—3x+§ ; b.f(x)=-2x>4+3 ; < f(x)=vx—-3

fx+h)—f(x)
h

Determina F(x) = , donde h es cualquier nimero real fijo y no nulo. Para cada caso, expresa

matemdticamente el dominio correspondiente de F.

4. llustra de forma manual, la gréfica asociada a los siguientes modelos matemdticos. Compara la curva realizada por ti
versus la realizada por el software (Geogebra u otro) y a partir de ello, establece semajanzas entre los modelos

ilustrados.
GRUPO A GRUPO B GRUPO C GRUPO D
F(x)=(x+3)’ T(x)—1=(x+2) Hx)=3(x+1)+4 G(x):(x—3)2+1
2 2 2 2
fx)=—(x+3) t(x)—1=(x-2) h(x)=3(x—1)" +4 g(x):_(x—33) 1

5. “Una funcién cuadrdtica convexa y centrada en el origen, se ha trasladado 0,75 unidades a la izquierda y tres unidades
hacia abajo del eje de las abscisas”. Con esos antecedentes, determina:

a. La férmula general de la funcién trasladada.
b. El modelo matemdtico de la funcién trasladada, en su forma canénica.
c. Lailustracién de la curva en IR
d. El andlisis de la monotonia de la curva.
ITEM Il. Representa de la forma canédnica e ilustra de forma manual, la curva asociada a los siguientes modelos

matemadticos cuadréticos:

a. f(x)=4x>—8x—21 d I()=x>+2x+4

b. g(x)=2x"+4x+5 e. m(x)=2x"—8x+5

¢ h(x)=x>—8x+17 f.T(x)=-3x"+2x+1




ITEM lIl. Problemas de contexto. Utilizando los recursos y herramientas provistas en clases, elabora y ejecuta un plan de
accidén que te permita resolver matemdticamente los siguientes problemas del dmbito profesional.

Problema 1.

En el laboratorio de fisiologia animal se realizé una investigacién orientada a describir el nimero de impulsos emitidos
después que se ha estimulado el nervio de un animal equino. En ese contexto, "r" es el nimero de respuestas por

milisegundos (ms) y "s" es el ntmero de milisegundos transcurridos desde que es estimulado el nervio.

En virtud de los antecedentes proporcionados y la siguiente tabla:

s (ms) 2|13 4 5 6 7 8 |[9210
r(s)respuestas |0 | 7 [ 12 | 15|16 | 15|12 |7 | O

Responde a los siguientes requerimientos:

2Cudntas respuestas se obtuvieron a los 8 milisegundos desde que fue estimulado el nervio.
3En qué instante(s) el nimero de respuesta es de 7 impulsos después de estimular el nervio?
Determina las variaciones medias del fenédmeno de estudio, a partir de los valores observados.

o0 oo

Determina los intervalos de monotonia, es decir, donde r(s) es creciente y donde es decreciente, usando las
variaciones medias calculadas anteriormente.

e. Formaliza matemdticamente: (i) Dominio y recorrido de la funcién y (ii) Existencia del méximo y/o minimo de la
funcién.

f. Valida tus respuestas, a través de la representacién grafica del modelo matemdético 7 (s)

Problema 2.

La industria de alimentos ha estado permanentemente preocupada por la dindmica de poblaciones de salmones. En ese
sentido, se ha observado que los salmones emigran desde las zonas bajas de los rios a las zonas altas de los mismos con
el fin de desovar.

Es asi como los salmones a medida que suben en el rio,

van ganando masa a razén de 200 gramos por cada

kilbmetro que avanzan, pero asi también mueren 30 ",4’:(‘ e
= X

ejemplares por cada kilémetro recorrido. 5S4

i una empresa salmonera deja en un punto e un rio ejemplares de salmones con una masa promedio de
S | d to “A” d 4500 | d | dio de 2
kilos cada uno.

Requerido:

a. Modela la masa, en kilos, de la poblacién de salmones en funcién de la distancia respecto de A que han
avanzado los peces rio arriba.

b. Establece el dominio e imagen de la funcién que modela la masa (Kg) de la poblacién de salmones sefialada en
el punto anterior.

c. A cudntos kildmetros mas arriba de “A” se deben recoger los peces para que la masa de la poblacién de
salmones sea lo mds grande posible?

d. Caracteriza el comportamiento de la funcién en su dominio.

Problema 3.
Al administrar 500 miligramos de un antibidtico inyectable a un ternero, se obtuvieron las siguientes concentraciones

plasmaticas (Cpl) medidas en (ug/mL):

t (minutos) 30 45 60 75 90 120 180 240 300 360

t (horas)

Cpl(r) (ng/mL) 12 | 67 | 102 12,1 12,6 11,1 5,1 2,5 1,1 0,6
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En funcién del contexto:

a. Determina las variaciones medias en los intervalos dados, en funcién del tiempo en horas.

Determina los intervalos de monotonia, es decir, donde Cpl(l‘) es creciente y donde es decreciente. Para ello,
utiliza las variaciones medias calculadas anteriormente.

Indica el tipo de crecimiento y decrecimiento, y la forma de la grdafica asociada. Justifique su respuesta.

2A qué hora la concentracién es maxima y a qué hora es minima?
2Cudntas horas deben transcurrir para administrar la siguiente dosis de antobidtico?

0o 0

Esboza el gréfico de la curva Cpl(l‘), considerando el tiempo en horas.

Problema 4.

Contexto Requerido
El ozono se presenta en todos los niveles de la a. Formaliza matemdticamente cada variable.
atmésfera terrestre y su densidad varia segin
la estacion del afio y la altitud. En Edmonton, b. Determina dominio y recorrido para cada modelo matemdtico.
Canadd, la densidad D(h) del ozono (en 10-3
cm/km) para altitudes h entre 20 km y 35 km c. Determina la altitud donde la densidad del ozono es méxima,
se determind a nivel experimental. En ese durante el mes de abril en Edmonton, Canadd.
contexto, para cada D(h) y estacién del afio,
los modelos matemdticos estimados son los d. Determina la altitud donde la densidad del ozono es méxima,
siguientes: durante el mes de septiembre en Edmonton, Canada.
Otoiio: e. Con apoyo de software, grafica Doo(h) y Dop(h).

Doo(h) = -0,058h2 + 2,867h — 24,239
f.  Analiza la monotonia de Deo(h) ¥ Dop(h).
Primavera:
Dop(h) = -0,078h2 + 3,811h — 32,433 g. Determina Doo(h) = Dop(h) e interpreta dicho resultado.

Problema 5.

A diferencia de lo que ocurre con los otros nutrientes, el hierro de las hojas - determinado mediante andlisis foliar -
generalmente no resulta confiable para diagnosticar su carencia (clorosis férrica) en palto y otros frutales. Con el
objetivo de encontrar una mejor herramienta para evaluar el nivel de hierro del darbol, se realizé un estudio en un
huerto variedad “Hass”, donde se seleccionaron, aleatoriamente, 4 drboles con follaje normal, 4 drboles con clorosis
férrica leve y 4 con clorosis férrica intensa.

En cada drbol se colectaron, 15 hojas, 15 frutos y 40 inflorescencias. En
estos tejidos se determiné concentracion de hierro, mediante
espectrofotometria de absorcién atémica, previa calcinacion y extraccién
con dcido clorhidrico. En las hojas, ademds se midié concentracién de
clorofila con espectrofotometria, previa extraccién con etanol.

La concentracién de Hierro en la hoja y en la inflorescencia no presenté diferencias significativas entre los drboles. En
cambio, en la pulpa del fruto fue mayor en los drboles normales y menor en los otros, segin el nivel de clorosis presente.
Ademds, la concentracion de hierro de la pulpa, se presenté altamente asociada (R2 = 0,84) con la concentracion de
clorofila de la hoja, lo cual no ocurrié en el caso del hierro de la hoja y de la inflorescencia. Estos resultados, junto con
descartar al andlisis de hierro en la hoja y en la inflorescencia, permiten postular al andlisis de hierro en la pulpa del
fruto, como un promisorio método de diagnéstico, para evaluar el nivel de este nutriente en el arbol de palto
(Razeto y Palacios, 2007).
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600
50 f(h)=-6,645Th* +215,96h—1240,5 . e
e =084 )
g
@ 300 1
g
g
01(1)‘
0 T T T T T - T T r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Hero fito (mg - kg ')

Requerido. Considerando tus conocimientos previos, los contenidos tedricos vistos en clases, la informacién contenida en el

grdfico y el contexto de la investigacién realizada:

a. Determina el dominio y recorrido de la funcién f'(h).

b. Determina, fundamenta y luego interpreta el méximo de la funcién f (k).

c. Segun el estudio, f(12) condiciona el nivel critico de Hierro en el fruto. Calcula f(12) y explica la significancia de
dicho resultado.

d. Determina los niveles de clorofila en la hoja para concentraciones de Hierro de 8,5 mg - kg', 10,5 mg * kg y
16 mg - kg!

e. Investiga y escribe (en un maximo de tres lineas) la relevancia del factor R?2 = 0,84 para efectos del presente

estudio.

Problema 6.
Producto del proceso de implementacién de una planta faenadora de cerdos, se han debido realizar labores de limpieza

del rio Aconcagua. En funcién de ello, se observé que en un periodo de 5 dias se habian retirado 11,5 toneladas de
desechos, mientras que en 8 dias dicha cantidad aumenté a 20,8 toneladas. Si se sabe que el modelo que relaciona la

cantidad de material de desecho, en funcién del tiempo, es cuadrdtico; responda a los siguientes requerimientos:

a. Modelaq, algebraicamente, la expresién que relaciona la cantidad de material de desecho en funcién del tiempo.
b. Traza la curva asociada al modelo matemdtico.
Determina, a través de algin procedimiento algebraico, el instante en que se produce el valor extremo de la
funcién; indicando si es un méximo o minimo valor.
d. Establece y ejecuta una estrategia algebraica que permita determinar el nimero de dias y horas que han de

transcurrir para que la cantidad de deshechos sea 54,4 toneladas.
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Problema 7.

La polilla del racimo de la vid (Lobesia botrana) ataca a los vifiedos de la zona central de Chile. Su larva provoca un
dafio directo al alimentarse de los racimos, generando una pudricién y deshidrataciéon de las bayas, situacién que hace
disminuir considerablemente el rendimiento de productivo en los vifiedos.

En base a este antecedente, se han estudiado diversos insecticidas voldtiles, relacionando su actividad larvicida A(L) con
su respectiva solubilidad en grasas o lipofilia (L). Cabe sefialar que la actividad larvicida se mide en larvas muertas por
hora [Lm/h], mientras que la lipofilia es adimensional, dado que es un cuociente entre dos concentraciones.

Luego de la aplicacién del producto, las vifias entran en un periodo de cuarentena para permitir que el insecticida se
evapore. Ty, como jefe de la seccién de investigaciéon y desarrollo de la Viia Undurraga, tienes como misién investigar a
qué valor de lipofilia le corresponde la méxima actividad larvicida y buscar el modelo matemdtico que mds se ajuste a la
situacién planteada.

Insec,tif:idas Lipofilia* f;?\;lc?gg
volatiles (5] AL
1 -0,8 0,866
2 -0,7 1,156
3 -0,3 1,222
4 -0,2 1,372
5 0,6 1,871
6 0,8 1,869
7 0,9 1,416
8 1,0 1,781
9 1,2 1,390

*La interpretacién de la lipofilia negativa es que mientras mds negativa esta sea, el insecticida es mds soluble en agua. Los datos del estudio,
corresponden a nueve insecticidas y estdn recopilados en la tabla correspondiente.

En funcién de lo anterior y si se sabe que los datos responden de mejor manera a un modelo cuadrdtico, determina por
medio de un procedimiento rigurso, claro y ordenado:

a. La estructura algebraica del modelo.

b. Los valores para los cuales la actividad larvicida es nula.
c. La actividad larvicida minima o médxima.

d. El modelo grafico correspondiente.

Revisa otros problemas de contexto:
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Problema 8.

Botrytis cinerea Pers es agente causal de la pudriciéon gris de la vid (Vitis vinifera L.), ésta ocasiona importantes pérdidas
tanto en uva de mesa como en variedades destinadas a la vinificacién, especialmente en zonas con climas templados y
himedos durante la cosecha (Bulit y Dubos, 1988; Latorre, 1986; Latorre y Vésquez, 1996).

Los sintomas de esta enfermedad aparecen cuando las bayas tienen sobre 8% de sélidos solubles y concurren
condiciones ambientales favorables. Sin embargo, también son frecuentes las infecciones durante la brotacién y floracién,
produciendo lesiones cancrosas y necrosamiento de brotes y racimos (Bulit y Dubos, 1988; Latorre, 1986).
Adicionalmente, ocurren infecciones latentes las que tienen importancia como fuente de inéculo para el posterior
desarrollo de esta enfermedad, particularmente en la postcosecha de la uva de mesa (Latorre y Vésquez, 1996).

Previamente se ha reportado el efecto de la temperatura sobre el desarrollo de B. cinerea in vitro y el efecto de la
temperatura sobre el desarrollo de la infeccién en vid y otros cultivos (Eden, et al., 1996).

En este contexto, este trabajo tuvo el propésito de estudiar el efecto de la temperatura en la infeccién de flores y de
bayas maduras de uva de mesa.

En virtud del contexto, se requiere:

9 2
£(x)=0,02x* —0,56x+6,83
8 &
R1=0,97 a. Determinar el intervalo para el cual estd definida
7
4 f(x) v g(x), en base a la informacién que
B
- proporciona la Figura 1.
£° e
4 P b. Determinar algebraicamente el dominio y recorrido de
3 ¢ i la funcién que modela periodo de incubacién estimado
s para el desarrollo de la pudricion gris, en el cultivar
1 Flame Seedless y Thompson Seedless.
0
0 5 10 15 20 25 30 c. Determinar algebraicamente si  f(x) y g(x)

Temperatura (°C) . . . . .
alcanza un mdximo o minimo. Luego determine dicho

Figura A: Periodo de incubacién estimado para el desarrollo  pardmetro y interprételo de acuerdo al contexto en que
de la pudricién gris (Botrytis cinerea) en bayas de la vid de  ¢e &ste se inserta.
los cvs. Flame seedless (Latorre et al, 2002).

d. Determinar el periodo de incubacién (dias y horas) de
Botrytis cinerea en las bayas del cv. Flame seedless, si se
sabe que una estacién meteorolégica ubicada en el Valle
- g(x)=0,02x*-0,76x+8,45 de Casablanca ha registrado temperaturas promedio del
2 _ orden de los 22°C en los primeros 15 dias del mes de
7 R=0.95 abril

5 hd e. Determinar e interpretar el punto de equilibrio de las

Dias

funciones que modelan el periodo de incubacién en la
bayas de los cvs. Flame seedless y Thompson seedless.

& f. Con la informacién obtenida anteriormente, 2Qué
orientaciones entregarias a los productores de uva de

0 mesa de estos cultivares?
0 5 10 15 20 25 30

Temperatura (°C)

Figura B: Periodo de incubacién estimado para el desarrollo
de la pudricién gris (Botrytis cinerea) en bayas de la vid de
los cvs. Thompson seedless (Latorre et al, 2002).
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Seccidén 3. Otras funciones elementales

1. Funcién raiz cuadrada
Contexto

El preenfriamiento
(precooling) por aire
forzado es un método muy
utilizado para enfriar
frutas, vegetales o flores
cortadas. Esta técnica
consiste en pasar altos
volumenes de aire frio a alta presién a través del
producto, extrayendo de una forma rdpida y uniforme el
calor contenido en el producto.

Casi todos los productos frescos del supermercado pueden
ser preenfriados por aire forzado, aunque es mds usado
para las frutos provenientes de drboles asi como también
moras, melones y flores cortadas.

En un laboratorio de postcosecha de fruta se midié la
temperatura que alcanza una cdmara de refrigeracion,
luego de cinco y hasta 15 horas, de ingresado el total de
volumen de fruta a dicha cdmara. En ese contexto, la
temperatura (°C) de la cdmara, en funcién del tiempo
(horas) estd representada por el siguiente modelo

matemadtico:

Nt=5-1

T(t)= - <

2. Funciones definidas a tramos

Requerido

a. Elabora el gréfico de la curva, considerando el contexto y
el modelo matemdtico dado.

b. Redefine algebraicamente la funcién T(t), en funcién
del contexto dado.

c. Caracteriza el comportamiento de la curva, considerando
las variables involucradas.

d. Interpreta la temperatura de la cdmara de refrigeracién,
al inicio y término de las mediciones efectuadas.

e. Determina e interpreta la hora exacta (horas y minutos) en
que la cdmara de refrigeraciéon alcanza una temperatura de

-3°C.

iTEM I. Para la siguientes funciones, determina su dominio, recorrido y respectivo modelo grafico:

|—4\ S1 X<——
1 5
x)=1-4-x st -—<x<—
p(x) 2 >
. 5
3x+2 si x=2—
2
|—x+6| si x<1
m(x)=1{2—-x’ si 1<x<5
i32x si x=25

—VJx-3 si -65x<0
fix)= 2x-3 si 0<x<2
-3x+5 si x2>2

£ +2t—1 si t<0
JO=6Jr+4 -1
T si t>0




46

ITEM II. Problemas de contexto. Utilizando los recursos y herramientas provistas en clases, elabora y ejecuta un plan de
accién que te permita resolver matemdticamente los siguientes problema del dmbito profesional.

Problema 1.
La absorcién Fésforo (ppm-Kgfl)pdrq una determinada especie de leguminosas, en funcién del tiempo (horas),
desde que se aplicé un fertilizante fosfatado; estd dada por la funcién:

P(1) 0<t<t ' P (t)=—1"+10¢

P(t)= " ; donde:
P,(t) t,<t<t, P,(t)=—4r+48

En base a lo anterior:
a. Establece el dominio de P(t), sabiendo que:
(i t, € ]6,00[)' se obtiene de la interseccién de Pl A P2 ()
(ii) ¢, es elinstante donde la absorcién de Fésforo por parte de la planta, es nula.
b. Ejecuta un procedimiento matemdatico para modelar Pl (1) en su forma canénica. Utilice el método de
completacién de cuadrados de binomio.

c. Grafica funcién en su dominio.

d. Sefiala, utilizando lenguaje matemdatico, el intervalo de tiempo donde la absorcién del fertilizante es
estrictamente creciente. Justifica tu respuesta, utilizando variaciones medias.

Problema 2.
Varias proteinas que contienen cobre (Cu) desempefian un papel fundamental en procesos tales como la fotosintesis,

respiracion, desintoxicacion y lignificacion. Cuando se presenta una deficiencia de Cu, la actividad de estas enzimas se

reduce drdsticamente.

En relacién a lo anterior, existe evidencia cientifica que la deficiencia de Cu afecta el crecimiento reproductivo (formacién
de granos, semillas y fruto) mucho més que al crecimiento vegetativo. En las flores de plantas con adecuado suministro de
Cu, las anteras (que contienen polen) y los ovarios tienen mayor contenido y demanda de este nutriente. En ese contexto,
el polen proveniente de plantas con deficiencia de Cu no es viable.

En trigo, el efecto mds marcado de la deficiencia de Cu' es la reduccidon del crecimiento del sistema reproductivo,
condicidén que luego se expresa en la producciéon de granos. Investigaciones llevadas a cabo en esta linea han permitido
monitorear la distribucién de este nutriente (mol/cm3) en el tejido vascular de plantas de trigo, en funcién del periodo de
andlisis en laboratorio (dias).

A partir de ello, el modelo matemdtico que relaciona ambas variables es:

4(z—ij +l i 0<t<3

D(t)=1-25Vt—4+62 ,si 3<t<8

3Jt—10 ,si 8<t <10

Donde:

mol

. " T - N . e mol
! Se estima que el tejido vascular presenta déficit nutricional, cuando se cumple la siguiente condicion: 6& <[Cu] < OE;

1 1 . 1 1
presenta rangos normales cuando: 20— < [Cu] < 6 ——; y rangos éptimos cuando: 35— < [Cu] < 20—
cm3 cm3 cm3 cm3
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t € ]0,3]: Corresponde al periodo de muestreo (corte del tejido) para su posterior andlisis.
t € ]13,8]: Corresponde al periodo de reposo del tejido vegetal para su posterior andlisis.

t € 18,10]: Corresponde al periodo en que se aplica un suplemento de Cu sobre el tejido vegetal.

En base a los elementos presentados anteriormente:

a. Grafica la relacién (t,D(t)) en el contexto dado (intersecciones con los ejes, mdximo y/o minimo (si

corresponde) y asintotas (si las hubiere)).

b. Analiza el comportamiento cualitativo y cuantitativo de la curva en cada intervalo. Argumente su respuesta en
base a resultados empiricos que se puedan obtener del modelo matemdtico.

Seccién 4. Funcidn inversa proporcional

1. Conceptos basicos

N . k -
Las funciones cuya expresion es y = — sc¢ llaman funciones de proporcionalidad inversa y su grafica
x

recibe ¢l nombre de hipérbola, siendo k la constante de proporcionalidad.

. . . " » 1
Representando las dos ramas en los mismos ¢jes se obtiene la grafica de la funcidon y = —.

=

A la vista de la grafica observamos que:
* La funcion no esta definida en el origen.

* Es continua en todos los puntos salvo en x = 0,
que no pertenece al dominio.

* Es siempre decreciente.

Es simétrica respecto al origen de coordenadas.

* Las rectas de ecuacion y = 0 y x = 0 (¢jes de coor-

- JOUPRY Fgt, SV ——anaiad nfinbndan foat
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Traslacién horizontal: y =
x+h

ax+b

Las funciones racionales del tipo y = s¢ pueden expresar siempre de la forma y =

cx+d

Su representacion grafica es una hipérbola cuya asintota horizontal ¢s ¢l cociente de dividir ¢l numera-
dor entre ¢l denominador, y la asintota vertical se obtiene en ¢l valor de x que anula al denominador.

n n—1
ax"+a, X" +..+a,

—~ — . En base a este modelo, se puede establecer:
b x"+b, x"" +..+b,

Importante: Sea la funcién f(x) =

2

x =1
i) Si n>m = f(x) NO posee asintota horizontal, por ejemplo: f(x)= .

x+1
o . . . a . x+2
ii) Si n=m = f(x) Sl posee asintota horizontal y es la recta y = —, por ejemplo para f(x) = , la

b x=2
asintota horizontal es y = 1.
- : . , . : 2 .
iii) Si n<m=> f(x) Sl posee asintota horizontal y es el eje x. Por ejemplo para f(x)=—, la asintota
X

horizontal es y= 0.

iRecuerda!

Todas las funciones se obtienen a partir de una funcién identidad, para este caso, todas las funciones de la forma
ax+b , , o , »

f(x)=——— se obtienen a partir de la funcién inversa proporcional, cuyo modelo matemdtico es: f(x)=—, que

cx+d
grdficamente se representa de la siguiente manera:

f(x) =

-15 -10 -5 fﬁs 10 15 X
-5
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Ejemplo ilustrativo 1.

A continuacién se presentan un ejercicio, cuyo propdsito radica en obtener la curva asociada al modelo, mediante
sucesivas traslaciones. Para ello, observa cudles son los procedimientos y la légica de trabajo para lograr tal cometido.

Importante: El método que se presenta a continuacién es un ejemplo ilustrativo pues existen otros métodos para obtener el
grdfico de la curva. Por ejemplo, a través de la divisidn sintética de polinomios.

2x+3

Sea f :IR — R una funcién definida por f(x) = . A partir de dicho modelo algebraico debes obtener:

a. El dominio y recorrido de f(x)

La(s) ecuacione(s) de las asintotas.
c. El grafico de la funcidn.

Desarrollo:

2x+3
f)=——-—+—
PASO 1. Para abordar metodolégicamente el ejercicio, se debe considerar expresar el modelo x+4 dela
k
JX)=——+p
forma: x+h . Para ello se procede de la siguiente forma:

2x+3
T

a. Transformacién algebraica de la expresién

2x+3  2x+(—x)+x+3+(1)-1
x+4 x+4

fx)=

El principal objetivo es “eliminar” la variable independiente del numerador. Para ello, se suman factores
en el numerador con el fin de igualar el numerador con el denominador. En ese caso se debe prestar
especial atencién al desarrollo pues no se debe alterar el valor general de la expresién algebraica. Esto
implica que si se “suma” un factor, este se debe “restar” y viceversa.

i se observa, claramente se cumplié el propdsito. El numerador logré igualarse
S b , c t I I to. El dor | I
x+4 x-—-1 (en parte) con el denominador de la expresién. Lo anterior permite efectuar el

+ siguiente procedimiento:
x+4 x+4 9 P

fx)=

1 Se separan los componentes de la expresién en dos componentes diferentes

X+4+ X~ (fracciones). A partir de ello, es posible observar que la expresiéon de la

f)=

x+4 x+4 izquierda es 1, y por tanto, se escribe como tal.

A partir de esta expresioén es posible identificar que ya ha aparecido el factor

1 p”, el cual sefiala la posible ubicacién de una asintota horizontal. Sin embargo,
el modelo ain no toma la forma de una funcién inversa proporcional

x_
fx)=1+
x+4 trasladada, pues ain permanece la variable “x” en el numerador. Lo anterior es

un indicio de que la expresién debe seguir trabjandose algebraicamente hasta
lograr su completa transformacién:
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x—1+(=x)+x+5+(-5)

fR=1+ x+4

Como se observa en el desarrollo matemdtico, nuevamente el objetivo es igualar la expresién que posee a la
variable independiente, con su respectivo denominador. Al efectuar las operaciones, se logra obtener lo siguiente:

Y+4 —x+x—5 A‘\I c?bservc:r detenidamente este procedimiento, es posible identificar lo
fx)=1+ + siguiente:
x+4 x+4

a. Aparece otro “uno” en la expresidn, a partir del segundo factor.
b. En el tercer factor de la expresidon muestra que la variable
independiente “x” desaparece del numerador.

En base a la expresiéon anterior, y efectuando operaciones algebraicas
elementales, se obtiene el siguiente modelo matematico:

0-5
x)=1+1+—
F) x+4

5
s f)=———+2

f)=2+—-+- x+4

x+4

Si se desarrolla algebraicamente este modelo matemdtico, serd posible

fx)= ——4 +2 observar que es idéntico al modelo matemdtico propuesto inicialmente:

+

2x+3

fﬁj:x+4

=2t

PASO 2. La obtenciéon del modelo matemdtico x+4 resulta relevante, pues éste permite obtener
inmediatamente:
=  Orientacion de la curva: Se sabe que la funcién inversa proporcional es positiva si k>0. Sin embargo, en el
modelo matemdtico se observa que k<O, ya que existe un signo negativo asociado al “5”. Esto resulta relevante,
pues al graficar el modelo matemdtico, la curva estard ubicada en el segundo y cuarto cuadrante del plano
cartesiano. Tal como se muestra a continuacion:
f(x)

154

-104
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=  Ecuacion de la asintota horizontal: Que estd dada por la expresiéon “p” del modelo matemdtico, en este caso
“2”. En ese contexto, la ecuacién de la asintota horizontal serd:

Lo anterior se traduce en que la curva se desplaza verticalmente desde su posicién anterior, dos unidades sobre
el eje “x”. En ese contexto, la curva adopta la siguiente forma:

£(x)

154

104

-10

-154

=  Ecuacion de la asintota vertical: Que estd dada por la expresiéon “h” del modelo matematico, en este caso “4”.

En ese contexto, la ecuacién de la asintota vertical serd:

x+4=0
x=—4

Lo anterior se traduce en que la curva se desplaza horizontalmente desde su posicién anterior, cuatro unidades
a la izquierda del origen. En ese contexto, la curva adopta la siguiente forma:

f(x)

Importante.
Cabe sefialar que conforme se generan las asintotas (vertical u horizontal), se modifica la ubicacion del centro de la

hipérbola.
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*  Ubicacién del centro de la hiperbola: La curva identidad f(x) = 1/x tiene su centro en el origen (0,0). Esto se
debe a que el coeficiente “k” del modelo matemdtico, en este caso es 1. Sin embargo, ya se sabe que cuando se

modifica un coeficiente del modelo matematico, la curva cambia significativamente su forma en términos graficos.

Lo anterior es un elemento clave al momento de graficar todo modelo matemdtico, ya que “ a mayor “k’’, mayor
serd el alejamiento de la curva respecto a su centro original, es decir, el origen”, sin considerar por supuesto el
desplazamiento que puede sufrir este centro debido a la ubicacién relativa, de acuerdo a la naturaleza de sus

asintotas. En ese contexto, y considerando que k=5, el grdfico representativo del modelo matemdtico es:

£(x)

104

-101

Importante:

= Noétese la ubicacién del centro de la hipérbola.

®= La relacién que existe entre las asintotas (vertical y horizontal) y la ubicacién del centro.
=  El alejomiento de la curva, respecto de su centro.

=  El acercamiento de la curva con las asintotas.

PASO 3. Una vez elaborado el grdafico del modelo matemdtico se procede a formalizar cada uno de los requerimientos

del ejercicio:
a. Dominio y recorrido de  f(x)

Dominio de la funcién: El dominio estard dado por todos aquellos reales, excluyendo a la asintota verticial. Lo anterior
es posible determinar realizando el andlisis del dominio, a partir de la expresién que podria indeterminar la funcién; es
decir, el denominador:

x+4=0
x=—4
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Por lo tanto, el dominio de la funcién corresponderd a todos los nimeros reales, excepto x=-4. Matemdticamente esto se
formaliza de la siguiente manera:

l%m#z{xeR/x¢—4}

Recorrido de la funcién: El recorrido estard dado por todos aquellos reales, excluyendo a la asintota horizontal. Lo
anterior es posible determinar realizando el andlisis del recorrido; es decir, despejando la expresién en funcién de x.
Para ello, se procede de la siguiente manera.

Sea f(x) =y, entonces:

5
=- +2
Y x+4
5
)=
Y x+4

(y=2)-(x+4)=-5
xy+4y—-2x—-8=-5
x(y—=2)+4y—-8=-5

—4y+8-5
x=—2Too

Si se observa, en el denominador existe una variable que puede indeterminar la expresion, para ello, se analiza el
denominador de la expresién, obteniéndose:

Por lo tanto, el dominio corresponderd a todos los nimeros reales, excepto y=2. Matemdticamente esto se formaliza de
la siguiente manera:

Recf ={yeR/y=2}

b. Ecuaciones de las asintotas.

Ecuaciéon de la asintota vertical: En
ecuacion sera:

npn

en el modelo matemdtico y se obtiene a partir del dominio, asi entonces, la

x=—4

Ecuacién de la asintota horizontal: Es “h” en el modelo matemdtico y se obtiene a partir del recorrido, asi entonces, la
’ ’
ecuacion sera:

y=2
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c. Grdfico de la curva: Dado que se trata de un modelo matemdtico NO contextualizado, la representacién gréfica
de dicho modelo es:

£(x)

2. Actividades de aprendizaje

Las siguientes actividades te permitirdn conocer y aplicar conceptos teéricos asociados al estudio de
una funcién muy relevante, la funcién racional. Se espera que este recurso te permita analizar la
funcién inversa proporcional, o también llamada por algunos autores como hiperbdlica, a fin de de
puedas interpretar, deducir, inferir y concluir informacién relevante, a partir diferentes modelos
matemdticos en situaciones con y sin contexto cientifico.

iTEM I. Transformacién algebraica del modelo y construccién de su gréfica.

A continuacién encontrards ejercicios rutinarios para que pongas en prdctica el método de obtencién del grafico de una
funcién hiperbdlica. En esa misma linea, se espera que puedas determinar todos sus elementos, es decir, dominio,
recorrido, asintostas (si las hubiere) y su centro.

Lf(x)= 3;:43 6. f(x)= 3;:15 1. f)= —%+ 3
2. f(x)= XTS 7. f(0)= _:H 12 f0= 3;__ 29
s f=5 . fo=22 13 [ =-—
5. f(x)zz’:f 10 f(x):% 15 f(x)=——2—+3

x+5
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ITEM II. Problemas de contexto. Utilizando los recursos y herramientas provistas en clases, elabora y ejecuta un plan de accién
que te permita resolver matemdticamente los siguientes problemas del dmbito profesional.

Ejemplo ilustrativo.

Contexto Requerido

En la industria de alimentos, es usual el uso de bombas En base a lo anterior:

para evacuar el agua contenida en un estanque de

desechos derivados de un proceso productivo. a. Describe las variables involucradas.

La funcién que modela el tiempo (horas) que tarda en b. Determina el dominio de la funcién en el contexto
vaciarse el depésito, en funcién del nimero de bombas dado.

utilizadas estd dada por el modelo:

6 c. llustra el grafico de f(b) en el contexto dado.

fb) =+
b
Solucion:
Etapa 1. Comprender el Problema
Razonamiento Previo: Observemos que, a mayor cantidad de bombas para llenar el depédsito, menos tiempo tardard en
llenarse. Esto es lo que llamamos una proporcionalidad inversa, o mds técnicamente, decimos que estamos en presencia de

una funcién hiperbdlica.

Variables involucradas:
b: nimero de bombas utilizadas para el llenado del depésito. (variable independiente)
f(b): horas que demora el proceso de llenado con b bombas. (variable dependiente)

Datos:

- Modelo matemdtico, f(x) = g , x>0

- Relacién para establecer entre el nimero de bombas y el tiempo que tarda en llenarse el depésito.
Asi, si una bomba llena el depésito, se tiene la relacién: (1) = ? = 6 hrs.

Si se tienen 3 bombas, entonces el tiempo de llenado es: f(3) = g = 2 hrs. (menos tiempo).

6
En general, N bombas llenardn nuestro estanque en: f(N) = 5 hrs.

Observar que la funcién se va aproximando a cero, a medida que las bombas aumentan, es decir el llenado demora cada
vez menos.

Incégnitas: Dom f y gréfico.

Etapa 2. Elaborar un plan de accién

i) De la lectura reflexiva del enunciado se extrajo la informacién correspondiente a: variables, datos e
incégnitas.
ii) Del modelo matemdtico que estd dado se analiza dominio y esbozo del grafico reconociendo los pardmetros

involucrados.

Etapa 3. Ejecucion del Plan
En relacién al requerimiento “b”, analizamos la expresidn algebraica y observamos las restricciones de la expresién.
!

i) Para que f sea un nimero real N # 0.
ii) A partir del contexto del problema, se infiere que el dominio considera solo valores enteros positivos.
iii) Este dominio ademds estd acotado por el tiempo de llenado del depésito.
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Luego, el dominio es en notacién matemdtica: Dy = VA

En relacién al requerimiento “c”, observamos que el grdéfico, de acuerdo al contexto es:

(3]
=N
o
o
=1
o
<
=~
—
o
[
o

Eje de las abscisas: b ; Eje de las ordenadas: f(b)
Etapa 4. Interpretacion de los resultados y respuestas.

En relacién al requerimiento “b”: Tiene sentido analizar solo resultados de los célculos de la etapa 3.

El dominio son todos los nimeros enteros positivos, aunque observamos que habrd un momento en que el estanque se llenard
y de acuerdo al contexto del problema no tiene mucho sentido un andlisis a centésimos de horas, aunque la funcién
matemdticamente no se hard O.

En relacién al requerimiento “c”: En el grdéfico se puede observar la afirmacién sostenida en el punto anterior.
Problemas propuestos

Problema 1.

Un Centro de Investigaciéon de Flora y Fauna de una consultora medioambiental monitorea
permanentemente el comportamiento de las poblaciones de fauna silvestre, con el
objetivo de registrar y evaluar su tasa migratoria en diferentes periodos criticos del afio.

En ese contexto, observaciones realizadas durante cuatro meses y medio (antes y
después) de ocurrido un desastre natural en una localidad “A”, permitieron determinar el
siguiente modelo matemdatico:

3t-17

M(1)=
=5
Este modelo relaciona el nimero de individuos (decenas) de una poblacién de aves que migra desde una localidad “A” a una
localidad “B”, en funcién del tiempo (meses). Cabe sefialar que 1 = () representa el 1 de octubre de 2011, instante en que
se produjo el desastre natural en la localidad “A”.

En ese contexto:

a. Formaliza matemdticamente las variables involucradas (variable dependiente e independiente)

b. Determina algebraicamente las intersecciones con los ejes coordenados.

c. Formaliza matemdticamente la(s) ecuacién(es) de la(s) asintota(s), en caso de que la(s) hubiere.

d. Establece un plan de accién que le permita ilustrar paso a paso la curva M (t).

e. Grafica la curva M(t), en el contexto dado.

f. Redefine matemdaticamente el modelo, formalizando el respectivo dominio y recorrido de M(t), en virtud del contexto
dado.

g. Determina porcentualmente el incremento de la tasa migratoria entre M(4,5) y M(0), interpretando dicho resultado.

h. Evalta el impacto que tuvo el desastre natural en la tasa migratoria de la poblacién de aves silvestres. Para ello,

basate en el comportamiento de la curva M(1), en contexto.
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Problema 2.
Un grupo de Ingenieros en Alimentos recién titulados han generado un

negocio en el rubro vitivinicola, el cual se basa en la produccién de vinos
de exportacién, especificamente al mercado europeo.

Interesados en expandir su modelo negocio, y junto a ello, ingresar a
nuevos mercados (asidtico y americano) es que han estudiado el nivel de
rentabilidad? (cientos de millones de pesos) de la empresq, realizando

una proyeccidén (en meses) desde que ésta comienza a abrirse mercado
(t > 0) hasta un periodo de estabilidad ( f = 24).

El modelo matemdtico representativo de la proyeccién elaborada por el grupo de Ingenieros es:

FRSR: RO=2"1:vie]0,24]
t+2

En ese contexto:

at+b
a. Explica la(s) ventaja(s) que tiene transformar el modelo matemdtico de la forma: R(t) = ——— a la forma:
ct+d
k
R(t) =—+p.
t+h

b. Elabora un plan de accién que permita graficar de la curva, en el contexto dado.

c. Anadliza las siguientes condiciones del modelo R(t) <0 A R(z‘) > () y utilicelas como recurso para estudiar el

fenémeno planteado.
d. Elabora, al menos 2 conclusiones relevantes respecto del comportamiento de la curva, en el contexto dado.

Problema 3.

En el marco de una investigacién para el desarrollo de una nueva técnica de conservacién de célular, se debe criopreservar3d
una muestra de un tejido vegetal a una temperatura de -83°C. Sabiendo que la temperatura de la muestra del tejido es de
36 grados Celsius y la evolucién de esta (en minutos) se modela, a partir de la siguiente funcién:

T (1)= 36—90¢
t+1

Considerando ademdés que ¢ = ( corresponde al instante en que la muestra se coloca en el congelador, responde a los
siguientes requerimientos:

a. Grafica la funcién Tm(t), en el contexto dado. Para ello, sefiala todos sus elementos (dominio, recorrido,

intersecciones y asintotas, en caso de que las hubiere).

b. Sefiala, a partir de un procedimiento algebraico, la temperatura que tendrd la muestra de tejido vegetal a los
cinco minutos de haber ingresado al congelador.

c. Sefiala en qué instante la muestra alcanzard su estado de criopreservacion.

d. 2Cudl es la minima temperatura de criopreservacion que tendrd la muestra?. Indica cudl seria esa temperatura y
justifica tu respuesta mediante una expresién algebraica pertinente; junto a su respectivo desarrollo matematico.

2 Considere el concepto de rentabilidad, en términos muy simples, como las ganancias R(l’) > O , pérdidas R(t) < O o equilibro R(t) = O monetario de

una empresa; producto del andlisis de los ingresos I(t) menos los costos C(l’)de ésta, en un periodo especifico de tiempo.

3 La criopreservacién es el proceso en el cual células o tejidos son congelados a muy bajas temperaturas, generalmente entre -80 °C y -196 °C (el punto de ebullicién
del nitrégeno liquido) para disminuir las funciones vitales de una célula o un organismo y poderlo mantener en condiciones de vida suspendida por mucho tiempo. A
esas temperaturas, cualquier actividad biolégica, incluidas las reacciones bioquimicas que producirian la muerte de una célula, quedan efectivamente detenidas.



Problema 4.

Contexto
Un grupo de bioquimicos informa que la velocidad v de

una reaccién enzimdtica estd dada por la ecuacién:

T Km+S] =

Donde, K, es la constante de Michaelis, V., es la
velocidad madaxima posible y [S] es la concentracién de
sustrato.

Problema 5.

Contexto
Un estanque de cemento ha sido disefiado para
almacenar Tolueno, compuesto quimico utilizado para
la elaboracién de pinturas, resinas, recubrimientos,
gomas, detergentes, quimicos (dcido benzoico),
perfumes, medicinas, sacarinas, entre otros productos.

Dicho estanque tiene capacidad de 375[m3] y es
llenado en 8 [h] por una bomba B;, y en 12 [h] por
una bomba B, .

Ingenieros quimicos a cargo de la industria desean
conocer qué bomba es mds eficiente (menor tiempo de
llenado) para este proceso.

Requerido
En virtud de lo anterior:

. . 1
a. Reescribe esta ecuaciéon de modo que y == se
v
1

exprese como una funcién de x = ST

b. Esboza el grafico de la funcidon que encontrd

arriba. Este grdfico que se denomina representacién
reciproca boble de Lineweaber-Burk.

c. Grafica v, a partir de los pardmetros asociados al
modelo.

Requerido
En este contexto:

a. Plantea un procedimiento matemdtico que permita
determinar el tiempo en que ambas bombas, trabajando
conjuntamente, llenan el estanque.

b. Determina el tiempo de llenado para un volumen de

250 [m?]
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Seccién 5. Funcion polinémicas de orden superior

En esta seccion del documento, el objetivo principal estd centrado en que los estudiantes aprendan a dividir y
factorizar polinomios, identificando una raiz racional. Esta estrategia se utiliza en: (i) el cdlculo de algunos limites,
(ii) en la descomposiciéon de una expresidon algebraica, a través del método de fracciones parciales, (iii) en el
cdleulo de primitivas de funciones racionales, y (iii) en la aplicacién del método de los coeficientes indeterminados
para quienes cursen — a futuro — la asignatura de ecuaciones diferenciales.

1. Algoritmo de Euclides

A partir de dos polinomios P(x) y Q(x), encontrar los polinomios S(x) y R(x), llamados cociente y resto respectivamente,
de manera que P(x) pueda ser expresado en la forma : P(x) = Q(x)S(x) + R(x)|, donde R(x) tiene grado menor que
Q(x), o bienR(x) =0

Obijetivo de algoritmo de Euclides:
Se utiliza para transformar expresiones racionales, factorizando P(x), cuando R(x) = 0.

Ejemplo ilustrativo 1. Dividir P(x) = 4x3 —3x + 5 por Q(x) =2x —3
Solucién: Estrategia del algoritmo:

PASO 1. Se reescriben ambos polinomios en orden descendente de las potencias de X, incluyendo los coeficientes que son
cero.

4x34+0-x>—3x+5 :2x—3

4x3
PASO 2. Usamos el término —— = 2x? para multiplicar a Q(x) y el resultado de esta multiplicacién, restarlo a P(x) , es

decir :

4x34+0-x*>—3x+5 :2x — 3 = 2x?
—4x3 + 6x?

6x2 —3x+5

PASO 3. Repetimos el proceso, pero ahora usando 6x%2 —3x+5 y Q(x) =2x —3 enlugar de P(x) y Q(x),
es decir:

6x?>—3x+5 :2x—3 ; 3x
—6x% + 9x

PASO 4. Seguimos el algoritmo hasta obtener después de la linea segmentada un polinomio de grado menor que el grado
de Q(x), que es uno, esto es, un polinomio constante:

6x+5 :2x—3 ; 3
—6x+9

PASO 5. Fin del proceso porque se obtuvo un polinomio constante, que tiene grado cero, es decir menor que uno.

Asi pues, hemos encontrado el polinomio cociente S(x) = 2x2 + 3x + 3 y el polinomio resto R(x) = 14.
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Ahora podemos expresar P(x) en la forma: P(x) = (2x? + 3x + 3)(2x — 3) + 14 de donde se deduce que la expresién

. P(x) -
racional X puede escribirse como :
X

P(x)_(2x2+3x+3)(2x—3)+14~_2 2 43y 434 14
00 2x -3 Ter X 2x -3

2. Division sintética de polinomios

La divisién sintética es un algoritmo que ocupa solo los coeficientes de los polinomios, y se usa para dividir un polinomio
P(x) por otro que debe tener la forma x — a.

Este método se explicard a través del siguiente ejemplo:

Si queremos dividir P(x) = 2x* + 3x3 —x — 5 por x + 2, procedemos como se indica a continuacion :

Raiz conocida Coeficientes del dividendo
2 3 0] -1 -5
-4 2 -4 10
r=-2 2 -1 2 -5 5

PASO 1. En la segunda fila, a partir de la segunda columna, se escriben los coeficientes numéricos del polinomio dividendo

P(x) , ordenados de mayor a menor grado.

PASO 2. En la cuarta fila se escriben: En la primera columna, el coeficiente del divisor (-2), se repite el coeficiente de la

mayor potencia del dividendo es decir, de x*, que es (2).

PASO 3. Se multilplica la raiz conocida (-2) por 2 y el resultado (-4) se escribe en la tercera fila debajo del siguiente
coeficiente (3), al 3 se le suma el resultado y la suma es (-1) y se escribe bajo del (-4). Luego, se repite el procedimiento. Es
decir, se multiplica la raiz (-2) por el resultado de la suma (-1) y el resultado (2) se escribe debajo del siguiente coeficiente
(0), se suma al O y el resultado se anota bajo el 2. Se multiplica la raiz (-2) por 2, el resultado (-4) se escribe debajo del
siguiente coeficiente (-1), se suma al (-1) y el resultado se anota debajo el (-4).

PASO 4. Finalmente se multiplica la raiz r=-2 por (-5), el resultado 10 se escribe debajo del -5, se suma con (-5) y el
resultado, 5 se anota debajo del 10.

PASO 5. Los primeros términos de la cuarta fila son los coeficientes del cociente en orden decreciente de las potencias y el
Ultimo término es el resto. Por lo tanto, podemos escribir:

2x*+3x3 —x—-5=(x+2)2x3 —x2+2x—-5)+5
2.1. Actividades de aprendizaje

iTEM 1. Dados los polinomios P(x) y Q(x), use el algoritmo de Euclides para encontrar polinomios s(x) y 7(x), de manera
que P(x) = Q(x)s(x) + r(x) donde r(x) = 0 o bien el grado de r(x) sea menor que el grado de Q (x):

aP(x)=x3-2x*4+3x—-1, Q(x) =x2+1
b.P(x)=x°+1, Q(x) =x3+2x2—1
cP(x)=x3+2x2—-3x—4, Q(x)=x—2
d P(x)=x*+2x+1, Q(x)=x3-1

iTEM IIl. Dados los polinomios P(x) y Q(x), use divisién sintética para encontrar s(x) y r(x), que verifican P(x) =
Q(x)s(x) +1r(x),

a PX)=x3+4x2+7x—-2 ;Q(x)=x+2

b.P(x) =x*+2x3—10x2 —11x—-7; Q(x)=x-3

c.P(x)=4x3-3x2+3x+7; Q(x) = x+%
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3. Teorema del factor

El teorema del factor establece que ¢ es raiz del polinomio P(x) si y solo si (x — c) es un factor de P(x), es decir si
podemos factorizar P(x) , en la forma P(x) = (x — ¢)S(x). De esta manera, usaremos este teorema, a fin de factorizar
polinomios, en el caso que se conozcan raices de P(x).

Ejemplo llustrativo 1.

Exprese el polinomio P(x) = 4x3 + 4x2 — 11x — 6 como un producto de dos factores y, en seguida, como producto de tres
factores, sabiendo que —2 es una raiz.

Solucién:

® Como —2 es una raiz de P(x) , es decir P(—2) = 0, teorema del factor dice que (x + 2) divide a P(x)

® Por lo tanto, al dividir P(x) por (x + 2), se obtiene que el cuociente es s(x) = 4x% —4x — 3 y el resto 7(x) =
0.

® Por lo tanto podemos escribir P(x) = (4x% — 4x — 3)(x + 2)

® Luego factorizamos 4x? — 4x — 3, encontrando sus raices, y obtenemos:
42 —4x —3 = 4—(x—§)(x+1)
2 2
® Finalmente, el polinomio factorizado es:
P(x) = 4(x =) (x +D(x +2) = (2x — 3)(2x + D(x + 2)

3.1. Actividades de aprendizaje
iTEM 1. Factorice los siguientes polinomios P (x)

a. P(x) =x3+ 8, sabiendo que x = —2 es una raiz.

b. P(x)=x3+3x%—4x — 12, sabiendo que x = —3 es una raiz

¢ Px)=x5+x*+x3+x2+x+1,sabiendo que x = —1 es una raiz

iTEM II. Verifique que x —1 yx+ 2 son factores del polinomio P(x) = x*+ 2x% —7x% —8x + 12 y encuentre los
factores restantes. Posteriormente, verifique que —1 y 1 son raices del polinomio P(x) = x° + x* — x2 — 1 y factoricelo.

4. Teorema de las raices racionales

’ s s s . . .. . . . p
El teorema de la raiz racional afirma que si un polinomio P(x) con coeficientes en los enteros, tiene una raiz racional =,
q

entonces p debe ser un divisor del término “libre” del polinomio y q debe ser un divisor del coeficiente que multiplica a la

mayor potencia de x. Cabe sefialar que este teorema se utiliza para factorizar un polinomio en el caso que admita una raiz
racional.

Ejemplo ilustrativo 1.

Encuentre las raices racionales del polinomio P(x) = x* — 6x3 + 14x2 — 14x + 5 .

Solucién:
a. Usamos que, si 7 = § es raiz racional de P(x) , entonces p es divisor de 5 y q es divisor de 1.

Como los divisores de 5 son £1, £5 y los divisores de 1 son +1, las posibilidades para § sonr = +1,+5.
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Esto significa que si existe una raiz racional, debe ser +1 0 +5 . Solo probando podremos saber si existe alguna.

a. Por ejemplo, si escogemos 1 = § =1, resulta P(1) =0, por lo tanto la raiz esT =1y por el teorema del factor

(x — 1) es uno de los factores de P(x).
Dividiendo P(x) por (x — 1), se obtiene P(x) = (x3 —5x2+9x —5)(x — 1)

b. Para factorizar Q(x) = x3 —5x2 +9x — 5 , aplicamos la misma estrategia usada para factorizar P(x) , por lo tanto

las posibles raices de Q(x) son +1,45 . Probando con § =1, resulta Q(1) = 0. Por el teorema el factor (x — 1) es un
factor de Q(x) y dividiendo Q(x) por (x — 1), se obtiene: Q(x) = (x2 —4x +5)(x — 1)

c. Reescribiendo la factorizacién para P(x), podemos sefialar que:
P(x)=(x®—-5x2+9% —-5)(x -1 =(x*—-4x+5)x—-Dx-1).

Hasta aqui las raices racionales de P(x) son r = 1, que se repite dos veces. En ese sentido: sPuedes explicar, si hay mas
raices racionales 2

Orientacién: Un raiz que se repite 1 veces se llama raiz de multiplicidad n. En el ejemplo,7 =1, es una raiz de
multiplicidad 2.

4.1. Actividades de aprendizaje

Para los siguientes polinomios, encuentre todas las posibles raices racionales, determine dichas raices, si es que existen, y en
ese caso utilicelas para factorizar los polinomios:

P(x) =6x3+5x2—3x—2

P(x) =3x3 —4x? —35x + 12
P(x) =x*+6x3—6x—1

P(x) =2x3 —10x% + 12x — 4
P(x) =x*—2x3—5x2+8x+4
P(x) =2x3—-5x2+2x-5

P(x) =6x3+5x2—3x—2

P(x) =2x3-5x2+1

P(x) = x* 4+ 4x3 — x2 — 20x — 20

W ®NOOA WD~
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Seccién 6. Algebra de Funciones

Las diferentes actividades de aprendizaje de esta seccién han sido disefiadas para comprender algunas caracteristicas
importantes de todas aquellas funciones que hemos trabajo pero de un modo mas algebraico, indicando con precisién qué
condiciones se deben cumplir para que la suma, diferencia, producto y cuociente de las funciones estén bien definidas.

Luego, haremos lo mismo con la composicién de funciones, investigando dénde es posible definir tal composicion. Lo anterior
implica una aplicacién directa del concepto de dominio de una composicién.

Finalmente, abordaremos la estrecha relacién que existe entre funciones inversibles y la composiciéon de funciones, con
ejercicios que enfatizan la biyectividad de una tal funcién y la importancia de aquello para el logro de aprendizajes
futuros.

1. Algebra y composicién de funciones
En esta seccidn construiremos nuevas funciones, sumando, restando, multiplicando y dividiendo las funciones elementales ya

estudiadas. Ademds, estudiaremos la composiciéon y desconpomposicion de funciones. En todos los casos, no sélo
encontraremos la férmula que define la nueva funcién, sino determinaremos los dominios y cuando sea posible, su recorrido.

Ejemplo ilustrativo 1. Sean las funciones, representadas por f(x) = Zxx_+23 y gx)=+v3—x
Requerido:

a. Determina el dominio de f y el dominio de g

b. Determina la funcién f + g y su dominio dominio.

c. Determina la funcién fog y su dominio.
Solucién:

a. Dominiode fy g
Dom(f) ={x €R : x # 2} =R — {2}, porque la funcién no estd definida en x = 2

Dom(g) ={x €R : 3 —x =0} = (—,3], porque para que la funcién raiz esté definida, la cantidad subradical debe
ser positiva o cero.

b. Dom(f + g)
Dom(f + g) =Dom(f) N Dom(g) = R — {2} N (=0,3] = (—,3] — {2}

Por lo tanto: (f + g): (—0,3] = {2} >R ; (f+g9)(x) = f(x)+g(x) = 2 3—x

xX—=2

c. Dom(fog)

Dom(fog) = {x € Dom(g) / g(x) € Dom(f)} = {x € (—,3] / V3 —x € R—{2}}
={x€(—00,3]A V3 —x ¢2}={x€(—oo,3] A3—x # 4}
={x €(—,3] Ax=#-1}

Por tanto, Dom(fog) = (—,3] —{—1} , y ademas
fog: (—,3] = (1} > R ; (fog)(x) = f(g()) = F(V3—x) = 22

1.1 Actividades de aprendizaje

iTEM I. Determina la suma, diferencia, producto y el cuociente de cada par de funciones dadas, determinado sus dominios.

a f(x)=x2-3x; g)=+Vx+2 d. f)=vx—2; gx)=vx+5
b f@=V3-x ; gW=Va’-16 e f@=i; ; g)=x-1

x—-1

¢« f=x* ; gx= x% f. f(x)= %2 ;0 g() =%

X
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A partir de las funciones anteriores, determina el dominio de la funcién compuesta fog y luego encuentre la composicién

(fog)(®).

iTEM II. Efectoa la descomposicién de las siguientes funciones.

O & f) = Y@ T30
b f)=(C+2*+1)° e fO=( \/% _ 1y
¢ FO=@G+VZ+ D2 f f)=—

(x=3)%+1
2. Biyectividad y funciones invertibles

En este seccién mostraremos de manera teérica y gréfica la biyectividad de una funcién f para luego, buscar la inversa de
una funcién biyectiva, f1.

2
Ejemplo ilustrativo 1. Considera la funcién f:R — {1} > R ; f(x) =3x+ if—x y estudia su biyectividad

Solucién:

3x 3x—3x2+3x2 3x
Notemos primero que f(x) =3x + —=—"""—=—
primero que f(x) x s 1= 1=

Veamos que f es inyectiva en R — {1}. Para ello usaremos la definicién alternativa de inyectividad. Supongamos que

a, b ER—{l}:

3a

fl@=fb)==2=3a1-b)=3b(1—-a)=a-ab=b—ab = a=h

De la implicacién anterior se sigue que f es inyectiva en R — {1}. Ahora, calculamos el recorrido o conjunto imagen de f:

Rec(f) ={y €R:3x€R—{1} /y =1}

Pues bien, sea y € R. Hay que encontrar x € R — {1} tal que f(x) =y, lo que equivale a hallar:
3x
x €ER—{1} tal que E:y@3x=(1—x)y=y_xy
©3x+xy=y & xB+y)=y

De donde, siy # —3 entonces hallamos x € R — {1} ,tal que, x = %

Notemos ademds que x # 1 porque si suponemos, por el contrario, que x =1 = ﬁ , entonces:

1:B+y)=y © 3+y=y & 3=0 iijCONTRADICCION !

De esta manera hemos llegado a lo que buscdbamos:
Vy eR—{-3},3x= % € R — {1} que cumple f(x) =y.De manera que: Im(f) = R — {—3}

Y como: Codom(f) = R # R —{—3}, entonces f NO es una funcién sobreyectiva.
Con lo que la pregunta inicial del problema, (si f es o no biyectiva), ha sido respondida negativamente.

Sin embargo, notemos que restringiendo el codominio de f a la imagen calculada anteriormente, tenemos una nueva funcién
que también llamaremos f; y que ahora Sl es biyectiva:

3x
1—x

ffR={1}>R—-{=3}, f()=

Y sabemos que por ser f biyectiva, entonces f admite funcién inversa f 1.
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Finalmente tenemos: f™1:R—{-3}->R—-{1}, f1(y) = %

Y cambiando el rol de x por y, se tiene: fTLiR—{-3}->R—{1}, f1(x) = i que es la funcién inversa de la f
inicialmente dada .

2.1. Actividades de aprendizaje

ITEM I. Usando el mismo argumento grdfico que en el ejemplo ilustrativo anterior, verifica si las siguientes funciones son
biyectivas:

a. fitR->R ; f(x) =mx+n, m,n constantes,;m #* 0
b. fiR—{—4} >R—{-1} ; f(x) ===

x+4

c. fiR->R ; f(x)=x2six<0,f(x)=—-x25si x=0
dfi:R->R ; f(x)=3+2x3

ITEM II. Analiza si las funciones dadas poseen funcién inversa. En caso afirmativo, determine dicha funcién, su dominio e
imagen, y esboce un grdéfico de la inversa encontrada.

fiR—1[0,00) / f(x) = |x|

g:10,00) - [0, ) / g(x) = |x|
fiR—[0,00) / f(x) = (x — 1)

g:[—,1) = [0,0) / g(x) = (x — 1)?
fil=0,—2) U[2,00) - [0,0)/ f(x) = Vx* — 4

o a0 oo
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Seccion 7. Funcién exponencial y logaritmica

Esta seccidn, tiene como finalidad operar con funciones exponenciales y logarimicas. La funcién exponencial se basa en un
modelo que comUnmente se utiliza para describir cualquier proceso que evolucione en el tiempo, de modo que el aumento (o
disminucién) en un pequefio intervalo de tiempo sea proporcional a lo que habia al comienzo del mismo. Por otra parte, las
funciones logaritmicas tienen aplicaciéon en la medicion del tiempo con la técnica del Carbono 14, intensidad de los
terremotos, brillo de las estrellas, cdlculo del PH, férmulas del interés simple y compuesto, escalas logaritmicas y otras.

1. Propiedades de las potencias y logaritmos

A continuacién, se presenta una tabla con los conocimientos minimos (conocimientos previos) necesarios para abordar las los
diferentes contenidos de este recurso.

Revisa en detalle mds propiedades de los logaritmos, consultando los siguientes recursos virtuales:

2. llustracién del modelo grafico asociado a una funcién exponencial y logaritmica

Funciones Exponenciales y logaritmicas

Ejemplo llustrativo 1. Sea y = Ne?**" + k, donde:

" N: Intercepto de la gréfica con el eje de las ordenadas (Y) Solo cuando h =k =0
=  h: traslacién horizontal
= k: traslacién vertical

=\ factor de amplificacién

A continuacién se presentan las grdéficas asociadas a la variacién de los pardmetros asociados a una funcién exponencial, en
un mismo sistema de ejes coordenados. Para todos los casos, considere y = f(x)

Caso 1.

Se considera a y = e* la funcién original de base, con N=1, h=0, k=0. Se pide esbozar las gréficas de
y =e¥y=e?,y=e" esdecr, A=1, 2, 4, es decir, A>1

Sol: En el gréfico se muestran las 3 funciones.

Conclusién: Si A>1 las gréficas
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Caso 2.

Se considera a y = e* la funcién original, con N=1, h=0, k=0. Se pide esbozar las graficas de
I 1
y=e4+ ,y=e2 ,y:ex
Sol: En el gréfico se muestran estas funciones

f(x) = e*

0.25x

Conclusién: Si 0<A<1 las gréficas
g(x) = e
h(x) = "™ "

Caso 3.
Se considera a y = e* la funcién original de base, con N=1, h=0, k=0. Se pide esbozar las graficas de
y=e*,y=e"*, esdecir,A=—-1,-2.

Conclusién:

Andlogamente, se pueden analizar las grdaficas asociadas a una

funcién logaritmica del tipoy = M In(x — h) + k

Caso 4.

Se considera a In(x) la funcién original de base e, con M=1, h=0, k=0. Se pide esbozar las gréficas de

4
1
y=2In@) ,y = (3)In(x), M=2y M=1/2. . -
y=Infx)
Conclusién: Si el factor M>T,.eeiiiiiiiiiiiiiiinnnnn... e
-2
0 T T S
-4
-6

3. Actividades de aprendizaje

ITEM 1. Usando como referencia la informacién anterior, grafica en un mismo plano, las siguientes funciones:

1. fiR>R, f(x)=e¥ 3. fR-R, f(x)=e GF
2. f:R— R, f(x) =e*,k+#0,cte 4. f:R* > R, f(x) =In(x — h),h # 0, cte
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ITEM II. Para las siguientes funciones, determinar el conjunto D de todos los nimeros reales x para los cuales f(x) representa

un numero real. Posteriormente, analiza el modelo y grafica las siguientes funciones:

a) f(x) =

(con Geogebra)

b) f(x) =5In(x +2) — 3

ITEM lIl. Determine las restricciones en cada ecuacién y luego resuélvala, usando las propiedades de potencias y logaritmos.

a.ln(2x—1)=2
b. eG*H =2
clog(x+1)=4

dn(nx))=1

f.In(x+6)+In(x—-3) =
In(5) + In(2)

g. e® = Ceb* , azb, C>0

h. 7e* —e?* = 12

x
i 0 = (V)
k. 41084(5) 4 3logsz(6) — plogz(x)

1 1
* s-log(x) 1+log(x)

m. V53 + V56 = 30



Seccion 8. Aplicaciones de la funcién exponencial y logaritmica

La funcién exponencial se utiliza regularmente para describir cualquier proceso que evolucione de modo

que el aumento (o disminucién) en un pequefio intervalo de tiempo sea proporcional a lo que habia al
comienzo del mismo. Algunas de las principales aplicaciones de las funciones exponenciales dicen relacién

con las siguientes:

1. Desintegracién radioactiva.

Explicacion del modelo Modelo Descripcion
Las sustancias radiactivas se desintegran con el paso
del tiempo. La rapidez de desintegracién de las M(t): masa final ; M,:

. . . . ““ M
sustancias radiactivas se mide por el “periodo de M@)=M, a' masa inicial ; q: constante de
desinfegracién” que es el tiempo en que ésta tarda en . .,
. . desintegracién (0 <a< 1) y
reducirse a la mitad.
t : tiempo en anos.

2. Crecimiento de poblaciones.

Explicacion del modelo Modelo Descripcion

El crecimiento vegetativo de una poblacién viene dado
por la diferencia entre nacimientos y defunciones.

Si inicialmente existe una poblacién P, , que tiene un
indice de crecimiento i (considerado en tanto por 1),
al cabo de ¢ afios ésta se habré convertido en una

poblacién PZ')

Pt)=PR,-(1+i)

P(t): poblacién final ; P,:
poblacién inicial ; i: indice de
crecimiento y r: tiempo en

anos.

Uno de los patrones de crecimiento mds simples
observados en las poblaciones naturales se conoce

P(t): poblacién final

B poblacién inicial

como crecimiento logistico y se representa con una K .
. . . . P(t)=——— K : carga poblacional
curva sigmoidea. Este modelo se asocia al crecimiento = p
. .. 1+A-e o : aumento porcentual de la
de poblaciones y a la propagacién de enfermedades .
Sy poblacion.
epidémicas.
K-P
A= —2 constante
0
propia del modelo.
3. Interés del dinero acumulado.
Explicacion del modelo Modelo Descripcion

En el interés compuesto los intereses producidos por un

capital, C, se van acumulando a éste, de tiempo en

tiempo, para producir nuevos intereses. Los intervalos
de tiempo, al cabo de los cuales los intereses se
acumulan al capital, se llaman periodos de
capitalizacién o de acumulacién. Al cabo de ¢ afios y
a una tasa de interés anual 7 (en %), el capital final

obtenido viene dado por la expresién Cf 3]

C,()=C,-(1+r)

Periodo de capitalizacion
anual

C,(1): capital final ; C,

capital inicial ; r: tasa de
interés anual (en %) y ¢:

tiempo en aiios.

Si para el capital invertido se consideran j; periodos
de tiempos, el modelo matematico posee la siguiente
forma:

Cf(t):CO-(l-F

100-n

r

Periodos de capitalizacion
mensual

7 =12: mensual

n = 4: trimestral

n = 2: semestral

n = 365: diario
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4. Problemas de contexto. Utilizando los recursos y herramientas provistas en clases, elabora y ejecuta un plan de accién
que te permita resolver matemdticamente los siguientes problemas del dmbito profesional.

Ejemplo ilustrativo.

En el drea de la microbiologia un drea de estudio dice relacién con el comportamiento que poseen las poblaciones de
microorganismos que afectan el normal desarrollo de los organismos vegetales y enfermedades en los seres humanos.

A partir de diferentes estudios, se conoce que la mayoria de las bacterias se reproducen por biparticion, entre ellas las
amebas, es decir, a partir de una célula madre se obtienen dos células hijas. En ese contexto, una de las mds importante
es la “Entamoeba” que causa “amebiasis o disenteria amebiana” y al menos 6 especies de amebas son pardsitos del
hombre.

Suponiendo que las condiciones de un cultivo son tales que, las amebas se duplican aproximadamente cada 30 minutos y

que inicialmente hay 10 amebas.

Requerido
a. Completa la siguiente tabla que relaciona el nimero “N(t)” de amebas en un cierto instante “t” (horas) de

tiempo.

t (medias horas) 0 1 2 3 4 5 t
N(t) (amebas)

b. De a) deduce y formaliza el modelo matemdtico que relaciona las variables involucradas y que permite
determinar el nimero N(t) de bacterias en un instante t de tiempo.

c. Sefiala el tiempo que se requiere para que en el cultivo hayan 2560 amebas.
d. Esboza la curva representativa del modelo matemdtico que relaciona ambas variables, en el contexto dado.

e. Interpreta el grdafico tomando como base el comportamiento de la curva, en el contexto dado.

Solucion:
Etapa 1 - Comprender el Problema Esto involucra definir variables, datos, incégnitas y grafico (cuando es posible).

Variables:
N(t) : representa el nimero de amebas con respecto al tiempo. (variable dependiente)

t: tiempo medido cada 30 minutos. (variable independiente)

Datos:

* to =0, tiempo inicial o tiempo O

*P(0)= 10 amebas

* tiempo de duplicacién : cada 30 minutos

P(1)= 2P(0), P(2)=2P(1)=P(1) = 2P(0); P(2) = 2- P(1) = 2 - 2P(0) = 22P(0); ....

Incégnitas:
o N(t)=f(t)=52
o t*=;7?,tal que N(t*) = 2560

o  Grafico

Etapa 2: Modelo Matematico. Es la representacion del problema o de las incégnitas en lenguaje matemdatico.
a. Completar la tabla del requerido. Al observar la tabla, deducimos que:
t (0)=0,
t=1, corresponde a 30 minutos transcurridos desde el tiempo O.
t=2, corresponde a 60 minutos transcurridos desde el tiempo O, etc
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t (medias 0 1 2 3 4 5 t
horas)
N(t) (amebas) 10 2-10 2(2-10)=2%2-10 23-10 24-10 25-10 2t-10

b. De la tabla se deduce el modelo matemdatico mediante una férmula:
N(t) =10-2¢

Etapa 3: Ejecutar el plan de accion. En esta etapa se usa el razonamiento deductivo. Esto permitird realizar los cdlculos
para determinar c)

c. Eltiempo t* que debe transcurrir, para que:

N(t*) = 2560 Lo requerido, evaluamos en la férmula del modelo
10 - 2t = 2560 Multiplicamos por el inverso multiplicativo de 10
2t = 256 Dos alternativas para despejar t*:

1. aplicar la funcién inversa In
2. Descomponer el nimero en potencias de base 2 y aplicar
propiedad de las potencias.
2t = 28 Dos potencias son iguales si sus bases y exponentes son iguales.

t*=8 Interpretando este resultado equivale a 4 horas.zporqué?

d. Grdfico.

250 7
A partir de la férmula y lo aprendido en el laboratorio, representamos las 200
150
. _ 99X _ L 9Xx ¢
funcionesy = 2%,y =10+ 2 P
50

El objetivo es recordar, el significado del pardmetro N=10. % 1 2 3 4 5 6

Y
o

e. Observamos que la curva es creciente convexa, la curva intercepta al eje de la variable dependiente en el nimero

inicial N(0)=10
Etapa 4: (Mirar hacia atrds). Verbalizar y responder las preguntas del problema

a. La tabla completada es:

t (medias horas) 0 1 2 3 4 5 t
N(t) (amebas) 10| 2-10 2(2-10)=2%2-10 23-10 24-10 25-10 2t-10

b. La férmula de la funcién que representa al problema o modelo matemdtico es: N(t) = 10 - 2¢
c. Para que el nimero de amebas sea 2560, deben transcurrir 4 horas.
d. Al observar la curva, podemos afirmar que la gréfica representa que las amebas se reproducen exponencialmente y

su crecimiento es rdpido, ya que la curva es convexa.
Otros ejemplos ilustrativos
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4.1. Actividades de aprendizaje

Problema 1.

El drea de la sanidad vegetal se preocupa, dentro de otras tareas, del estudio de las poblaciones de microorganismos que
afectan el normal de desarrollo y crecimientos de los organismos vegetales, con el fin de establecer mecanismos que
permitan controlar plagas, malezas y enfermedades.

A partir de diferentes estudios, se conoce que la mayoria de las bacterias se reproducen por biparticion, es decir, a partir
de una célula madre se obtienen dos células hijas. En ese contexto, un tipo de bacterias necesita de una hora para
reproducirse.

Considerando la informacion proporcionada anteriormente:

a. Completa la siguiente tabla que relaciona el nimero “f(t)” de bacterias en un cierto instante “t” (horas) de tiempo.

t (horas) 0 1 2 3 4 5 6 7
f(t) (bacterias)

b. Determina el modelo matemdtico que relaciona las variables involucradas y que permite determina el nimero f(t)
de bacterias en un instante t=n de tiempo.

c. llustra la curva representativa del modelo matemdtico que relaciona ambas variables, en el contexto dado.
Interpreta el gréfico tomando como base el comportamiento de la curva, en el contexto dado.

Problema 2.
Las sustancias radiactivas se desintegran emitiendo radiaciones y transformdndose en otras sustancias, tal como muestra el
siguiente esquema:

Sustancia radiactiva = Radiaciones + Otra sustancia

Este proceso se realiza con el paso del tiempo y a un ritmo que varia dependiendo de la naturaleza de la sustancia
radiactiva.

La rapidez con que se desintegra una sustancia radiactiva se conoce como “periodo de desintegracién” y corresponde al
tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de la masa inicial de dicha sustancia.

En ese contexto, si se tiene una masa inicial de un grado de una sustancia “x”, responda a los siguientes requerimientos:

a. Completa la siguiente tabla con el fin de averiguar la cantidad de sustancia radiactiva existente en cada instante
“t" de tiempo.

t (horas) 0 1 2 3 4 5
f() (gramos)

b. Determina el modelo matemdtico que representa la masa f{t) de la sustancia radiactiva al cabo de t=n afios.
c. llustra gréficamente la situacién planteada.
Interpreta el gréfico tomando como base el comportamiento de la curva, en el contexto dado.

Problema 3.

Estudios sobre dindmica de poblaciones llevados a cabo en un sector de importancia agroalimentaria de la sexta regién del
pais, determinaron que el crecimiento de una poblacién de microorganismos que afecta gravemente el cultivo de maiz de la
zona estd determinado por el siguiente modelo matematico:

P(t)=P,-(1+i)
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De la poblacién se sabe que estd conformada actualmente por por 50 individuos. En base a lo anterior, responde:

a. Si la tasa de crecimiento anual de la poblacién es del orden del 45%. 3Cudl es (en términos porcentuales) el
incremento de la poblacién de microorganismo al cabo de tres afios?

b. Si se sabe que la poblacién NO genera dafio biolégico mientras ésta se mantenga bajo el umbral de 250
individuos y sabiendo que los productores de alimentos de la zona no poseen actualmente los recursos econémicos
necesarios que manejar agrondémicamente a la poblacién en cuestiéon. §Qué recomendaciones biolégicas brindarias?

Problema 4.
Un empresario solicita de su asesoria pues estd pensando invertir un capital de US$5.000 en una entidad bancaria que
ofrece una tasa de interés anual del 6%. Para ello estd evaluando diferentes escenarios.

Escenario 1: Acumulacién anual de intereses.; Escenario 2: Acumulaciéon mensual de intereses.; Escenario 3: Acumulacion
trimestral de intereses y Escenario 4: Acumulacién semestral de intereses.

En base a lo anterior, ofrece al empresario el mejor escenario de inversién, de forma tal que pueda incrementar al maximo
su capital inicial. Justifica matemdticamente tu respuesta.

Problema 5.
La desintegraciéon de un isotopo radiactivo se modela a partir de la expresién:

N(@)=N,-e ™

Si se tiene 320 g. de una muestra del isétopo radiactivo 228Th, cuya vida media es de 1,92 afios.
En base a esto responde a los siguientes requerimientos:

a. 2Cudl es su constante de desintegracién?
b.  :Cudl serd la masa de 228Th que seguirda activa, al cabo de dos afios?

c.  ¢En cudnto tiempo se desintegrard el 90% de la muestra del isotopo en cuestion?

Problema 6.

En la X Regién de Los Lagos, un empresario invirtié tiempo atrds US$ 7.000 a una tasa de interés compuesto del 2% anual.
Actualmente ha decidido hacer el retiro de sus fondos, los cuales al dia de hoy se han incrementado en US$1201,61. En ese
contexto, determina el tiempo que ha transcurrido desde que el empresario lechero invirtié su dinero en el banco.

Problema 7.

El tamafio de cierto cultivo de bacterias se multiplica por dos cada treinta minutos. Bajo el supuesto de que el cultivo
inicialmente tiene cinco millones de bacterias. 3Dentro de cudntas horas el cultivo tendrd trescientos veinte millones de
bacterias?

Problema 8.
Una poblacién de individuos es llevado a una isla cuya capacidad de carga es de 300 ejemplares. Inicialmente y dadas las
caracteristicas edafoclimaticas del territorio, el aumento porcentual de la poblacién es de un 12%. Con dicha informacién

determina el modelo logistico en su forma algebraica y grafica.

Problema 9.
Un capital depositado a un interés compuesto del 4% anual, se ha convertido al cabo de tres afios en US$9550,87. En base
a esto, determina el capital inicial invertido.



74

Problema 10.
Un plantel lechero cuenta con 5000 bovinos, de los cuales uno estd enfermo. Se sabe que la propagacién del virus que

afecta al individuo en cuestidn, se modela a partir de la expresién:

3 5000
14+4,999.¢7%

I1(t)

En ese contexto, la normativa de salubridad e higiene de la planta lechera sefiala que “en caso de que la poblacién de
ganado infestada iguale o exceda el 40%, se suspenderdn las labores productivas”.

Considerando los elementos planteados anteriormente:

a. Formaliza las variables involucradas.

b. Determina la poblacién de animales infestados al cabo de 5 dias.
En caso de que la enfermedad no pueda ser controlada por el grupo de especialistas a cargo. Determina cudntos
dias deben transcurrir para que la planta lechera interrumpa sus labores productivas.

Problema 11.
El costo de fabricaciéon (en délares) de un fertilizante quimico estd dado por el nimero “q” de unidades producidas
mediante la funcién:

C(g)=2g-Ing)+20
En este contexto, Cudl serd el costo para 5, 8 y 10 unidades de dicho insecticida?. Expresa el costo del requerimiento en
ddlares y pesos, para ello considera 1 USD = 620 CLP.

Problema 12.

Una vaca en periodo de lactancia ha manifestado un cuadro febril por lo que suministrar un medicamento para controlar a
tiempo dicho cuadro, resulta clave. A raiz de lo anterior, la vaca no podrd amamantar a su ternero mientras que su torrente
sanguineo presente niveles mayores a 2 miligramos residuales de dicho medicamento.

El modelo matemdtico que permite determinar la cantidad residual de un medicamento en el torrente sanguineo de un

ejemplar bovino, “f” horas después de haber sido suministrado, estd dada por la expresién:

A(t)=10-0,8’
En ese contexto:
a. Determina el tiempo (horas y minutos) luego de suministrado el medicamento que deben transcurrir para que la
vaca pueda volver a amamantar a su ternero.
b. Determina el instante “t” donde no existe residuo del medicamento en el torrente sanguineo del bovino; obtenido el
resultado, interprétalo, estableciendo posibles explicaciones para dicho valor.

Problema 13.
Una colonia de bacterias presentes en un suelo franco — arcilloso, crece de acuerdo con la ley de crecimiento desinhibido
segun el modelo:

N(t) =100

; Donde: N(t) se mide en gramos y t en dias.

En base a lo mencionado:
a. Determina la cantidad inicial de bacterias.
b. Sefiala la magnitud de la poblacién de bacterias al cabo de 5 dias.
c. Establece el periodo que tarda la poblacion en cuestion, en alcanzar un crecimiento “x”, tal que N(t)=140 gramos.
Fundamenta algebraicamente su respuesta.
d. 2Cudnto tiempo debe transcurrir para que la poblacién estimada en “b”, se duplique?. Fundamenta

algebraicamente su respuesta.
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Problema 14.
Una maquinaria industrial fue adquirida por un valor de US$30.000. Entendiendo que, todo bien activo se deprecia

anualmente:

a. Modela la funcién que permite determinar el precio de la maquinaria, al cabo de f afios.
b. Determina el valor de la maquinaria de uno y cinco afios; si se sabe que dicho activo se deprecia a una tasa de un

20% anual.

Problema 15.
Los Departamentos de Finanzas y de Recursos Humanos de una empresa farmacéutica deben proyectar el costo de los

seguros de salud para sus trabajadores. En busqueda de realizar una proyeccién més precisa y rigurosa, el encargado de

presupuesto encontré la siguiente informacién:

En base a este informacién, y utilizando interpolacién geométrica, el encargado determiné que el modelo matemdtico que

permite predecir el costo mensual de las primas por concepto

de salud, estd dado por la siguiente funcién: Primas mensuales de seguro de salud
f(t)=44,584-(1,11) ; donde: §18.20 —*

f(t) es la prima mensual (en délares) y t es el nimero de afios, $45.50

a partir de 2000. En ese contexto: ot

a. Realiza una proyeccidn de los costos por concepto de
seguro se salud para el periodo 2016 — 2020.
b. Determina el incremento porcentual promedio del

costo asociado al seguro, tomando como referencia el 2000 2001 2002 2008 2004 2005
Afo

Fueme: Centros de Servicios de Seguridad Social. AARP (11-12/04)

mismo periodo pero hace 10 afios atrds.

gura: Curva representativa del costo mensual por concepto de seguro
de salud para trabajadores de una empresa farmacéutica en California,
Estados Unidos (Centro de Estudios de Seguridad Social, 2004).

Problema 16.
La siguiente grdafica muestra el crecimiento lineal de cien délares, invertidos a un interés simple del 7%. Asimismo, es posible

observar el crecimiento exponencial de la misma cantidad, invertida a un 7% de interés compuesto (anualmente).

Con dicha informacién, responde a las siguientes interrogantes:

a. Utiliza la gréfica para determinar el tiempo que tarda el I
capital invertido a un interés simple, en duplicarse. 2504
b. Calcula el tiempo de duplicacion para cien délares Crecimiento exponencial
invertidos a un 7% de interés compuesto, capitalizable - 25T A = 100(1.07)
cada afio. § 2004 o
c. Tomando como referencia ambos modelos de inversiéon. = - s
Determina la diferencia entre los montos resultantes §, 1754 2
después de 10 afios, sobre una base de inversiéon de '3 1504
us$100. 2 to I
d. En Estados Unidos, casi todos los bancos capitalizan el = 125+ ()
interés diariamente en lugar de hacerlo cada afio. 3Qué -
efecto tiene esto sobre monto total invertido?. Explica tu -
# 'S 1 ' ) | %

L] 1 L L]

2 4 6 8 10 12 14
Tiempo (afios)

respuesta.
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Problema 17.

La disponibilidad hidrica en algunas zonas del pais resulta critica para el cultivo de frutales y la mayoria de los cultivos
horticolas. Por lo mismo, y en el contexto del uso sustentable del recurso hidrico, el Ministerio del Medioambiente tiene como
objetivo reducir, anualmente, el consumo anual de agua de las personas en un 5%. Si como antecedente se conoce que en el
afio 2005, el chileno promedio usé alrededor de 580.000 galones de agua (1 gal = 3,79 L) para consumo y ofras
actividades propias del diario vivir. Con dicha informacién:

Modela el consumo de agua de una persona en “f” afios, a partir del afio 2005.
Explica claramente la l6gica que utilizaste para modelar la funcién solicitada en “a”.
Estima el consumo de agua de una persona al afio 2020.

oo oo

Con el dato obtenido en el punto anterior, determina la reduccién porcentual entre el afio proyectado y el afio
base.

Problema 18.

Los ingenieros a cargo de una planta de reciclaje, sefialaron que cada afio se reciclan casi 2/3 de las latas de aluminio que
llegan a dicha planta, mientras que 1/3 se envia a depésitos de basura. Lo anterior es relevante, ya que el aluminio
reciclado es generalmente utilizado para la fabiracién de nuevas latas, las cuales terminan son destinadas principalmente
para la agroindustria.

En Estados Unidos para el afio 2004, se reciclaron 190.000.000 de latas de aluminio. Con esta informacion:

a. Modela la funcién que permite estimar el nimero de latas fabricadas con aluminio reciclado, desde el afio 2004 al
afio “n”.

b. Explica, conceptualmente, por qué el modelo propuesto anteriormente permite estimar el nimero de latas
fabricadas con aluminio reciclado, al cano de “n” afios.

c. Estima el nimero de latas fabricadas con aluminio reciclado para el afio 2030.

Problema 19.

A fin de diversificar y preservar la fauna presente en un ecosistema, se introdujo una nueva especie de peces en un lago.
Ingenieros y Bidlogos a cargo de la iniciativa advierten que dado el estado del ecosistema, éste se encontrard estard en
equilibrio, siempre y cuando la poblacién de peces no sobrepase los 8500 ejemplares. Asi también sefialan que el modelo
matemdtico que relaciona el nimero de peces que estard presente en dicho ecosistema, medido en miles, en funcién del
tiempo (en afios) desde que el lago fue poblado por dicha especie, se puede representar por el siguiente modelo de
crecimiento poblacional:

10
Pt e ———
© 1+4-¢7%%

En funcién de lo anterior:

a. A partir del modelo planteado, infiere si existe algin limite para el crecimiento de la poblaciéon de peces.
Fundamente matemdticamente su respuesta.

b. Indica qué periodo de tiempo debe transcurrir para que la poblacién de peces sea equivalente al 40% de los
ejemplares que mantienen al ecosistema en equilibrio. Sea preciso(a) en su respuesta.

c. Indica cudnto tiempo debe transcurrir para que la poblacién de peces no altere el equilibro del ecosistema. Sea lo
mas especifico(a) posible en su respuesta.
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Problema 20.

La maquinaria industrial en una empresa productora de lacteos es clave para el normal desarrollo de las labores
productivas. Un operario efectia labores en la industria mientras se registra una temperatura ambiental de 20°F. Durante el
desarrollo de las labores productivas logra observar una alteraciéon en el normal funcionamiento de la maquinaria, por lo
que decide registrar la temperatura del motor, a fin de verificar que todo funcione correctamente.

En este contexto, el manual de la maquinaria sefiala que: “la temperatura T del motor (°F), t minutos después de que la
mdquina se encuentra en reposo, estd representada por medio de la siguiente expresidn algebraica”:

T-20
200

In =-0,11z

En funcién de los antecedentes proporcionados, responda las siguientes interrogantes:

a. Ejecuta un procedimiento matemdtico que le permita expresar la temperatura del motor de la maquinaria, en
funcién de los minutos que han transcurrido desde que ésta se encuentra en reposo.

b. Ejecuta un plan de accién que le permita esbozar gréficamente el modelo algebraico obtenido en “b”, si se sabe
que el tractor estuvo detenido 4 horas. Refiérase brevemente al comportamiento cualitativo de la curva.

c. Con la informacién que cuenta, discuta sintéticamente respecto al resultado que se obtiene al resolver T(l‘) =0.

Interprete dicho resultado vy sitte la discusiéon en base a argumentos matemdticos y brindados por el contexto.

Problema 21.

En la biésfera existen organismos capaces de llevar a cabo la fijacion de Nitrégeno (N2). Estos organismos reciben el
nombre de procariotas y pueden realizar este proceso, ya que poseen un complejo enzimdtico nitrogenasa que se encuentra
exclusivamente en ellos. Este complejo enzimdtico es muy sensible al oxigeno. Sin embargo muchos de estos organismos
presentan adaptaciones que les permiten fijar N2 en condiciones muy diversas, es por ello que existen organismos fijadores
en vida libre y organismos fijadores en simbiosis (en asociacién con otros organismos).

Rhizobium sp. es un tipo bacteria que favorece la fijacién de Nitrégeno en suelos destinados a la produccién de fabdceas
(leguminosas). En este contexto y para conocer la dindmina de crecimiento de esta poblacién, se realizaron diversos estudios
orientados a modelar el crecimiento de Rhizobium sp.

Ingenieros Agrénomos vinculados al Area de Fitotecnia (produccién de cultivos) y responsables de la iniciativa, advierten que
los niveles de Nitrogeno en el suelo serdn éptimos, siempre y cuando la poblacién de bacterias no sobrepase el umbral de
1.500 organismos.

En este contexto, el modelo matemdtico que relaciona el nimero de individuos (expresado en cientos) en funcién del tiempo
(en meses), durante un periodo de investigaciéon de 24 meses, estd dado por la expresion:

A= — 20

t

1+100-¢ 2

En funcién de lo anterior:

a. Elabora el gréfico de A(l‘) en su respectivo dominio, considerando todos sus elementos.

b. A partir del modelo algebraico o grdfico, infiere si existe algin limite para el crecimiento de la poblacién de
Rhizobium sp. Justifica tu respuesta.

c. Indique qué periodo de tiempo debe transcurrir para que la poblacién de Rhizobium sp. sea equivalente al 80%
de los organismos que mantienen al ecosistema en equilibrio. Sé preciso(a) en tu respuesta.

d. Indica e interpreta cudl era el tamafio de la poblacién de bacterias, al inicio y término de las mediciones.
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Los quimicos midieron la acidez de una solucién en base a la concentraciéon de iones hidrégeno hasta que Sorensen, en 1909,

definié una medida mds conveniente que estd dada por la expresién:

pH= —log[Hﬂ
-.pH=—log(Ax10")

Donde [H*] es la concentracién de iones hidrégeno medida en moles por litro (M).

En este contexto, las soluciones se definen en funcién de su pH de la siguiente manera:

"  pH=7 o[H*] = (107 M) corresponden a soluciones neutras.
" pH <7 o [H*] = (107 M) corresponden a soluciones dcidas.

= pH>7 o [H*] = (107 M) corresponden a soluciones bdésicas.

Dada la concentracion de hidrégeno o el pH presente en una muestra de 100 g. de las siguientes sustancias, complete la

tabla adjunta®:

Sustancia [H*] pH Naturaleza de la solucidén (basica — neutra — acida)
Jugo de limén 50x103M
Jugo de tomate 3,2x104M
Sustancia [H*] pH Naturaleza de la solucidén (basica — neutra — acida)
Vinagre 3
Leche 6,5
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Seccién 9. Linealizacién

En esta seccién estudiaremos dos problemas relacionados con las funciones que hemos estudiado, y que se podrdn usar como
herramienta de laboratorio, cuando haya que modelar una tabla de observaciones mediante una funcién exponencial o
potencial.

1. Modelo Potencial

A continuacién, estudiaremos cémo inferir, a partir de una tabla de observaciones, si los datos corresponden al modelo
potencial de la forma: y(x) = C - x%. Para ello investigaremos, a qué modelo lineal es equivalente la funcién y(x) = C - x%

Deduccién del modelo lineal.

y(x)=C-x“ Consideramos como inicio el modelo potencial

In (y(x)) =1n (C - x%) Aplicamos (componemos) con la funcién logaritmo natural
1n(y(x)) =In(C) + In (x%) Usamos la propiedad del logaritmo de un producto

1n(y(x)) =a-In(x) +In(C) Aplicamos la conmutatividad de los reales y la propiedad del

logaritmo de una potencia

vx)=a-u+b Efectuamos por simplicidad un cambio de variables

Funcién afin con: v =In|y|,u =In|x|,b =1n ||

Procedimiento para linealizar:

PASO 1. Construir una nueva tabla, que considere el logaritmo natural de la variable independiente y de la variable
dependiente.

PASO 2. La pendiente a del modelo lineal es el exponente de la potencia cuya base es la de la variable independiente y b
el intercepto de la recta definido por:

b = In|c| , de donde: C = e?

2. Modelo Exponencial

A continuacién, estudiaremos cémo inferir, a partir de una tabla de observaciones, si los datos corresponden al modelo
potencial de la forma: y(x) = C - e*t. Para ello investigaremos, a qué modelo lineal es equivalente la funcién.

y(x) =C- ekt

Deduccién del modelo lineal.

y(x)=C- ekt Consideramos como inicio el modelo exponencial
In (y(x)) =1n (C - e¥) Aplicamos (compone) con la funcién logaritmo natural
1n(y(x)) = 1n(C) + kt Usamos la propiedad del logaritmo de un producto y la

propiedad In(ex )=x

Efectuamos por simplicidad un cambio de variables

vx)=k-t+b Funcién afin con: b =In|C| & C = e?
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Procedimiento para linealizar:

PASO 1. Construir una nueva tabla, que considere el logaritmo natural solo a la variable dependiente.
PASO 2. Si el nuevo modelo es afin, la pendiente k es el exponente de e*¢, el intercepto b es la constante C.

Ejemplo llustrativo 1.

Contexto

Dada la tabla de observaciones:

t [025 [035 |0,50
F(t) | 0,152 | 0,158 | 0,165

Requerido:
Verificar si corresponde a un modelo potencial o exponencial. Si es asi determine las constantes C y a.

Solucion:

PASO 1. Variables y datos

t: tiempo variable independiente
f(t): variable dependiente

Construimos una nueva tabla, agregando dos columnas con los logaritmos naturales de la variable independiente y
dependiente.

t f® In® Ln(y)
0,25 0,152 -1,38629  -1,88387
0,35 0,158 -1,049822 -1,84516
0,50 0,165 -0,693147 -1,801809

PASO 2. Verificamos si los valores corresponden a una escala logaritmica o semilogaritmica. Para ello calculamos las
variaciones medias, si corresponden a una recta.

Escala Logaritmica: n(y) versus In(x) Escala semilogaritmica: In(y) versus x

(—1,84516 + 1,88387)

(—1,84516 + 1,88387)

Vif = =0,115 Vv = = 0,387
nf (—1,049822 + 1,338629) ievea)f (0,35 — 0,25)

e (—1,801809 + 1,84516) o ; _ (—1,801809 + 1,84516) _ 0,289
f = (—0,693147 + 1,049822) ~ ez f = (0,50 — 0,35) -

Comprobacién: Si al graficar los puntos de las nuevas tablas es posible pasar una linea recta.

-13 -12 -11 -1 -09 -0.8 -0.7 025 030 035 040 045 050
s 1.81 -1.81 o
. » .
In(y) v/s In(t) o o In(y) v/s t - < >
> -
L -1.84 -1.84 = ~
o D
57 -1.86 -186 -
o - F
- 7

= -1.88 -1.880 -~
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PASO 3. Se observa que salvo los errores de redondeo los valores corresponden a una escala logaritmica. Por lo tanto,

corresponde a un modelo potencial y(t) = C - t*

PASO 4. Célculo de C y
Del cdlculo de las variaciones medias determinamos a = 0,12 Como:

Inly| = In|C| + aln|lt| =>v=a-u+b
Determinamos b, usando nuevamente variaciones medias y el punto (0, b):

b —1In|0,152] b +1,88387
0 —[n]|0,25] ~ 1,38629

=0,12=b=0,12-(1,38629) — 1,88387 = —1,7175

Como, b =In|C| = C =e? = C =e"17175 =0,1795
PASO 5.

Respuesta: El modelo potencial es : y(t) = 0.1795t%12

3. Actividades de aprendizaje.

A continuacion y utilizando los conocimientos revisados en clases y aquellos derivados de su propio proceso de aprendizaie,
resuelva los siguientes problemas de linealizacién.

Problema 1.

Contexto

Se dispone de los siguientes datos que relacionan la variable x con la variable y

x | 3,32 4,48 7,39 9,02
y | 16,44 | 25,79 54,59 73,69

Requerido:
Determine cudl de los siguientes modelos y=Me* o y = Mx
adicionalmente, determine las constantes M y k.

k', se ajusta a los datos proporcionados vy,

Problema 2.

Contexto

Los siguientes datos relacionan la variable x con la variable y

x | 0,5 0,9 1,2 1,8
y | 7,38 2,45 1,8 0,54
Requerido:
Determine cudl de los siguientes modelos y=Me* o y = Mx*, se ajusta a los datos proporcionados y,

adicionalmente, determine las constantes M y k.
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Contexto

Dada la tabla que representa a la funcién:

t 0,15 0,25 0,35
N(t) | 0,35929 0,37772 0,39708

Requerido:
a. Confeccione una tabla necesaria para determinar si la tabla corresponde a un modelo potencial o exponencial.
b. Grafique los puntos para comprobar los cdlculos.
c. Determine la pendiente y el intercepto sobre el eje Y.
d. Escriba la férmula del modelo potencial.

Problema 4.

Contexto

El nimero de bacterias en un plato de Petri en funcién del tiempo t, medido en horas, estd dado por:

t 1 2 3 4 5 6

N(t) | 11051 12214 13498 | 14918 | 16487 18221

Requerido:

Confeccione una tabla necesaria para determinar, si la tabla corresponde a un modelo potencial o exponencial.

a
b. Grafique los puntos para comprobar los cdlculos.

c. Determine la pendiente y el intercepto sobre el eje Y
d

Escriba la férmula del modelo potencial.




Capitulo 3. Limites y Continuvidad de Funciones Reales

Este capitulo permitird que cada estudiante evidencie los siguientes desempefios:

= Interpreta de forma grdéfica el valor del limite de funciones racionales, logaritmicas y exponenciales, en situaciones
donde: (i) la variable independiente crece o decrece indefinidamente y (ii) cuando la variable independiente se
aproxima a un nimero real por valores mayores o menores que él.

= Aplica el dlgebra de limites para determinar el limite de funciones polindmicas, radicales, exponenciales,
logaritmicas, obtenidas a partir de sumas, productos, cuocientes y composiciéon de funciones.

= Determina si una funcién representada mediante una férmula, es continua en un punto, usando la definiciéon de
continuvidad.

= Apliquen la definiciéon de continuidad para: i) calcular limites y ii) determinar asintotas verticales y horizontales.

= Aplica el Teorema de Bolzano para determinar los signos y la existencia de ceros de funciones racionales y

potencias de exponente racional.

Propésito del recurso

El objetivo principal es que los estudiantes apliquen teoremas y propiedades de los limites en el cdlculo de limites de
funciones elementales. Ademds, usando los conocimientos adquiridos anteriormente como la factorizacién de polinomios,
puedan determinar limites de funciones racionales.

Barnett, R.; Ziegler, M. And Byleen K. Precdlculo: funciones y gréficas. Editorial. McGraw-Hill. 2000. Edicion: 4°.

Haefner, JJW. Modeling Biological Systems: Principles and Applications, 2nd ed., New York: Springer Science+Business
Media, 2005.

Joseph, E. Cdlculo, Editorial : Pearson Educacién, 2007. Edicién: 9°.

Neuhauser, C. Calculus for biology and medicine. 3rd Edition, Ed. Prentice Hall, 2010.

Seccién 1. Concepto de limite

A continuacién se presentan diferentes ejercicios ilustrativos, con el fin de mostrar algunas estrategias de
solucién para cada una de ellas. Adicionalmente, se propone para ejercitacién de los estudiantes, distintos
problemas rutinarios de cdlculo de limites y problemas contextualizados con aplicaciones de limites de

funciones reales.

1. Introduccién al concepto de limite de una funcién

Supongamos que deseamos modelar y analizar la cantidad Q(t) de cierto medicamento medido en mg, en el organismo
con respecto al tiempo en hrs, considerando que inicialmente no hay medicamento y que comienza a aumentar por inyeccién
infravenosa de manera continua. A medida que la cantidad aumenta en el organismo, también aumenta la razén a la que
el organismo excreta el medicamento. Al final la cantidad de medicamento se nivela a un nivel de saturacién S. Se sabe
que, el modelo matemdtico de esta situacion, se expresa como:” la diferencia entre el nivel de saturacién S y la cantidad

de medicamento en el cuerpo, es proporcional a la diferencia inicial por (0,3)" .
Requeridos:
a. Escribe el modelo en lenguaje matematico.

b. Analiza que ocurre cuando transcurre el tiempo en forma indefinida, si el nivel de saturacién es de 250 mgr. Realiza
dicho analisis, utilizando el lenguaje matemdtico de limites.

c. Esboza e interpreta el gréfico de la situaciéon modelada y observa si el gréfico es acorde con la conclusién del punto
anterior.
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Solucién:

Usaremos la metodologia basada en el método de Pélya, desarrollada en este curso, dividiendo el desarrollo del problema
en etapas, que permitirdn una comprensién y organizacion de la informacién en forma légica, que permita resolver el
problema de manera natural.

Etapa 1: Comprender el problema

Recordemos que para comprender un problema, se debe ser capaz de extraer informacién como: distinguir las variables
dependiente e independiente, datos y el requerido.

Variables:

Q(t): Cantidad de medicamento con respecto al tiempo, desde que se comienza a inyectar, medido en mg. (variable
dependiente.

t: tiempo medido en horas (variable independiente).
Datos:

to: tiempo inicial

Q(ty): Q(0): cantidad inicial de medicamento, Q(0) = 0
S: nivel de saturacién del medicamento.

Requeridos:

da. Modelo matematico
b. lim Q(t) =?

t—oo
c. Graficar la cantidad de medicamento acumulada en el organismo con respecto al tiempo.
d. Interpretar los resultados

Etapa 2: Modelo Matematico

Diferencia entre el nivel de saturacién y cantidad de medicamento= Diferencia Inicial por (0.3}, equivale a

§S-Q®) =(s-0(®)-(0,3)
Etapa 3: Ejecucion.

a. El modelo puede expresarse:

S=Q®) =(5-0() (0,3) Q1) =S1-1(0,3)")

b. Para determinar la tendencia, a medida que transcurre el tiempo equivale a determinar:

lim Q() = lim 250+ (1~ (0,3)") = lim 250

lim Q(t) = lim 250 (1 — (0,3)t) Este limite puede determinarse usando propiedades de
t—oo t—oo ;e . .
limites o usando tablas. La idea es que los estudiantes
aprendan a determinar los limites usando propiedades
y teoremas vistos en el aula. En aquellos casos
especiales, en que es complejo usar propiedades,
usaremos tablas como recurso.
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lim 250 - (1~ (0,3)9) = lim 250 — lim 250 - (0,3)

Aplicando propiedades del dlgebra de limites. (Limite
de una diferencia de funciones

lim 250 (1~ (0,3)") = 250 — 250 lim (0,3)°

Propiedades: Limite de una constante y Limite de una
constante por una funcién.

= 250250 lim (0,3)°

=250 -0

(0,3)<1

Propiedad del limite de una exponencial con base

Luego, tlim 250 - (1 - (0,3)t) = 250

Grafico de y(t) = Q(t) = 250(1 — (0,3)")

Se usard la técnica ensefiada en clases, trasladando la funcién original, en este caso es f(t) = (0,3)*

Grafico 1.
f(®) =(0,3)"
g(®) = —(0,3)"

Es decir: g(t) = —f(t)

Grafico 1: fit)y g(t)

Grafico 2.
g(®) = —(0,3)"
h(t) = 1-(0,3)¢

Es decir, h(t) es la traslacién de g(t)
verticalmente en una unidad positiva.

Grafico 2: g(t)y h(t)

100

04
y
02 0.54
0 —== - 0 , —_ .
1 % T 4 5 6 1 e et = 4 5
& s - t
// //
-02
// -051
/ /
04 / /
) /) =1
/
== [ h(1)=1-0.37() — — g(t)=-0.3(1) |

Etapa 4. Interpretacion de los resultados y respuestas a los requeridos.

Grdfico 3.

Q(t) = 250 h(t)
Q(t) = 250(1 — (0,3))

Grifico 3: y=Q(t)
2501 -ccrrercnceneneneenes.. Nivelde

200

150

50

0 1 2 3 4 5
t

—— 250(1-0.37(1)) — — 1-0.37() |

a. El modelo Matemdtico que representa al enunciado del problema. En general, para cualquier nivel de saturaciéon es:

Q) =5(1-1(03))

En el caso en que $=250 mg es:

Q(t) = 250(1 - (0,3)")

b. Si el tiempo transcurre indefinidamente, la cantidad de medicamento tiende a 250 mg.

c. El gréfico de la cantidad de medicamento que se acumula en el organismo es el que muestra el grafico 3.
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Se observa del grdéfico, que a medida que transcurre el tiempo y se inyecta el medicamento, éste aumenta lentamente

(gréfica concava) tendiendo al nivel de saturacion de 250 mg.

Ejemplo ilustrativo 2.

Calcule el siguiente limite, utilizando las propiedades de los polinomios y del dlgebra de limites:

Solucién:

Desarrollaremos este limite, usando razonamiento deductivo y escribiendo las propiedades relevantes que vamos aplicando
paso a paso.

PASO 1. Como el grado de la funcién polinémica del numerador es mayor que la del denominador, la fraccién es impropia
y es posible dividir ambos polinomios y simplificar la expresién.

PASO 2. Hay dos alternativas:

i) Aplicar el algoritmo de Euclides.
ii) Factorizar ambos polinomios, de modo de determinar un factor comin y poder simplificar.

Observamos que esta reducciéon es simple, si se reemplaza en ambos polinomios el valor al que tiende la variable
independiente.

. 1 .
Si evaluamos P(x) enx = 715 obtiene:

3 2
P(x):2x3—6x2—§+§ ﬁp(%)=2(%) —6(%) —%-I—%:O,esfosignificq quex=%esuncerodeP(x)

. 1 .
Si evaluamos Q(x) en x = 715 obtiene:

2
Q(x) =4x?> —10x + 4,= Q(%) = 4—(%) - 10'%4— 4 = 0, es decir, x =%es un cero de Q(x).

Por lo tanto, se deduce que (x - %) es un factor de P(x) y Q(x).

PASO 3. Para factorizar ambas funciones polindmicas, se usard division sintética de polinomios.

Factorizamos el polinomio Q(x). Escribimos los coeficientes en orden descendente:

2 -6 1 3 1 Explicacién:
2 2 2
'ﬂ:' 5 3
—-= -= Al efectuar este procedimiento, se
2 2
1 comprueba que x=1/2 es un cero del
polinomio, puesto que el resto es cero.
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El otro factor de un grado menor que P(x) es: C;(x) = 2x2 —5x — 3

Factorizamos el polinomio Polinomio Q(x)

4 -10 4 Explicacion:

N =

Analogamente, se comprueba que

1 . .
—4 X = escero del polinomio

N

El ofro factor, en este caso de grado menor que Q(x) es: C,(x) = 4x — 8

PASO 4. Reescribimos el limite

2x3 — 6x2 — X + 3 Se sustituye en el limite la factorizacién que se
lim 2 2)\_ determind, para cada polinomio.
o\ 4x?2—10x+4
(x/l) (2x2 — 5x — 3) Se simplifican los factores que aparecen repitidos en el
=i Z/f — numerador y denominador.
1
X3 (x = f) (4x —8)
I 2x>—5x—13 Se aplica propiedad del limite de un cuociente
= lim—m@—@m 8 =
x_)% 4x —8
1irq(2x2 —5x—3) Se aplica propiedades del dlgebra de limites. (suma,
_ X3 _ E diferencia vy limite de una constante por una funcién.
1irq4-x -8 6
X%

2

5
PASO 5. A parti del andlisis efectuado, es posible establecer que el valor del limite es -

Ejemplo ilustrativo 3.

tan(x)—sen(x))

Analizar la existencia de: lim (
x3tan (x)

x—-0

Solucién:

Puesto que los limites del numerador y del denominador son iguales a cero no podemos aplicar las propiedades de los
limites.

_ tan(x) — sen(x)

fe) = x3tan (x)

Luego expresamos la funcién como un producto de funciones de modo que podamos aplicar las propiedades de los limites.
Observamos que si factorizamos el numerador y el denominador por tan(x)
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Observamos que los limites del numerador y del denominador son iguales a cero . Luego aun no podemos aplicar las
propiedades. Amplificando por 1+cos(x ) se obtiene:

. (tan(x) — sen(x) L tan(x) (1 — cos(x)\ (1 + cos(x) _
Ll_r)l’(l)( x3 tan(x) ) =lim tan(x) < x3 )(1 + COS(X)) h

Iy 1-cos?(x) \ _ i sen?(x) 1 i sen?(x) i 1 i 1
P <x3(1 + cos(x))) = o <(1 + cos(x))) X3 xl—r»r(l)< x2 ) iy ((1 + cos(x))) et (;)

Il
[N
N =
—
5
/N
| =
N——
Il
| =

Analizamos:

1
1 11m+ (—) = +oo
lim (—) e

x>0 \X

Por lo tanto:

lim (w) =+ y lim (w) - o

x—07t x3tan(x) x—0" x3tan(x)
Por lo tanto, es posible establecer que el limite no existe.

1.1. Actividades de aprendizaje

iTEMI. Explore la tendencia de los siguientes limites utilizando tablas de valores:

a) lim (=) b) lim (=) q lim (—(x_lz)z) d) limZ

x—0 xX-2 x—2 z-0 Z

iTEM II. Verifique usando tablas los siguientes limites:

o feh=1 (2" -1
a) }LII)I(I) - =1 d) }LII)I(I) - =1n (2)

X

b) }Ciirg)(l + x)(%) e) lim (1 + %) =e

X—00

In(x+1)\
—)=1

c) lim (

x-0



iTEM Ill. Calcula, utilizando propiedades, los siguientes limites:

o 2xP+3x-2
lim =——— =
a. 2 x+2

\/x+ -3

3
lim (3+x) =27

i x—0 X

. 1( 1 lj
lim — ——
m 0 x\x+3 3

2
(440 16

p. x—0 X

x—25 X — 25

ITEM IV. Caleula lim (
h—0

a f(x)=x"
b. f(x) =x3,
d‘. fx) =e*

f(x+h)—f(x))

f(x)=i,x¢0

f.

. { 2 12
lim -
=3 x-3 x° -9
. \/2—x—\/§
lim ———
x—0 2X
1.1
lim X
=>4 44 x
.ox T+ 2x+1
lim

e. f(x)=x72 x
f.f)=vx2 x#0
9. f(x)=x(§), x#0

h. f(x)=x

iTEM V. Verifica los siguientes limite trigonométricos:

. x?
a. lim ( ) =-=-2
x—0 \cos(x)—-1

b. lim (*LS(")) =0

x—0 X

c. lim (1 S“(")) —0,5

x—r
2

x2sec (x)

d. lim (L“S’”)z 0

x—0

X

|

para cada una de las siguientes funciones:

89

. t*-9

11m2—

=32+ Tt+3
x? —4x

m 2

=4 x7 =3x -4
4

lim *—1

x—l x_l

. 4-+x

lim ———

16 16x — x°

Ll
x—)O t
lim x—b—-~a-b
2
a

xX—a X -

, a>b

lim (e ™)

X—0

1-sen (x)

T )=O
E—X

tan (x)—sen (x)

x3 ): 0
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Ejemplo llustrativo 4.

Contexto

En una central térmica se han realizado estudios de costos para reducir la polucion del material que vierte. Se ha estimado

80000p
— ,0<p <

que el costo C(p) en miles de délares para reducir en un ppor ciento la polucién del vertido es: C(p) = T00p

100.

Requerido:
a. ¢Hacia qué valor tiende el costo en ddlares, cuando el porcentaje que se quiere reducir la polucién tiende al 90%2
b. sHacia qué valor tiende el costo en ddlares, cuando el porcentaje que se quiere reducir la polucién tiende al 100%2

Solucion:

Etapa 1. Comprender el Problema

Esto involucra, definir variables, datos, gréfico cuando es posible e incégnitas

Variables:

variable independiente: p : representa el porcentaje en que se reduce la polucién vertido por la central térmica.
variable dependiente: C(p) : El costo de reducir en un p por ciento la polucién en miles de délares.

Datos:

* El dominio de la funcién D, = [0,100)

80000p
* —
) =100,
. - w 7:. 80000 . 80000
Requerido (Incégnitas): i) lim /2 7 ii) P
p—-90 100—-p p—-100~ 100-p

Etapa 2. Modelo Matematico

80000p
100-p

)y

Es la representacién del problema o de las incégnitas en lenguaje matemdtico. Calcular los limites lim (
p—90

80000p
p—>100_( 100-p )

Etapa 3. Ejecutar el Plan de Accién
En esta etapa se usa el razonamiento deductivo, que los estudiantes vienen desarrollando desde la educaciéon media.

i) El plan de accién es construir una tabla para estudiar y conjeturar el comportamiento de la funcién, cuando p tiende a 90
por la izquierda y por la derecha.

p% 89,9 89,99 89,999 90,001 90,01 90,1

C(p)

ii) Nuevamente el plan de accién es construir una tabla para estudiar y conjeturar el comportamiento de la funcién, cuando
p tiende a 100 por la izquierda.
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p% 99,9 99,99 99,999 100,001 100,01 100,1
C(®)
Etapa 4. Verbalizar y responder las preguntas del problema
i) El costo en miles de délares tiende a ....ccvvvevinnnnnn... cuando el porcentaje de reduccién de la polucién tiende al 90 %.
i) Observamos que para llegar a remover el 100% de la polucién el costo ...ccvvvviiniinnnen.
iTEM V. Resuelva los siguientes problemas, aplicando las propiedades y &lgebra de limites:
Problema 1.
Contexto Requerido

La tasa de produccién p(x) de células sanguineas en
funcién de la cantidad x de células presentes se encuentra
modelada por la funcién:

2x

X)=——— x>0
p(x) Tt ls

Problema 2.

Contexto

b
La presion P de vapor de un liquido en [W]' que

representa una medidad de su volatibilidad, se relaciona
con su temperatura T en [°F], mediante la ecuacién de
Antoine:

b
In|lP|=a+— a,b,c, ctes

c+T

Problema 3.

Contexto

La energia potencial IV de dos moléculas de gas separadas
por una distancia 7 estd dada por:

o=@ -2

donde V,, y 1, son constantes positivas.

r=0

& Hacia qué valor tiende la tasa de produccién, cuando el
nimero de células crece indefinidamente?

Requerido

a. Exprese P en funcién de T.

b. ¢A cudnto tiende la presién si la temperatura aumenta
indefinidamente?

Requerido

Determine hacia qué valor tiende la energia potencial
cuando la distancia entre las moléculas tiende a cero.
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Problema 4.

Contexto

La variacién de energia libre estandar AG%de un proceso se expresa en funcién de las variaciones estdndar de la
entalpia AH®y de la entropia AS®mediante la ecuacién AG? = AH® — TAS®donde T es la temperatura Kelvin del
proceso. A su vez AG%e expresa en funcién de la constante de equilibrio K, que depende de la temperatura T,

mediante la ecuacién AG® = —RTIn(K) donde R es la constante de los gases.
4H°1 | 4s? 4s° _aH%1
De lo anterior tenemos que In(K) = -t de donde se obtiene que K(T) = e R e R T.

Se requiere:
a. Determinar hacia qué valor tiende la constante de equilibrio K, cuando la temperatura T tiende hacia cero por la
derecha.

b. Determinar hacia qué valor tiende la constante de equilibrio K, cuando la temperatura T crece indefinidamente.

Problema 5.

Contexto

Segun la teoria de Arrhenius, la fuerza de un dcido depende de la mayor o menor tendencia a ceder iones H* en
disolucién acuosa. Las disoluciones de dcidos son equilibrios quimicos, para los cuales los valores de sus constantes de
equilibrio Ka, representan una medida cuantitativa de su fuerza.

Valores de Ka Ke>55 55 > K.>10+4 104> Ko> 10-14 Koa<10-14
Fuerza del Acido Fuerte Intermedio Débil Muy débil

La disociacién de un dcido débil monoprético (HA), se representa mediante la ecuacién quimica:

HA - H*+4+ A (1).

La tabla muestra cémo se transforma una concentracién inicial [Cy]del compuesto HA cuando se llega al equilibrio.
[A-
]

[HA] | [H*]

Concentracién inicial [Co] 0 0

Concentracién en el equilibrio | [Co -x

] (x] (x]

Donde:
[Co] = Concentracién inicial de HA.
[H*] = Concentracién de protones en el equilibrio.
[A] = Concentracién del anién correspondiente del dcido en el equilibrio.
[HA] = Concentracién del dcido.
Ka = Constante de acidez.
[H*] = [A] =[x], donde [x] representa la concentracién de los productos en el equilibrio.
x= Disociacién iénica de la especie.
En quimica se dice “en el equilibrio”, cuando se alcanza el estado de equilibrio.
La relacién entre la constante de acidez y las concentraciones de los componentes de esta disociaciéon en equilibrio, se
; H¥|[A™
expresa mediante la ecuacién K, = %. (2)
Al reemplazar las concentraciones en el equilibrio, se obtiene para la constante de acidez la ecuacién:
x 2
K, = C[O—]_x. De donde se obtiene que [H*] = [x] = /K,(Cy — x),donde x < C,.
Se sabe que si K, es muy pequefia en comparacién con C, entonces x es muy pequefio en comparacién de . SiK, =

10~%y [C,] = 0.1M
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Requerido:

a. Determine el valor numérico al cual tiende la concentracién de protones en el equilibrio cuando la disociacién idnica de
la especie tiende a ser muy pequefia. Usted puede conjeturar el valor requerido completando la siguiente tabla.

X 1076|1075 [ 107% | 1073 | 1072
[H+] = vV Ka(CO - X)

Verifique aplicando las propiedades de los limites que su conjetura es correcta.

b. Escriba en términos de limites la expresién general que relaciona la concentracién de protones [H*], para un dcido débil
monoprético cuando K, << C,

Seccién 2. Continvidad de Funciones Reales

En esta seccién se desarrollarén actividades que te permitirdn, por ejemplo, determinar si una funcién es continua en un
punto aplicando la definicidn, es decir, para esto se analizard la existencia de limites y se comparard este resultado con el
valor de la funcién. Ademds se determinard la existencia de asintotas verticales y horizontales mediante limites hacia el

infinito. Finalmente se aplicard el teorema de Bolzano para verificar la existencia de ceros de una funcién.

1. Definicién de continuidad.

Diremos que f :D — JRes continuaen ge D si llﬁl f(x) =f(a). Es decir se deben verificar dos condiciones:
X—a

i) El limite de f(x) cuando x tiende a (@ debe existir.
ii) El valor del limite debe ser igual a f(a)-

Si no se cumple i) o ii) entonces f no es continua en (.

Ejercicio ilustrativo 1.

Sea h: R = R definida por:

6 B 12
l-x 1-x% x>1
-3,
h(x)= x=1
4
X 1+1, x<l1
x—1

3Es h(x) continua en x = 12
Para analizar la continuidad en x = 1 se debe:

1. Andlizar la existencia del lin} h(x)
xX—

2. Verificar si se cumple que lin} h(x) = h(1)
x—
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En efecto:

Como la funcién dada es por tramos y esta cambia para valores de la variable independiente menores que , igual a 1 y

mayores que 1, para calcular lim h(X), debemos analizar limites laterales cuando X tiende a 1, por la derecha y por la

x—1
izquierda.
En efecto:
- 6 12 . -
i) Si x >1 entonces h(x)= — . Usando dlgebra de limites en el desarrollo:
l-x 1-x7
lim AC) < 1i 6 12 i 6(1+x)—12 el 1+x—-2 Py x—1
Jim o) = Jim (72 - 1) = i (S ) = o (=) = ot (7=2)
—6li ( —(-0 )—
i A-x)A+x))
Por lo tanto, |im h(x) =-13.
x—-1
x4

+ 1, usando nuevamente dlgebra de limites:

ii) Si x <1 entonces h(x)=-

) o (x*—1 o [—x*+1+x-1 o (x(x® -1 o (x(x—D(%+x+1
lim h(x) = lim +1)=lim|[——— ) =lim[———— ] = lim
x-1" -1\ x—1 x-1" x—1 x—1 x—1" x—1
= 1ir£1_(—x(x2 +x+1)=-3
xX—

Por lo tanto, lim h(x) = —3.
x-1"
iii) Como los limites laterales son iguales, concluimos que el limite existe y es: lim h(x) = —3.
x-1

Como h(l) = —3, como 111’1’1 /’l(.X) = h(l) = —3, concluimos que la funcién es continua en x = 1.
x—1
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1.1. Actividad de aprendizaje. Para los siguientes ejercicios, determine los valores de las constantes involucradas, de

manera que la funcién respectiva resulte continua en /R,

X2
o S =9x*-x-2"
a, x=2
I
b l-x 1-x
g(x)=4B x=1
xt -1
-1 x<1
x—1
x—-a’
—— X#a

¢ g=yVx—Va
VX —a x=a

x* +6x* +9x
d. x+3

x <

-3

f(x)= A x=-3

x*=9

Nx+3

x>-3

2. Asintotas verticales y horizontales de una funcién

2.1. Asintota horizontal.

Sea f: A = R una funcién continua y a € IR, diremos que:

x;—Z’ Six<3
T =312 .
, Six>3
x—z I x=1
J)=9x-1 1-x"
a, x=1
x° + 64
- -4
fO) = x+4
ax” +10 x>—4

{cx+1, si x<3

{ 1-3x, si x<4

ex?+2x-3, si x4

i)y =a esuna asintota horizontal a la derecha (por valores positivos) de fsi, lim f(x) = a
X—+00

ii)y =a es una asintota horizontal a la izquierda) (por valores negativos) de fsi, lim f(x) =a
xX——00

2.2. Asintota vertical.

Sea f: A = R una funcién continua y a € IR, diremos que:

X =a esuna asintota vertical de fsi, lim f(x) = o0, o lim f(x) = £
x-at x-a~

Nota: Tener presente que para determinar asintotas se debe tener claro el dominio para el cual estd definida la funcién

antes de proceder.
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2.3. Actividad de aprendizaje. Determine, si existen asintotas verticales y horizontales para las siguientes funciones:
x 1 x’+x ) x’+x
o fio=2 ff=t =T =T
X X X X —X
2—x 1+x° x+2
b S = e )= ()= o h(x)=Ax* +1-x
(x—=1) I-x x+3

e,

x2—2x x+1 V2x® +1 x’ +64
- h. f(x) =— m. f(x):— . g(x) -
2x° -1 3x-5 x+4

d. f(x)=ﬂ i g(x)=x—+2 n. f(x)=1_& a h(x)=vx*+x+1+x
9-x 9x2 +1 1+x

V2x2+1

3x-5

e. f(x) =

i f(x)=x"—12x" +36x.

3. Teorema de Bolzano
Definicion: Teorema de Bolzano.
Sea f:[a,b] — B S IR, una funcién continua.

Si f(a) - f(b) <0 entonces existe unc € ]a,b[ tal que f(c) =0.

Ejemplo ilustrativo 1.

Pruebe que las gréficas de las funciones f(x) = X>aex?—3x+1y 2(x) = x, se cortan en algin punto e indique de

que manera se puede localizar dicho punto.

Solucién:

Para que las gréficas de dos funciones se intercepten en (XOByO) se debe cumplir que:

f(xo):g(xo)@f(xo)—g(xo):O, por lo tanto debemos ser capaces de garantizar la existencia de Xx,

perteneciente a algin intervalo.

De acuerdo a la diferencia obtenida llamaremos h(x) a una funcién en IR definida por:

h(x) = f(x) — g(x) = x3 + xz —3x+1—-x= x3 + x2 —4x+1, la cual es continua en todos los reales por ser una
funcién polinomial, en particular serd continua en un intervalo de la forma [a, b].

Ahora debemos encontrar un intervalo especifico para utilizar el teorema de Bolzano.

En efecto, observar que: h(0) =1>0,y h(1) =—-1<0, lvego, h(0)-h(1) < 0.

Considerando entonces [a,b] = [0,1], por teorema de Bolzano, existe un X, €]0,1[ tal que h ( xo) =0.
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3 2
Es decir, h(xo) =X, + X, — 4)(,'0 +1= O, volviendo a la definicién de h

0,8

3 2
dada por la diferencia X, tX, —3x0 +1 =X,, por lo tanto existe X, € 06

10,1[ tal que f ( xo) =g ( xo), de tal manera que las gréficas se cortan en ™

algun valor de este intervalo ]0,11[. 04

o
%]
o
~

e
o
o
3

-0,2

3.1. Actividades de aprendizaje

ITEM I. En base a lo expuesto anteriormente y utilizando sus apuntes, responda a las siguientes situaciones:

. . . -1 - .
a. Aplique el teorema de Bolzano o valor medio. La funcién y = x " toma valores distintos signo en los extremos del

intervalo [— ]’—l—l] y sin embargo no se anula en él, ¢contradice esto el teorema de Bolzano?.

b. Usando teoremas de continvidad determine el signo de las funciones dadas, en un nimero adecuado de intervalos del
dominio, de modo que se pueda aplicar el teorema de Bolzano con el objetivo de determinar en qué intervalos, tienen ceros

las siguientes funciones.

= f(x) =x342x%+10x — 20
= gx)=x%—4x+2
* h(x)=-x%2+8x+3

iTEM Il

seminario:

Problema 1.
Contexto
La poblacién (en miles) de una colonia de bacterias, t
minutos después de la introduccién de una toxina, estd
modelada por:
t?+7 ;0<t<5
f(t)_{—9t+72 it>5

Problema 2.
Contexto

Un meteordlogo encuentra que la temperatura 7 (en °F)
durante un frio dia de invierno estuvo dada por:

() = 0,05¢(t —12)(¢ — 24)
; donde t es el tiempo (en horas) y ¢ = Qcorresponde a las
6 AM.

Problema 3.
Contexto

La temperatura T (en °C) a la que el agua hierve estd
dada aproximadamente por la férmula:

T(h) = 100.862 — 0.0415vh + 431.03

;donde /i es la altura sobre el nivel del mar (en metros).

Resuelva los siguientes problemas, utilizando los conceptos teéricos revisados en la sesiéon de prdctica y durante el

Requerido
a. A qué valor tiende la poblacién de bacterias, si el tiempo
tiende a 5 minutos.

b. Explique si la poblacién puede ser de 10.000 bacterias
en algin momento entre t = 1 y t = 7. (Utiliza el teorema de
valor intermedio)

Requerido

a. Determine cuando la temperatura estuvo bajo 0° y
cuando estuvo sobre 0°.

b. Demuestre que la temperatura fue de 32°F en algin
momento entre las 12 AM. y la 1 P.M.

Requerido
Demuestre que entre los 4000 y los 4500 metros sobre el
nivel del mar hay una altura a la cual el agua hierve a

98°C.
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Capitulo 4. Trigonometria

Este capitulo permitird que cada estudiante evidencie los siguientes desempefios:

= |dentifica situaciones especificas del dmbito de las ciencias que pueden ser resueltas utilizando como recurso
determinadas razones trigonométricas y los Teoremas del seno y/o del coseno, segin corresponda.

= Utiliza identidades trigonométricas para la resoluciéon de problemas contextualizados en el dmbito cientifico.

=  Aplica, de forma clara y ordenada, una estrategia para la resolucién de problemas del dmbito de las ciencias.

= Comunica de forma escrita resultados relevantes de problemas afines a las ciencias quimicas.

= |Interpreta el modelo algebraico de una funcién sinusoidal (seno y coseno), a fin de representarlo graficamente en
dominio especifico.

®=  FEjecuta, de forma clara y ordenada, un plan de accién que permita formalizar (matemdéticamente) la(s)
coordenada(s) de interseccidn(es) entre dos curvas sinusoidales.

= |Interpreta las soluciones asociadas a una ecuacién trigonométrica, a fin de relacionarlas con la representacion
grdfica del contexto dado.

"  Formaliza matemdticamente elementos bdsicos de una curva sinusoide (dominio, recorrido, méximo(s) y/o minimo(s),
intersecciones con los ejes coordenadas (si las hubiere).

Propésito del recurso

Esta seccién constituye una aproximaciéon base para que puedas abordar los diferentes contenidos de trigonometria
contemplados en éste y otros cursos de tu formacién profesional. Las diferentes actividades de aprendizaje que te
propone este recurso te permitirdn aplicar aquellos contenidos tedricos revisados en la sesion teérica para asi abordar de
forma efectiva diferentes situaciones que se te presentardn en contenidos asociados a geometria analitica, en el estudio
de funciones sinusoidales y problemas contextualizados en el dmbito cientifico, a partir de la aplicacién del Teorema del
seno y del coseno.

Barnett, R.; Ziegler, M. And Byleen K. Precdlculo: funciones y gréficas. Editorial. McGraw-Hill. 2000. Edicion: 4°.

Haefner, JJW. Modeling Biological Systems: Principles and Applications, 2nd ed., New York: Springer Science+Business
Media, 2005.

Joseph, E. Cdlculo, Editorial : Pearson Educacién, 2007. Edicién: 9°.

Neuhauser, C. Calculus for biology and medicine. 3rd Edition, Ed. Prentice Hall, 2010.

Thomas, Jr., George B. Cdlculo. Una variable. Undécima edicién, Editorial Pearson educacién, México, 2006.
Ritchey, N., Lial, M. Calculus with Applications for the Life Sciences. 1st Edition, Ed. Pearson, 2003.

Adicionalmente, te sugerimos visitar el siguiente enlace Web: hitps://phet.colorado.edu/sims/html/trig-tour /latest /trig-

tour_en.html
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Seccién 1. Trigonometria bdsica

iTEM 1. Angulos orientados y sistema de medicién de &ngulos. En un sistema de ejes coordenados dibuja en posicién estandar

un dngulo cuya medida sea:

a. 50° b.. 310° c.—90° d. —285° e. 400° f.—525°

iTEM II. Determina la medida, en grados, de cada uno de los siguientes dngulos, considerando que una rotacién completa
corresponde a 360°.

a. — rotacién b. — rotacién c¢. — rotacidn d. — rotacidén e. — rotacién f. — rotacién

ITEM lll. Expresa en grados, minutos y segundos, o en notacién decimal, los siguientes dngulos

(segun corresponda):

a. 100,01° b. -85,4° c. 30°15'4” d.-175,12’

iTEM IV. Razones trigonométricas en el trigngulo recténgulo. Sea el triéngulo ABC, recténgulo en C. A partir de ello,
determina:

a. En funcién de a b. En funcién de f§

o
A b C

ITEM V. Determina las razones trigonométricas del angulo sefalado en cada una de las figuras que a continuacién se

presentan. Posteriormente responde el set de preguntas asociadas a esta actividad.

3 Y4
y P(4,y) P(-4,6) Y o Y
> x 0
@ x
8
-12 15
P(12,-16)

a

, -~ B x Plx,-12) ,
Figura 1 | > Figura 4

Figura 2 Figura 3

Preguntas asociadas a la actividad:

a. 2A qué cuadrantes pertenecen los dngulos que acabas de trabajar?
b. &Cémo varia el signo de cada razén trigonométrica en la medida que el dngulo modifica su posicion (cambia de
cuadrante)?

iTEM VL. Considera el triangulo rectangulo ABC de la siguiente figura y calcula todas sus razones trigonométricas.
Posteriormente, determina el valor de:

a. cos(a)+sec(B)—tg(B)

e (I+1g(a)) —ctg(a))

b. sen’(a)+cos’(f)

d. sen’(a)+cos’(ax)
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Secciéon 2. Identidades trigonométricas

Identidades elementales de las razones trigonométricas

1 cos
1) csca= 3) cota = 5) cota =
sen @ tan o sen «
sen o
2) seca = 4) tana =
cos @ cos
Identidades trigonométricas
1) sen?a+cos?a=1 2) sen?a=1-cos’a 4) csc?a=cot?a+1
3) cos?a=1-sen’a 5) sec’a =tan?a+1

Identidades de adicién y sustraccién de dngulos

1) sen(a+ B) =sencacos S+ sen 3 cosa 4) cos(a+ ) = cosacosB —senasen 3
2) sen(a— B) =senacos S —senfcosa 5) cos(a— ) =cosacosf + senasen 3
tan o + tan 8 tana — tan 8
3) t = : 6) t - = :
) tan(a+f) 1 —tanatan ) tan(a—f) 1+tanatan 3
Identidades para dngulos dobles
‘ y 2tan o
1) sen(2a) =2senacosa 2) cos(2a) = cos? @ — sen’ o 3) tan(2a) = I—ten’a
Identidades para dngulos medios
Q [1+cosa a [1—cosa
1. cos (5)—:t Y 2. sen(E) == 5
3 tan (2) = [ 0E & tan(2) = fene 5. tan (2) = Lcone
2 1+ cosa 2 1+cosa 2 sen o

Registra las identidades trigonométricas que
no conocias:
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A continuacién, y utilizando como apoyo los contenidos vistos en clases més la bibliografia recomendada en el programa del
curso, demuestre las siguientes identidades trigonométricas.

sin() 1
cos(a) cos(ox)

1. sin(@)- +1=sec’(@)

1+cot(a)

2. - =cot(&)
14 sin(&)
cos(a)
~ _ 1-2cos*(B)
> tan(h)=cot(f) = sin(f)cos(f)
. sin(d) +cos(d) _ 14 1
sin(d) tan(6)

5. tan’(8)+cot(0) = cot(0)sec’ (6)

2sin(e)
cos() — tan(e) sin()

= tan(2a)

sec(y) i
7. tan(y)+cot(y) )

tan(6) +cot(d) _ sec’(d)
g. tan(d)—cot(d) tan’(d)-1

sin() N cos(&x) -1
csc(er) sec(a)

csc(f) _
o tan(/3) + cot( ) cos(4)

2sin(36) cos(26) +sin(36) _
2cos(36) cos(26) +cos(36)

tan(36)

12, UP)—tan(@) _, 2sin’(@)
cot(@) + tan(¢)

1+cos(a) _sec(@)-1_, . (@)= :

l-cos(e) 1+sec() 1+ sec(@)




20.

21.

22.

. sec(2a) =

. c0s8(20) = cos’(0) —sin’*(0)
. cos(3€) =4cos’(€)—3cos(€)
. sin(3p) =3sin(p)—4sin’(p)

. cos(2a)+sin’ (@) =1

1
2cos’ () -1

. cos(4/8)=1-8sin’(f)cos’ ()

[sin(6) +cos(8)]’ =1+sin(26)

sin(a+ f)

cos(e) cos(f) = tan(@)+ tan(/)

sin(5x) —sin(3x) _
cos(5x)+cos(3x)

tan(x)

Registra las identidades trigonométricas que
no conocias:

102
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Seccién 3. Funciones sinusoidales y ecuaciones trigonométricas

ITEM I. Para cada una de las siguientes funciones:
= Determina formalmente el dominio y recorrido.

= |lustra la grdfica, utilizando los conocimientos tedricos adquiridos y las estrategias vy
metodologias trabajadas en clases.

= Cada funcién se grafica de manera individual, exceptuando los casos donde se explicita que las
grdficas se deben ilustrar de manera conjunta.

= |Interpreta la(s) grdéfica(s), de manera que la informacién extraida permita comprender
cabalmente el modelo que representa la curva. En los casos donde el gréfico esté representado
por dos funciones, interpreta las curvas de manera integrada.

=  Demuestra matemdticamente si la funcién ilustrada es par o impar. En los casos donde el grafico
esté representado por dos funciones, no se requiere andlisis de paridad.

f(x)=—cos(x) f(x)=1-cos(x) f(x)=-3cos(2x)

f(x)=5-sen(x)+2 f(x)=—sen(2x) f(x)=2-cos(x)+3
1 X Cn X
' ;;-ré-::coT f(X)—sen(2j+5 f(x)= sen(g) f(x)=2 sen(2)
f(x)=—cos(2x)+2 f(x)=3-sen(2x)+2 f(x)=cos(2x)
x X x
f(x)—cos(i) f(x)——cos(aj f(x)——4sen(5)
f(x)=—cos(2x) f(x)=-3cos(2x) f(x)=cos(2x)+4
su::;:f::'os f(x)=sen(2x) f(x)=—cos(2x) f(x)=sen(2x)
g(x)=sen(x/2) g(x)=cos(x) g(x)=cos(x)

iTEM II. Para cada una de las siguientes funciones:

£(x)=—cos(3x) £(x)=cos(5x) f(x)=3cos %)

f(x)=5-sen(4x) f(x)=—sen(3x) f(x)=2"sen (%j

= Determina formalmente el dominio y recorrido e ilustra la grdéfica, Vxe[—Zn’,Zﬂ,’] ;

utilizando los conocimientos teéricos adquiridos y las estrategias y metodologias trabajadas en
clases.

=  Cada funcién se grafica de manera individual, exceptuando los casos donde se explicita que las
grdficas se deben ilustrar de manera conjunta.

*  Expresa la(s) coordenada(s) del/los mdaximo(s) y/o minimo(s), segun corresponda.

=  Demuestra matemdticamente si la funcién ilustrada es par o impar. En los casos donde el grafico
esté representado por dos funciones, no se requiere andlisis de paridad.

®*  Para cada funcién determine algebraicamente su periodo (T).
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iTEM IV. Ejecuta un plan de accién que te permita resolver las siguientes ecuaciones:
d. sen(x) = COS(X)

b. —cos(2x)=—cos(x)-1

c sen(§)=cos(x)

d. —sen(x)=—cos(x)

X
e. sen| = |=cos(x)
2
iTEM V. Determina el valor de x ,Vx € [0,360] , que satisface las siguientes igualdades:

a. 2sen(x) =3
i h. sen(x) +v2 = —sen(x)

b. 2sen(x)—1=0

i. 3tg*’(x)—1=0
o e _ cos?(x) )
3 . cotg(x) - cos?(x) = 2cotg(x)
d. tg(x) + cotg(x) = 2sec (x) k. 2sen®(x) = sen(x) + 1
e. (tglx)—12sen(x)+1)=0 . 2cos(3x)—1=0

£, 3tg(x) =4
9(x) = 4sen(x) m. 3tg(5)+3=0

g. V2tg(x) — 2sen(x) =0

ITEM VI. Determina las soluciones asociadas a las siguientes ecuaciones e interprétalas graficamente en su respectivo
dominio:

sen(2x)=—cos(x); Vxe }—%,271’]

b. 2sen(2x)+1=—cos(2x); Vxe }—%,%}

sen(2x) Vi3

c. 1+T =1+cos(x); Vx€ [—27‘[,7



