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Prefacio

Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero siempre hay una pizca
de descubrimiento en la solucion de cualquier problema. El problema puede ser
modesto, pero si desafia su curiosidad y pone en juego sus facultades inventivas
para resolverlo por sus propios medios, usted puede experimentar la emocion y
disfrutar el triunfo del descubrimiento.

GEORGE POLYA

El arte de la ensefianza, dijo Mark Van Doren, es el arte de ayudar a descubrir. He inten-
tado escribir un libro que ayude a los estudiantes a descubrir el Calculo, tanto por su uti-
lidad practica como por su sorprendente belleza. En esta edicidn, como en las seis primeras
ediciones, mi objetivo es mostrar a los estudiantes un sentido de la utilidad del calculo
y desarrollar en ellos una competencia técnica, pero también intento ilustrar la belleza
intrinseca de la materia. Sin duda, Newton experimenté una sensacién de triunfo cuando
hizo sus grandes descubrimientos; es mi deseo que los estudiantes compartan un poco de
esa sensacion.

El énfasis estd en la comprension de los conceptos. Creo que casi todo el mundo
estd de acuerdo en que esta comprension debe ser el objetivo principal de la ensefianza del
Célculo. De hecho, el impulso para la actual reforma en la ensefianza del Célculo vino
desde la Conferencia de Tulane en 1986, donde se formul6 su primera recomendacion:

Concentrarse en la comprension de los conceptos

He intentado implementar este objetivo mediante la regla de los tres: “Los temas deben
presentarse con enfoques geométricos, numéricos y algebraicos”. La visualizacién, la
experimentacion numérica y gréfica y otros enfoques han modificado la manera en que se
ensefia el razonamiento conceptual. La regla de los tres se ha ampliado para convertirse en
la regla de los cuatro al hacer hincapié en la verbalizacion y lo descriptivo.

En la redaccién de la séptima edicién me he propuesto lograr una comprension con-
ceptual y conservar atn lo mejor del Célculo tradicional. El libro contiene elementos de la
reforma, pero dentro del contexto de un curriculo tradicional.

- Versiones alternativas

He escrito otros libros de cédlculo que podrian ser preferidos por algunos maestros. La
mayoria de ellos también vienen en versiones de una variable y de varias variables.

»  Cdlculo: Transcendentes tempranas, séptima edicion, version hibrida, es similar al
presente libro en contenido y cobertura salvo que todos los ejercicios de la seccion
estan disponibles s6lo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso
de todo el material al final de capitulo.

®  Cdlculo, séptima edicidn, es similar al presente libro de texto excepto que las
funciones trigonométricas inversas, logaritmicas y exponenciales se tratan en un
segundo semestre.

Xiii



Xiv PREFACIO

»  Cdlculo, séptima edicidn, version hibrida, es similar a Cdlculo, séptima edicion,
en contenido y cobertura, salvo que todos los ejercicios al final de la seccion estin
disponibles s6lo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso de todo
el material al final del capitulo.

»  Cdlculo esencial es un libro mucho mas breve (800 pdginas), aunque contiene casi
todos los temas de Cdlculo, séptima edicion. La relativa brevedad se logra a través de
una exposicion mds concreta de algunos temas y poniendo algunas caracteristicas en
el sitio web.

»  Cdlculo esencial: transcendentes tempranas se asemeja a Cdlculo esencial, s6lo que
las funciones trigonométricas inversas, exponenciales y logaritmicas se tratan en el
capitulo 3.

w  Cdlculo: conceptos y contextos, cuarta edicion, destaca la comprension conceptual
atn mas fuertemente que este libro. La cobertura de temas no es enciclopédica y el
material sobre funciones trascendentes y ecuaciones paramétricas es tejido a lo largo
del libro en lugar de ser tratadas en capitulos separados.

»  Cdlculo: primeros vectores introduce los vectores y las funciones vectoriales en un
primer semestre y las integra en todo el libro. Es adecuado para los estudiantes que
toman cursos de ingenieria y fisica simultdneamente con el de Calculo.

»  Cdlculo aplicado abreviado estd destinado a estudiantes de negocios, ciencias

sociales y ciencias de la vida.

- i Qué hay de nuevo en la séptima edicion?

Los cambios han sido resultado de los comentarios de mis colegas y estudiantes de la
Universidad de Toronto y de la lectura de diarios, asi como de las sugerencias de los usuarios
y los revisores. Estas son algunas de las muchas mejoras que he incorporado en esta edicion.

= Parte del material ha sido reescrito para mayor claridad o mejor motivacién. Véase,
por ejemplo, la introduccién al tema de valores maximos y minimos en la pagina 274
y la introduccioén a las series en la pagina 703.

= Se han agregado nuevos ejemplos, y las soluciones a algunos de los ejemplos
existentes han sido ampliadas. Un caso puntual: he afiadido detalles para la solucién
del ejemplo 2.3.11 porque cuando ensefio la seccion 2.3 de la sexta edicién me
he dado cuenta de que los estudiantes necesitan mds orientacién cuando se configuran
las desigualdades para el teorema de la compresion.

= Fl programa de arte ha sido renovado: se han incorporado nuevas figuras y un
porcentaje importante de las actuales figuras han sido redibujadas.

= Se han actualizado los datos de ejemplos y ejercicios para ser mds pertinentes.

= Se han agregado tres nuevos proyectos: El indice Gini (pagina 429) explora como
medir la distribucién del ingreso entre los habitantes de un pais y es una atractiva
aplicacion del tema de drea entre curvas. (Agradezco a Klaus Volpert por sugerir
este proyecto.) En Familias de curvas implicitas (pagina 217) se investigan variadas
formas cambiantes de curvas definidas implicitamente como pardmetros en una
familia. Las familias de curvas polares (pagina 664) exhiben las fascinantes formas
de curvas polares y cémo evolucionan en el contexto de una familia.
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= Mis de 25% de los ejercicios de cada capitulo son nuevos. Estos son algunos de mis

favoritos: 1.6.58, 2.6.51, 2.8.13-14, 3.3.56, 3.4.67, 3.5.69-72, 3.7.22, 4.3.86, 5.2.51-53,
6.4.30, 11.2.49-50 y 11.10.71-72.

- Mejoras tecnologicas

= [os medios de comunicacion y tecnologia para apoyar el texto se han mejorado para
dar a los profesores mayor control sobre su curso, proporcionar ayuda adicional
para hacer frente a los diversos niveles de preparacion de los estudiantes del curso de
Cdlculo y fortalecer el apoyo para la comprension conceptual. Las caracteristicas del
nuevo Enhanced WebAssign incluyen un Cengage YouBook personalizado, un repaso
Just in Time, un Show your Work, un Evaluador de respuestas, un Plan de estudio
personalizado, Master Its, solucién en videos, videoclips de conferencias (con
preguntas asociadas) y un Visualizing Calculus (animaciones TEC con preguntas
asociadas) que se han desarrollado para facilitar el mejor aprendizaje de los estudiantes
y hacer flexible el trabajo docente en el aula.

» El TEC (Herramientas para Enriquecer el Cdlculo) ha sido completamente
redisefiado y estd disponible en Enhanced WebAssign, CourseMate y PowerLecture.
Selected Visuals y Modules estdn disponibles en www.stewartcalculus.com.

- Caracteristicas

La manera més importante de fomentar la comprensién conceptual es a través de los pro-
blemas que proponemos. Para ello he ideado varios tipos de problemas. Algunos conjun-
tos de ejercicios comienzan solicitando la explicacion del significado de los conceptos
basicos de la seccion. (Véase, por ejemplo, los primeros ejercicios en 2.2, 2.5y 11.2.) Del
mismo modo, todas las secciones de repaso comienzan con una verificacion de conceptos
y un Examen rdpido Verdadero-Falso. Los ejercicios de verificacién de comprensién
conceptual a través de graficos o tablas se ven en los ejercicios 2.7.17, 2.8.35-40,
2.8.43-46,9.1.11-13, 10.1.24-27 y 11.10.2.

Otro tipo de ejercicio donde se utiliza la descripcion verbal para verificar la compren-
sidn conceptual estd en los ejercicios 2.5.10, 2.8.58, 4.3.63-64 y 7.8.67. Considero de valor
especial los problemas que combinan y comparan los enfoques numéricos, graficos y alge-
braicos (ver ejercicios 2.6.39-40, 3.7.27 y 9.4.2).

Cada conjunto de ejercicios es cuidadosamente calificado, progresando desde ejercicios
conceptuales basicos y problemas para el desarrollo de habilidades hasta problemas mads
desafiantes de aplicaciones y demostraciones.

Mis ayudantes y yo hemos pasado mucho tiempo buscando en bibliotecas, poniéndonos en
contacto con empresas y organismos gubernamentales, y buscando informacién en inter-
net con el fin de presentar, motivar e ilustrar los conceptos del Calculo a partir de datos del
mundo real. Como resultado, muchos de los ejemplos y ejercicios se tratan con funcio-
nes definidas por estos datos numéricos o graficos. Véase, por ejemplo, la figura 1 en
la seccion 1.1 (sismogramas del terremoto de Northridge), ejercicio 2.8.36 (porcentaje
de la poblacién menor de 18 afios), ejercicio 5.1.16 (velocidad del transbordador espa-
cial Endeavour) y la figura 4 en la seccion 5.4 (consumo de energia de San Francisco).

Una manera de interesar y activar a los estudiantes es hacerlos trabajar (quizds en grupos)
en proyectos extendidos que den la sensacién de triunfo al obtener un logro sustancial una
vez finalizados. He incluido cuatro tipos de proyectos: proyectos de aplicacion que invo-
lucran aplicaciones disefiadas para apelar a la imaginacion de los estudiantes. El proyecto
posterior a la seccidon 9.3 pregunta si una pelota lanzada verticalmente hacia arriba tarda
mds tiempo en llegar a su altura maxima o en volver a su altura original. (La respuesta
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podria sorprenderle.) En la siguiente seccion, 10.2, se muestra como utilizar las curvas de
Bézier en el disefio de formas que representan letras para una impresora laser. La redac-
cion de proyectos pide a los estudiantes comparar métodos actuales con los de los funda-
dores del Calculo, por ejemplo, el método de Fermat para encontrar rectas tangentes; para
esto se sugieren referencias. Los proyectos para un descubrimiento anticipan resultados
que se analizan mas adelante o fomentan el descubrimiento a través del reconocimiento de
patrones (véase la posterior a la seccion 7.6). Otros proyectos se encuentran en la Guia del
instructor (véase, por ejemplo, el grupo ejercicio 5.1: Posicion a partir de muestras).

Los estudiantes suelen tener dificultades con problemas para los que no existe algtin pro-
cedimiento bien definido para obtener la respuesta. Creo que nadie ha mejorado mucho la
estrategia de George Polya con sus cuatro etapas para resolver un problema, por lo que, en
consecuencia, he incluido una versién de sus principios para resolver problemas después
del capitulo 1. Estos principios, tanto explicita como implicitamente, se aplican en todo el
libro. Después de los otros capitulos he colocado secciones llamadas Problemas adicio-
nales, que incluyen ejemplos de como afrontar problemas dificiles de Cédlculo. En la selec-
cién de los variados problemas para estas secciones tomé en cuenta el consejo de David
Hilbert: “un problema matemadtico debe ser dificil para convencernos, pero no inaccesible
como para frustrar nuestros esfuerzos”. Cuando propongo estos desafiantes problemas en
tareas y exdmenes, los califico de manera diferente. Aqui premio significativamente a un
estudiante por sus ideas y aportaciones orientadas hacia una solucién y por reconocer cué-
les principios de solucién de problemas son relevantes.

La disponibilidad de la tecnologia no hace menos, sino mds importante comprender clara-
mente los conceptos que subyacen en las imdgenes en la pantalla. Cuando se utilizan
correctamente, las calculadoras y dispositivos de graficacién son poderosas herramientas
para analizar y comprender los conceptos. Este libro de texto puede utilizarse con o sin
tecnologia y empleo dos simbolos especiales para indicar claramente cudndo se requiere un
tipo especial de maquina. El icono /1 indica un ejercicio que definitivamente necesita de
esta tecnologia, pero no indica que no sea posible usarla en otros ejemplos. El simbolo
se utiliza para problemas que requieren todos los recursos de un sistema algebraico compu-
tarizado (Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92). A pesar de todo, la tecnologia no
deja obsoletos al 1dpiz y el papel. Con frecuencia son preferibles los cdlculos y trazos hechos
manualmente para ilustrar y reforzar algunos conceptos. Tanto profesores como estudian-
tes necesitan desarrollar la capacidad de decidir cudndo es apropiado trabajar a mano o con
méquina.

TEC es un acompafiante de este libro de texto y estd pensado para enriquecer y comple-
mentar su contenido (disponible desde internet en www.stewartcalculus.com y en Enhan-
ced WebAssign y CourseMate). Desarrollado por Harvey Keynes, Dan Clegg, Hubert
Hohn y por mi, TEC utiliza un enfoque exploratorio y de descubrimiento. En las seccio-
nes del libro donde la tecnologia es particularmente apropiada, los iconos al margen diri-
gen a estudiantes hacia médulos TEC que proporcionan un entorno de laboratorio en el
que puede explorar el tema de diferentes maneras y en distintos niveles. Visual son ani-
maciones de figuras en el texto; Module son actividades mas elaboradas e incluyen ejer-
cicios. Los profesores pueden optar por participar en varios niveles diferentes, que van desde
simplemente alentar a los estudiantes a usar Visual y Module para la exploracién indepen-
diente, hasta asignar ejercicios especificos de los incluidos en Module, o a la creacién de
ejercicios adicionales, laboratorios y proyectos que hacen uso de Visual y Module.

Aqui se presentan tareas sugeridas en forma de preguntas y tratan de emular un asistente
efectivo de enseflanza al funcionar como un discreto tutor. En cada seccion del texto se
incluyen sugerencias para los ejercicios representativos (normalmente impares), indicando
en rojo el ndmero del ejercicio. Los ejercicios estan construidos de manera que no revelan
mds de la solucién real de lo que es minimo necesario para avanzar mds y estan disponibles
a los estudiantes en stewartcalculus.com, CourseMate y Enhanced WebAssign.
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La tecnologia esta teniendo impacto en la forma en que se asignan tereas a estudiantes, par-
ticularmente en grupos numerosos. El uso de tareas en linea es creciente y su interés depende
de la facilidad de uso, calidad de calificacién y confiabilidad. Con la séptima edicién hemos
estado trabajando con la comunidad de Calculo y WebAssign para desarrollar un sistema mds
solido de tareas en linea. Hasta 70% de los ejercicios de cada seccién son asignables como
tareas en linea, incluyendo respuestas libres, opcién multiple y otros varios formatos.

El sistema también incluye ejemplos activos, en los que los estudiantes son guiados
paso a paso en tutoriales a través de ejemplos textuales, con enlaces al libro de texto y a
las soluciones en video. Las nuevas mejoras al sistema incluyen un eBook personalizable, una
muestra de las caracteristicas de su trabajo (Show Your Work), un repaso de prerrequisitos
de precélculo (Just in Time), un editor de tareas mejorado (Assignment Editor) y un eva-
luador de respuestas (Answer Evaluator) que acepta respuestas matematicamente equiva-
lentes y permite la calificacion de las tareas del mismo modo en que lo hace el profesor.

Este sitio incluye lo siguiente:

m  Tareas sugeridas

= Repaso de dlgebra

= Mi calculadora miente y la computadora me dijo

= Historia de las matematicas, con vinculos a los mejores sitios histéricos

= Tépicos adicionales (complementados con conjuntos de ejercicios): series de Fourier,
férmulas para el término del residuo en la serie de Taylor, rotacién de ejes

= Problemas archivados (ejercicios de practica que aparecieron en las ediciones
anteriores, junto con sus soluciones)

= Problemas de desafio (algunos de los problemas especiales que aparecieron en
secciones de ediciones anteriores)

= Vinculos para topicos particulares a recursos externos de la web
= Tools for Enriching Calculus (TEC), Module y Visual

- Contenido

El libro comienza con cuatro exdmenes de diagndstico relacionados con dlgebra bdsica,
geometria analitica, funciones y trigonometria.

Se presenta una vision general del tema e incluye una lista de preguntas para motivar el
estudio del célculo.

Desde el principio, se hace hincapié en varias representaciones de las funciones: verbal,
numérica, visual y algebraica. Una discusién de los modelos matematicos conduce a una
revision de las funciones estandar, incluyendo las funciones exponenciales y logaritmicas,
desde estos cuatro puntos de vista.

El material sobre limites estd motivado por un debate previo sobre los problemas de la
recta tangente y la velocidad. Los limites son tratados desde puntos de vista descriptivos,
graficos, numéricos y algebraicos. La seccién 2.4, sobre la definicion precisa e-6 de un
limite, es una seccién opcional. Las secciones 2.7 y 2.8 tratan de derivadas (especialmente
con funciones definidas grafica y numéricamente) antes de estudiar las reglas de derivacion
en el capitulo 3. Aqui los ejemplos y ejercicios exploran los significados de derivadas en
diversos contextos. Las derivadas de orden superior se presentan en seccion 2.8.

Aqui se derivan todas las funciones bdsicas, incluyendo las exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas inversas. Cuando las derivadas se calculan en situaciones aplicadas, se
pide a los estudiantes explicar su significado. En este capitulo se estudian el crecimiento
y decaimiento exponencial.
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4 Aplicaciones de la derivada

5 Integrales

6 Aplicaciones de la integracion

7 Técnicas de integracion

8 Aplicaciones
adicionales de la integracion

9 Ecuaciones diferenciales

10 Ecuaciones paramétricas
y coordenadas polares

11 Sucesiones y series infinitas

Los hechos bésicos relativos a los valores extremos y a las formas de las curvas se dedu-
cen del teorema del valor medio. Las graficas con tecnologia hacen hincapié en la interaccién
entre el Célculo y las calculadoras y el andlisis de las familias de curvas. Se proporcio-
nan algunos problemas importantes, incluyendo una explicacién del porqué necesita
levantar su cabeza 42° para ver la parte superior de un arcoiris.

Los problemas del drea y la distancia sirven para motivar el estudio de la integral definida,
recurriendo a la notacién sigma cada vez que sea necesario. (En el apéndice E se proporciona
un tratamiento completo de la notacién sigma.) Se enfatiza la explicacién del significado de
la integral en diversos contextos y en la estimacidn de sus valores en grificas y tablas.

Aqui presento las aplicaciones de la integracién —drea, volumen, trabajo, valor promedio—
que razonablemente pueden hacerse sin técnicas especializadas de integracién. Se hace
hincapié en métodos generales. El objetivo es que los estudiantes puedan dividir una can-
tidad en trozos pequefios, estimarla con sumas de Riemann, y reconocer su limite como
una integral.

Aqui se cubren los métodos estandar pero, por supuesto, el verdadero desafio es recono-
cer qué técnica se utiliza mejor en una situaciéon dada. En consecuencia, en la seccién 7.5
presento una estrategia para la integracion. El uso de sistemas algebraicos computarizados
se explica en la seccion 7.6.

Aqui aparecen las aplicaciones de integracion: drea de una superficie y longitud de un arco,
para las que es dtil tener disponibles todas las técnicas de integracion, asi como aplicacio-
nes a la biologia, la economia y la fisica (fuerza hidrostdtica y centros de masa). También
he incluido una seccién de probabilidad. Aqui hay mds aplicaciones de las que en realidad
se pueden cubrir en un curso determinado, asi que los profesores deben seleccionar las
aplicaciones adecuadas para interesar a los estudiantes y a ellos mismos.

El modelado es el tema que unifica este tratamiento preliminar de las ecuaciones diferen-
ciales. Los campos direccionales y el método de Euler se estudian antes de resolver las
ecuaciones lineales y separables de forma explicita, por lo que los enfoques cualitativos,
numéricos y analiticos reciben igual consideracién. Estos métodos se aplican a los mode-
los exponenciales, logisticos y otros para el estudio del crecimiento de la poblacion. Las
primeras cuatro o cinco secciones de este capitulo son una buena introduccién a las ecua-
ciones diferenciales de primer orden. Una seccidn final opcional utiliza el modelo depre-
dador-presa para ilustrar los sistemas de ecuaciones diferenciales.

Este capitulo introduce las curvas paramétricas y polares y las aplicaciones del Célculo en
ellas. Las curvas paramétricas estan bien adaptadas a los proyectos de laboratorio; los tres
presentados involucran a familias de curvas y curvas de Bézier. Un breve tratamiento de las
cénicas en coordenadas polares prepara el camino para las leyes de Kepler en el capitulo 13.

Las pruebas de convergencia tienen justificaciones intuitivas (véase la pagina 714) asi
como demostraciones formales. Las estimaciones numéricas de sumas de series estdn
basadas en cudl prueba se usé para demostrar una convergencia. El énfasis estd en la serie
y polinomios de Taylor y sus aplicaciones a la fisica. Las estimaciones de error incluyen
los de dispositivos de graficacion.

- Material auxiliar

Cdlculo. Trascendentes tempranas, séptima edicion, se apoya en un conjunto completo de
materiales auxiliares desarrollados bajo mi direccién. Cada parte se ha disefiado para
mejorar la comprension del estudiante y facilitar la ensefianza creativa. Con esta edicion,
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se han desarrollado nuevos medios y tecnologias que ayudan al estudiante a visualizar el
calculo y a los instructores a personalizar el contenido para mejorar la forma en que ensefian
su curso. Las tablas en las paginas xxiii—xxiv describen cada uno de estos auxiliares.
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I Auxiliares para instructores I Auxiliares para instructores y estudiantes

Stewart Website

www.stewartcalculus.com

Power Lecture

ISBN 0-8400-5421-1
Este DVD contiene todo el arte del texto en formatos de
PowerPoint y jpeg, ecuaciones clave y tablas del texto completo
predefinidas de conferencias en PowerPoint, una version
electronica de la guia del instructor, un generador de soluciones,

Contenido: Tareas sugeridas m Repaso de dlgebra m Temas
adicionales m Ejercicios de simulacion m Problemas de
desafio m Enlaces web m Historia de las matemdticas

m Herramientas para enriquecer el cdlculo (TEC)

un software de pruebas ExamView, herramientas para enriquecer
el cdlculo (TEC), un video de instrucciones y un comando

Tools for Enriching™ Calculus
Joinln sobre el contenido de TurningPoint.

Por James Stewart, Harvey Keynes, Dan Clegg y

. el desarrollador Hu Hohn
Instructor’s Guide ) . ) )
Herramientas para enriquecer el cdlculo (TEC) funciona

como una poderosa herramienta para instructores, asi como
un entorno tutorial en el que los estudiantes pueden explorar
y revisar temas seleccionados. Los modulos de simulacion en

Por Douglas Show
ISBN 0-8400-5418-1

Cada seccion del texto se analiza desde varios puntos de vista.

La guia del instructor (Instructor’s Guide) contiene tiempo
sugerido de asignacion, puntos a destacar, temas de debate
del texto, materiales bdsicos para la clase, sugerencias para

Flash en TEC incluyen instrucciones escritas y en audio de
los conceptos y ejercicios. TEC estd accesible en CourseMate,
WebAssign y PowerLecture. Los elementos seleccionados en

trabajo en taller y ejercicios de trabajo de grupo en una forma Visual y Module estdn disponibles en
adecuada para su entrega y sugiere las asignaciones de tareas.
Una version electronica de la guia del instructor estd

disponible en el DVD de PowerLecture.

www.stewartcalculus.com.

WebAssign Enhanced WebAssign

Complete Solutions Manual www.webassign.net

Single Variable Early Transcendentals El sistema de distribucion de tareas de WebAssign permite a

los instructores entregar, recoger, calificar y elaborar listas

a través de la web. Enhanced WebAssign para el Calculo de
Stewart involucra ahora a los estudiantes en la revision del con-
tenido al comienzo del curso y al principio de cada seccion asi
como en los conocimientos previos. Ademds, para los problemas
seleccionados, los estudiantes pueden obtener ayuda adicional
en forma de “mayor retroalimentacion” (las respuestas) y solu-
ciones en video. Otras caracteristicas clave incluyen: miles de
problemas del Célculo de Stewart. Un personalizable Cengage
YouBook, un plan de estudio personal, una muestra de su
trabajo, un repaso en el momento, un evaluador de respuestas,
mddulos de animaciones y visualizacion del Cdlculo, concursos,
videos de conferencias (con preguntas asociadas) y mucho mds.

Por Daniel Anderson, Jeffery A. Cole y Daniel Drucker
ISBN 0-8400-4936-6

Contiene las soluciones detalladas de todos los ejercicios del
texto.

Solution Builder
www.cengage.com/solutionbuilder
Esta base de datos en linea para el instructor ofrece soluciones
muy elaboradas para todos los ejercicios en el texto. El generador
de soluciones (Solution Builder) permite crear impresiones
personalizadas de soluciones seguras (en formato PDF) que
coinciden exactamente con los problemas asignados en clase.

Printed Test Bank
Por William Steven Harmon
ISBN 0-8400-5419-X

Cengage Customizable YouBook

YouBook es un eBook en Flash interactivo y personalizable,
que tiene todo el contenido del Célculo de Stewart. Las
caracteristicas de YouBook son una herramienta de edicion

de texto que permite a los profesores modificar la narrativa del
libro de texto segiin sea necesario. Con YouBook, los profesores

Contiene textos especificos de opcion miiltiple y exdmenes de
respuesta libre.

ExamView Testing

Crear, entregar y personalizar los exdmenes en formatos
impresos en linea con ExamView, permite una evaluacion de
facil uso a través de un software tutorial. ExamView contiene
cientos de elementos para exdmenes de respuesta miiltiple y
libre. ExamView estd disponible en el DVD de
PowerLecture.

pueden reordenar rdpidamente capitulos y secciones enteras u
ocultar cualquier contenido que no enseiian, para crear un libro
electronico que coincida perfectamente con su plan de estudios.
Los profesores pueden personalizar aiin mds el texto afiadiendo
sus ideas o enlaces de video en YouTube. Los activos de

medios adicionales incluyen: figuras animadas, videoclips,
destacando notas y mds. YouBook estd disponible en

Enhanced WebAssign.

B Electrénicos B Impresos
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& CourseMate CourseMate
www.cengagebrain.com

CourseMate es una perfecta herramienta de autoaprendizaje
para estudiantes y no requiere ningiin apoyo de los profesores.
CourseMate trae conceptos con aprendizaje interactivo,
estudio y herramientas interactivas para la preparacion de
exdmenes que apoyan al libro de texto impreso. CourseMate
para el Calculo de Stewart incluye: un libro electronico
interactivo, herramientas para enriquecer el cdlculo, videos,
cuestionarios, tarjetas en flash y mds. Para los profesores,
CourseMate incluye Engagement Tracker, una herramienta de
primera en su tipo que supervisa el trabajo estudiantil.

Maple CD-ROM
Maple proporciona un dispositivo avanzado de cdlculo
matemdtico de alto rendimiento plenamente integrado con

simbolos numéricos, todos accesibles desde un entorno técnico
desde WYSIWYG.

CengageBrain.com
Para accesos de materiales adicionales del curso y recursos de
apoyo, por favor visite www.cengagebrain.com. En esta pdgina
busque por ISBN o por titulo (desde la cubierta posterior de su
libro) usando el comando de biuisqueda en la parte superior de
la pdgina. Esto le llevard a la pdgina del producto donde se
pueden encontrar gratuitamente recursos de apoyo.

B Auxiliares para estudiantes

Student Solutions Manual

Single Variable Early Transcendentals
Por Daniel Anderson, Jeffery A. Cole y Daniel Drucker
ISBN 0-8400-4934-X

Proporciona soluciones completamente detalladas para todos
los ejercicios impares en el texto, dando a los estudiantes una
oportunidad de verificar sus respuestas y asegurar que hicieron
los pasos correctos para llegar a una respuesta.

Study Guide

Single Variable Early Transcendentals
Por Richard St. Andre
ISBN 0-8400-5420-3

Para cada seccion del texto, la guia de estudio proporciona a
los estudiantes una breve introduccion, una breve lista de
conceptos al profesor asi como resumen y preguntas de
enfoque con respuestas explicadas. La guia de estudio también
contiene preguntas “Tecnologia Plus” y preguntas tipo examen
de opcion miiltiple y de estilo “su propia respuesta’.

CalcLabs with Maple

Single Variable
Por Philip B. Yasskin y Robert Lopez
ISBN 0-8400-5811-X

CalcLabs with Mathematica

Single Variable
Por Selwyn Hollis
ISBN 0-8400-5814-4

Cada uno de estos comprensibles manuales de laboratorio
ayudard a los estudiantes a aprender a usar las herramientas
de tecnologia a su disposicion. CalcLabs contienen ejercicios
claramente explicados y una variedad de proyectos para
acompaiiar el texto y laboratorios.

A Companion to Calculus

Por Dennis Ebersole, Doris Schattschneider, Alicia Sevilla
y Kay Somers

ISBN 0-495-01124-X

Escrito para mejorar el dlgebra y las habilidades para resolver
problemas de los estudiantes que estdn tomando un curso de
Cdlculo. Cada capitulo de este acompariante tiene una clave
referente a un tema de Cdlculo, que proporciona antecedentes
conceptuales y técnicas de dlgebra especificos necesarios para
comprender y resolver problemas de Cdlculo relacionados con
ese tema. Estd disefiado para cursos de Cdlculo que incluyen la
revision de los conceptos de precdlculo o para uso individual.

Linear Algebra for Calculus

Por Konrad J. Heuvers, William P. Francis, John H. Kuisti,
Deborah F. Lockhart, Daniel S. Moak y Gene M. Ortner
ISBN 0-534-25248-6

Este comprensible libro estd disefiado para complementar el
curso de Cdlculo. Proporciona una introduccion y un repaso
de las ideas bdsicas del Algebra lineal.

B Electrénicos B Impresos
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Al estudiante

Leer un libro de texto de Calculo es diferente a la lectura de un periédico, una novela o incluso un
libro de fisica. No se desaliente si tiene que leer un parrafo mds de una vez para entenderlo. Debe
tener ldpiz, papel y calculadora disponibles para esbozar un diagrama o hacer un célculo.

Algunos estudiantes comienzan por abordar sus problemas de tarea y leen el texto sélo si se
bloquean en un ejercicio. Sugiero que un plan mucho mejor es leer y comprender una seccion
del texto antes de enfrentar los ejercicios. En particular, debe leer con cuidado las definiciones
para ver el significado exacto de cada término. Antes de leer cada ejemplo, le sugiero que lle-
gue a la solucién tratando de resolver el problema usted mismo. Obtendrd mucho mds que
mirando la solucidn si es que lo hace.

Parte del objetivo de este curso es inducir el pensamiento 16gico. Es muy importante apren-
der a escribir las soluciones de los ejercicios de una manera articulada, paso a paso, con comen-
tarios explicativos, no sélo una cadena de ecuaciones o férmulas desconectadas.

Las respuestas a los ejercicios de nlimero impar aparecen al final del libro, en el apéndice I.
Algunos ejercicios piden una explicacion verbal, interpretacion o descripcion. En tales casos no
hay una tnica forma correcta de expresar la respuesta, por lo que no se preocupe si no ha encon-
trado la respuesta definitiva. Ademads, a menudo hay varias formas diferentes para expresar una
respuesta numérica o algebraica, asi que si su respuesta aparenta ser diferente a la mia, no asuma
inmediatamente que se equivoco. Por ejemplo, si la respuesta dada al final del libro es V2 -1
y usted obtuvo 1/ (1 +V2 ) entonces estd usted en lo correcto y racionalizar el denominador
demostrard que las respuestas son equivalentes.

El icono /i indica un ejercicio que sin duda requiere el uso de una calculadora graficadora o
una computadora con software de graficos (en la seccién 1.4 se analiza el uso de estos disposi-
tivos de graficacion y algunas de las dificultades que puedan surgir). Sin embargo, esto no sig-
nifica que los dispositivos de graficos no puedan utilizarse para comprobar el trabajo de otros
ejercicios. El simbolo se reserva para problemas en los que se requieren todos los recursos
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de un sistema algebraico computarizado (Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92). También
se usard el simbolo [@] para cuidar que no se cometa un error. He puesto este simbolo en los
madrgenes en situaciones donde he advertido que gran parte de mis estudiantes tienden a come-
ter el mismo error.

Las Herramientas para enriquecer el cdlculo, acompafantes de este texto, estan indicadas
por medio del simbolo y estdn disponible en Enhanced WebAssign y en CourseMate (los
recursos Visual y Module estdn disponibles en www.stewartcalculus.com). Aqui se dirige al
estudiante a los mddulos en los que puede explorar los aspectos del Calculo para los que la
computadora es particularmente util.

En TEC también se encuentra Tareas sugeridas para ejercicios representativos que estan
indicados con nimero en rojo: 5. Estas sugerencias pueden encontrarse en stewartcalculus.com
asi como en Enhanced WebAssign y CourseMate. Estas sugerencias de tareas hacen preguntas
al estudiante que le permiten avanzar hacia una solucién sin dar realmente la respuesta. Es nece-
sario que el estudiante siga activamente cada pista con lapiz y papel a la mano para destacar los
detalles. Si una sugerencia particular no permite resolver el problema, puede hacer clic para ver
la siguiente sugerencia.

Le recomiendo que conserve este libro para fines de consulta después de terminar el curso.
Es probable que olvide algunos de los detalles especificos del Calculo, por lo que el libro servird
como una referencia ttil cuando sea necesario utilizar el Calculo en cursos posteriores. Puesto
que este libro contiene mds material del que es posible cubrir en todo un curso, también puede
servir como un valioso recurso para un trabajo cientifico o de ingenieria.

El Célculo es un tema apasionante, justamente considerado uno de los mayores logros del
intelecto humano. Espero que el estudiante descubra que no sélo es 1itil, sino también intrin-
secamente hermoso.

JAMES STEWART



Examenes de diagnostico

El éxito en Calculo depende en gran medida del conocimiento de las
matematicas que le preceden: algebra, geometria analitica, funciones

y trigonometria. Los siguientes examenes estan destinados a diagnosticar las
debilidades que el estudiante pueda tener en estas areas. Después de cada
examen puede verificar sus respuestas comparandolas con las respuestas
determinadas y, si es necesario, actualizar sus habilidades haciendo referencia

a los materiales de repaso que se proporcionan.

n Examen de diagnéstico: algebra

XXVii

1. Evalte las siguientes expresiones sin utilizar calculadora:

a) (—3)* b) —3* c) 37
523 2 -2 B
d) S e) (§> f) 1674

2. Simplifique las siguientes expresiones. Escriba su respuesta sin exponentes negativos:

a) /200 — /32

b) (3a’h*)(4ab?)?

3x 3/2y3 -2
) xzy—1/2

3. Desarrolle y simplifique las siguientes expresiones:

a) 3(x+6)+42x—5) b) (x + 3)(4x —35)
o) (Va +Vb)a —b) d) (2x +3)
e) (x+2)

4. Factorice las siguientes expresiones:
a) 4x*—25 b) 2x* + 5x — 12
c) x*—=3x*—4x+ 12 d) x* + 27x
e) 3x*—9x'2+ 6x 2 f) x'y — 4xy

5. Simplifique las siguientes expresiones racionales:

x2+3x+2 2x*—x—-1 x+3
Q) ————— b) 3 .
xT—x—2 x°—=9 2x + 1
y_x
2 +1
9 X X d Xy

x*—4 x+ 2

|
><|»—

<=
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EXAMENES DE DIAGNOSTICO

6. Racionalice y simplifique las siguientes expresiones.

V10 Vd+h -2
a =5 b) ————
V5 -2 h
1. Reescriba las siguientes expresiones completando un trinomio cuadrado perfecto.
a) x> +x+1 b) 2x% — 12x + 11

8. Resuelva las siguientes ecuaciones (encuentre s6lo las soluciones reales).

2 2x — 1
Q) x+5=14—x b) ——— =
x+ 1 by
) ¥—x—12=0 d 2x2+4x+1=0
& x'—3+2=0 f) 3)x—4|=10

g 2x(@4—x)""?-3/4—x=0

9. Resuelva las siguientes desigualdades y exprese la solucion en intervalos:

a) —4<5-3x=<17 b) x>’<2x+ 8
c) x(x—1D(x+2)>0 d) |[x—4|<3
2x — 3
e) =<1
x + 1

10. Indique si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) p+a=p+4q° b) Vab = Ja b

C) Ja*+b>=a+b d) 1+CTC=1+T
1 _i_i 1/x _ 1

©) x—y x v D a/x —b/x a-—b

- Respuestas al examen de diagnéstico A: algebra

1. a)
d)

2. a)

3. a)
)
€)

4, a)
)
e)
5. a)

)

81 b) -8l ©) ar 6. a) 5v2 + 210 b —
75 e)g f)% Vi +h +2
62 b) 484 ) % 7a) (x+ 1742 b) 20x—3) -7
y
Ilx —2 b) 4x* 4+ 7x — 15 8 a) 6 b) 1 ¢) —3,4
a—>b d)4x2+12x+9 1+ 1 +1 + 22
X+ 6x 4 12x+ 8 d) 121—2\/5 e =1, %2 33
2 3

2x — 5)(2x + 5) b) 2x — 3)(x + 4)
(x = 3)(x—2)(x +2) d) x(x +3)(x* = 3x+9) 9. a) [—4,3) b) (=2, 4)
3 12(x — 1)(x — 2) ) xy(x — 2)(x + 2) ¢) (—2,0)U (1, =) d (1,7)
x+ 2 x—1 e) (—1.4]

-2 ®) x—3

1 10. a) Falsa b) Verdadera c) Falsa
P d —(x+y) d) Falsa e) Falsa f) Verdadera

Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar Review of
Algebra (repaso de dlgebra) en el sitio web www.stewartcalculus.com
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B Examen de diagnéstico: geometria analitica

1. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (2, —5) y

a)
b)
c)
d)

tiene pendiente —3
es paralela al eje x
es paralela al eje y

es paralela a larecta 2x — 4y = 3

2. Encuentre la ecuacién de la circunferencia con centro en (—1, 4) y que pasa por el punto
(3, —2).

3. Encuentre el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es
x*+y*—6x+ 10y +9=0.

4. Sean A(—7,4)y B(5, —12) puntos en el plano.

a)
b)

c)
d)
€)
f)

Encuentre la pendiente de la recta determinada por A y B.

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por A y B. ;Cuales son los puntos de
interseccién con los ejes?

Encuentre el punto medio del segmento AB.

Encuentre la longitud del segmento AB.

Encuentre la ecuacion de la perpendicular que biseca a AB.
Encuentre la ecuacién de la circunferencia para la que AB es didmetro.

5. Trace la region en el plano xy definida por la ecuacion o desigualdades.

a)
c)
e)

—-1<y=<3 b) |x| <4yly| <2
y<1-3x d y=x*-1
x4+ yi<4 f) 9x* + 16y* = 144

- Respuestas al examen de diagnéstico B: geometria analitica

1.a) y=-3x+1 b) y=-5 5. a) y b) y c) y
©) x=2 d y=3x-6 S ) RS
| ~J
2 (x+ 12+ (y—4y@=52 0 ! . D
(x ) (y ) [ 74i 0 14 0 2>
3. Centro (3, —5), radio 5 ! R
4, 2) —3
b) 4x + 3y + 16 = 0; intersecciéon en x = —4, d) y e) y f) y
. . __ 16
intersecciébneny = —3 ,| XPHy=4 3
O (=1, -4) RN /\
d) 20 0 [ \
1 X \ 0 Ty X 0 4 x
e) 3x —4y=13 -1 y=xi—1 Y \_/
) (x+ 1)+ (y + 4)* =100

Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar el
repaso de geometria analitica en los apéndices By C.
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n Examen de diagnostico: funciones

5 1. La gréfica de una funcién f estd dada a la izquierda.
a) Determine el valor de f(—1).

b) Estime el valor de f(2).

1 ¢) ¢Para qué valores de x es f(x) = 2?

\ / d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0.

\ 0l 1 X e) Establezca el dominio y el rango de f.

f@+hn-f0Q2

2. Si f(x) = x°, evaltie el cociente de diferencias 7

y simplifique su respuesta.

3. Encuentre el dominio de la funcién

2x + 1 Ix

FIGURA PARA EL PROBLEMA 1

a) f(x):m b)g(x)=x2+1 c) h(x)=\/4—x+ x2—1
4. ;Qué aspecto tiene cada una de las graficas siguientes a partir de la gréfica de f?

a) y=—f(x b) y=2f(x) — 1 o y=flx=3+2
5. Sin usar calculadora, haga un bosquejo de cada una de las graficas siguientes:

a) y=x’ b) y=(x+ 1) ) y=((x—-27°+3

d y=4-2° e) y=+x f) y=2vx

9 y=-2 b y=1+x"

1—x% six<0

S =

6. Seaf(x) {2x+ | six>0

a) Evalde f(—2)y f(1). b) Trace la gréfica de f

7. Sif(x) = x> + 2x — 1y g(x) = 2x — 3, encuentre cada una de las siguientes funciones:
a) feog b) geof ¢)gegeyg

- Respuestas al examen de diagnéstico C: funciones

1. a) —2 b) 2.8

d) y e) y f) y
c) —3,1 d) —25,0.3 4
¢) [-3.31.[-2.3] /\
0| 2 X 0 i X 0] 1 X
2. 12+ 6h+h

3.a) (-0, —2)U (—2,1) U (1,%)

b) (—OO, OO) g) y h) y
c) (=, —1]U[1,4] 1 L

4. a) Reflexion respecto al eje x \—1 i X of 1 *
b) Alargamiento vertical en un factor de 2 y después un \
desplazamiento de 1 unidad hacia abajo

¢) Desplazamiento de 3 unidades a la derecha y 2 unidades

hacia arriba 1. a) (feg)(x) =4x* —8x+2
b) (gef)(x) =2x>+4x—5
5. a) y b) c) (gogog)(x) =8x — 21

Si tiene usted dificultades con este examen, vea las secciones 1.1-1.3 de este libro
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n Examen de diagnéstico: trigonometria

XXXi

1. Convierta de grados a radianes.
a) 300° b) —18°

2. Convierta de radianes a grados.
a) 5m/6 b) 2

3. Encuentre la longitud del arco de circunferencia de radio 12 cm si el arco subtiende un
angulo central de 30°.

4. Encuentre los valores exactos de:
a) tan(w/3)tan(7/3) b) sen(77/6) ¢) sec(57/3)

5. Exprese las longitudes de a y b de la figura en té€rminos de 6.

24 6. Sisenx =1ysecy= %, donde x y y estdn entre 0 y /2, evalie sen (x + y).
9 7. Demuestre las identidades:
b a) tan 6 sen 6 + cos 6 = sec O
FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 b) _2tanx = sen 2x
1 + tan’x

8. Encuentre todos los valores de x tales que sen 2x =senxy 0 < x < 2.

9. Trace la grafica de la funcién y = 1 + sen 2x sin usar calculadora.

- Respuestas al examen de diagnéstico D: trigonometria

1. a) 57/3
2. a) 150°
3. 27 cm

4. 2) /3

5. a) 24 sen 0

b) —m/10 6. 5(4 +6v2)

b) 360%7 = 114.6° 8. 0, w/3, m, 57/3, 2
9,

b) —1 c) 2

b) 24 cos 6

Si tiene usted dificultades con este examen de diagndstico, vea el apéndice D de este libro.







Un previo de Calculo
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Cuando termine este curso, podra usted estimar el nimero de
trabajadores necesarios para construir una pirdamide, explicar la
formacién y ubicacién del arcoiris, disefiar una montafia rusa para
un viaje suave y calcular la fuerza sobre una presa.

© Brett Mulcahy / Shutterstock

© iofto / Shuner:to
El Célculo es fundamentalmente diferente de las matematicas que ha estudiado anteriormente: el Calculo
es menos estdtico y mas dindamico. Se ocupa de los cambios y el movimiento; estudia cantidades que se
aproximan a otras cantidades. Por eso puede ser ttil tener una visién general del tema antes de comenzar
su estudio intensivo. Aqui damos un vistazo de algunas de las ideas principales del Célculo, mostrando
como surge el concepto de limite cuando intentamos resolver diversos problemas.




2 UN PREVIO DE CALCULO

A

—

A=A +A,+ A+ A, + A

FIGURA 1

I El problema del area

Los origenes del cdlculo se remontan a unos 2500 afios a los antiguos griegos, quienes
calcularon 4dreas usando el “método de agotamiento”. Los griegos sabian cémo encontrar el
area de cualquier poligono al dividirlo en tridngulos como se ve en la figura 1 y sumar
las areas de estos tridngulos.

Un problema mucho mas dificil es encontrar el drea encerrada por una figura curvada.
El método griego de agotamiento consistia en inscribir y circunscribir poligonos en la figu-
ray a continuacién aumentar el nimero de lados de los poligonos. La figura 2 ilustra este
proceso para el caso especial de un circulo con poligonos regulares inscritos.

N

7' N ).

FIGURA 2

En Preview Visual, puede ver como las
areas de los poligonos inscritos y circunscritos
se aproximan al area del circulo.

AW ANY,

Sea A, el drea del poligono inscrito con n lados. A medida que aumenta n, el drea A,
se parece cada vez mds y mds al drea del circulo. Asi, decimos que el drea del circulo
es el limite de las dreas de los poligonos inscritos, y escribimos

A = lim A,
s
Los griegos no utilizaron explicitamente el concepto de limite. Sin embargo, por razona-
miento indirecto, Eudoxo (siglo v a.C.) utiliz6 la técnica de agotamiento para obtener la
conocida férmula para el drea de un circulo: A = 772,

En el capitulo 5 utilizaremos una idea similar para encontrar las dreas de regiones del
tipo que se muestra en la figura 3. Nos aproximaremos al drea deseada por medio de 4reas
de rectangulos (como en la figura 4), disminuyendo el ancho de los rectdngulos y luego
calculando el drea A como el limite de estas sumas de areas de rectangulos.

y y y
11 1,1 1,1
0 1 3 1 X 0 1 x 0| ™y 1 ox
4 2 4 n
FIGURA 3 FIGURA 4

El problema del 4rea es el problema central en la rama del Célculo llamado cdlculo
integral. Las técnicas que vamos a desarrollar en el capitulo 5 para encontrar dreas tam-
bién nos permitirdn calcular el volumen de un sélido, la longitud de una curva, la fuerza
de las aguas contra una presa, la masa y el centro de gravedad de una varilla y el trabajo
realizado al bombear agua hacia afuera de un tanque.

I El problema de la tangente

Considere el problema de encontrar la ecuacién de la recta tangente ¢ a una curva con
ecuacion y = f(x) en un punto dado P. (En el capitulo 2 daremos una definicién precisa



y

y=fx)

FIGURA 5
La recta tangente en P

FIGURA 6
La recta secante PQ

y
t
Q
P
0
FIGURA 7

Recta secante aproximandose
a la recta tangente
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de una recta tangente. Por ahora podemos considerarla como una recta que toca la curva
en P como en la figura 5.) Como sabemos que el punto P se encuentra en la recta tangen-
te, podemos encontrar la ecuacién de ¢ si sabemos su pendiente m. El problema es que
necesitamos dos puntos para calcular la pendiente y tenemos sélo un punto P de . Para
sortear el problema encontramos en primer lugar una aproximacién a m tomando un punto
cercano Q de la curva y calculamos la pendiente mp de la recta secante PQ. De la figura 6
vemos que

1] )~ f@

PO
xX—a
Ahora imaginemos que Q se mueve a lo largo de la curva hacia P como en la figura 7.
Puede ver que la recta secante gira y se acerca a la recta tangente como su posicién limi-
te. Esto significa que la pendiente mpo de la recta secante se acerca mas y mds a la pen-
diente m de la recta tangente. Escribimos

m = lim mpg
0—P

y decimos que m es el limite de mpo cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva. Puesto
que x se aproxima a a cuando Q se aproxima a P, también podriamos utilizar la ecuacién
1 para escribir

f(x) — f(a)

@ m = lim
x—a X — d

En el capitulo 2 veremos ejemplos especificos de este procedimiento.

El problema de la tangente ha dado lugar a la rama del cédlculo llamada cdlculo dife-
rencial, inventada mds de 2000 afios después que el cdlculo integral. Las principales
ideas detrds del calculo diferencial se deben al matemadtico francés Pierre de Fermat
(1601-1665) y fueron desarrolladas por los matematicos ingleses John Wallis (1616—1703),
Isaac Barrow (1630-1677) e Isaac Newton (1642—1727) y el matematico aleman Gottfried
Leibniz (1646-1716).

Las dos ramas de célculo y sus principales problemas, el problema del drea y el pro-
blema de la tangente, parecen ser muy diferentes, pero resulta que hay una conexiéon muy
estrecha entre ellos. El problema de la tangente y el drea son problemas inversos en un
sentido que se describe en el capitulo 5.

[ Velocidad

Cuando miramos el velocimetro de un automovil y leemos que se estd desplazando a 48 mi/h,
(qué informacién estamos obteniendo? Si la velocidad se mantiene constante, después de
una hora nos habremos desplazado 48 mi. Pero, si varia la velocidad del coche, ;qué signi-
fica decir que la velocidad en un instante dado es 48 mi/h?

A fin de analizar esta situacién, examinemos el caso de un automévil que viaja a lo largo
de una carretera recta en el que suponemos que es posible medir la distancia recorrida por
el vehiculo (en pies) a intervalos de un segundo como se registra en la siguiente tabla:

t = Tiempo transcurrido (s) 0 1 2 3 4 5

d = Distancia (pies) 0 2 9 24 42 71
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d
1 o(t, (1)
204

107 P(2,£(2))

0 1 3 4 5
FIGURA 8

Un primer paso para hallar la velocidad una vez que han transcurrido 2 segundos, es
encontrar la velocidad promedio durante el intervalo 2 < ¢ < 4:

cambio en la posicion

velocidad promedio = —; -
tiempo transcurrido

_42-9
4 =2
= 16.5 pies/s

Del mismo modo, la velocidad promedio en el intervalo 2 < t < 3 es

4-9

ﬁ =15 pies/s

velocidad promedio =
Tenemos la sensacidn de que la velocidad en el instante # = 2 no puede ser muy diferente
de la velocidad promedio durante un corto intervalo de tiempo desde ¢ = 2. As{ que ima-
ginemos que se ha medido la distancia recorrida en intervalos de tiempo de 0.1 segundo
como se ve en la siguiente tabla:

t 2.0 2.1 2.2 23 24 2.5

d | 9.00 10.02 | 11.16 | 12.45 | 13.96 | 15.80

Entonces podemos calcular, por ejemplo, la velocidad promedio en el intervalo de tiempo
[2,2.5]

15.80 — 9.00

25— 2 13.6 pies/s

velocidad promedio =

Los resultados de estos cdlculos se muestran en la siguiente tabla:

Intervalo de tiempo [2,3] | [2,2.5] | [2,24] | [2,2.3] | [2,2.2] | [2,2.1]

Velocidad promedio (pies/s) 15.0 13.6 124 11.5 10.8 10.2

Las velocidades promedio durante intervalos sucesivamente mds pequefios parecen
estar aproximédndose cada vez mds a un niimero cercano a 10 y, por tanto, esperariamos
que la velocidad en exactamente r = 2 sea de 10 pies/s. En el capitulo 2 definiremos la
velocidad instantdnea de un objeto en movimiento, como el valor limite de las velocidades
promedio durante intervalos de tiempo cada vez mds pequefios.

En la figura 8 se muestra una representacioén grafica del movimiento del automévil al
ubicar los puntos correspondientes a la distancia recorrida como funcién del tiempo. Si
escribimos d = f (1), entonces f(7) es el nimero de pies recorridos después de 7 segundos.
La velocidad promedio en el intervalo de tiempo [2, 7] es

) . cambio en la posicion (o) — f(2)
velocidad promedio = —; - ==
tiempo transcurrido t—2

que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8. La velocidad v cuan-
do ¢ = 2 es el valor limite de esta velocidad promedio cuando # se aproxima a 2; es decir,

i SO @)
v = lim
1—2 t—2

y de la ecuacién 2 reconocemos que esto es lo mismo que la pendiente de la recta tangen-
te ala curvaen P.
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Asi, cuando resolvemos el problema de la tangente en el cédlculo diferencial, también
estamos resolviendo problemas relativos a velocidades. Las mismas técnicas permiten
resolver problemas relacionados con tasas de cambio en las ciencias naturales y sociales.

[ El limite de una sucesion

En el siglo v a.C. el filésofo griego Zeno6n de Elea plante6 cuatro problemas, ahora cono-
cidos como Paradojas de Zenon, que estaban disefiados para cuestionar algunas de las ideas
sobre el espacio y el tiempo que se sostenian en esos dias. La segunda paradoja de Zendn
se refiere a una carrera entre el héroe griego Aquiles y una tortuga a la que se ha dado cier-
ta ventaja al inicio. Zenén argumentaba, como se hace ver enseguida, que Aquiles nunca
podria rebasar a la tortuga. Supongamos que Aquiles empieza en la posicién a; y la tortu-
ga comienza en posicion ¢, (véase la figura 9). Cuando Aquiles alcanza el punto a, = 1, la
tortuga estd mas adelante en la posicion #,. Cuando Aquiles llega a a; = t,, la tortuga esta
en ;. Este proceso continda indefinidamente y asi parece que jla tortuga siempre estara por
delante! Pero esto desafia el sentido comuin.

a, a, a; a, as
Aquiles

Tortuga
t t I ty

Una manera de explicar esta paradoja es con el concepto de sucesion. Las posiciones
sucesivas de Aquiles (ai, a», as, .. .) o las posiciones sucesivas de la tortuga (1, f2, 13, . . .)
forman lo que se conoce como una sucesion.

En general, una sucesion {a,} es un conjunto de niimeros escritos en un orden definido.
Por ejemplo, la sucesion

puede describirse dando la siguiente férmula para el n-ésimo término:

1
a, = —
n

Podemos visualizar esta sucesion ubicando sus términos en una recta numérica como
en la figura 10a) o dibujando su grafica como en la figura 10b). En cualquiera de las dos
representaciones observamos que los términos de la sucesion a, = 1/n se aproximan cada
vez mds y mds a 0 al aumentar n. De hecho, podemos encontrar términos tan pequefios
como queramos haciendo n suficientemente grande. En estas condiciones, decimos que el
limite de la sucesion es 0, y lo indicamos escribiendo

o1
Iim — =0
n—® 1
En general, la notacién
lim a, =L

n—w

se utiliza si los términos de a, se aproximan al nimero L cuando » es suficientemente gran-
de. Esto significa que los nimeros a, pueden acercarse al nimero L tanto como se quiera
si se toma una n suficientemente grande.
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El concepto de limite de una sucesién ocurre cada vez que utilizamos la representacién
decimal de un nimero real. Por ejemplo, si

a =3.1

a, =3.14

as = 3.141

as = 3.1415
as = 3.14159
as = 3.141592

a; = 3.1415926

entonces Iim a,=

n—ow

Los términos de esta sucesién son aproximaciones racionales de .

Regresemos a la paradoja de Zendn. Las posiciones sucesivas de Aquiles y la tortuga
forman sucesiones {a,} y {t.}, donde a, < t, para toda n. Puede demostrarse que ambas
sucesiones tienen el mismo limite

lim a,=p = lim t,

n—ow n—w

Es precisamente en este punto p que Aquiles alcanza a la tortuga.

[ La suma de una serie

Otra de las paradojas de Zendn, segin Aristoteles, es la siguiente: “un hombre parado en
una sala no puede caminar hasta la pared. Para ello, primero tendria que recorrer la mitad
de la distancia, después recorrer la mitad de la distancia restante y, a continuacion,
recorrer la mitad de lo que falta. Este proceso puede mantenerse siempre y nunca puede
ser terminado”. (Véase la figura 11.)

FIGURA 11 2 4 8 16

Por supuesto, sabemos que el hombre realmente puede llegar a la pared, lo que sugiere
que tal vez la distancia total puede expresarse como la suma de una infinidad de distancias
cada vez mds pequefias como sigue:

1 1 1 1
3] l=—+—+—4+—+ -+ —F -
2 4 8 16 2"
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Zeno6n argumentaba que no tiene sentido sumar una infinidad de niimeros. Pero hay otras
situaciones en que utilizamos implicitamente sumas infinitas. Por ejemplo, en notacién
decimal, el simbolo 0.3 = 0.3333... significa

3 3 3 3

+ + + o
10 100 1000 10000

y asi, en cierto sentido, debe ser cierto que

3 3 3 3 1

- + - e
10 100 1000 10000 3

Mais generalmente, si d, denota el n-ésimo digito en la representacién decimal de un
ndmero, entonces

dl dZ d3 dn
=—+—+ ot
10 10? 10° 10"

0.dvd>dsds . .. 4.,

Por tanto, algunas sumas infinitas o series infinitas, como se les llama, tienen un significa-
do. Pero debemos definir cuidadosamente lo que es la suma de una serie infinita.

Regresando a la serie en la ecuacion 3, denotamos por s, la suma de los n primeros
términos de la serie. Por tanto,

si=3=025
ss=3+ ;=075
s3=1+1++=0875

ss=5+ 1+ 5+ + 5 =096875
Se=1+ 4+ i+ L+ 5+ 4 =00984375

s1=5+ ittt 4+ = 09921875

Y.

S0 =1+ 1+ -+ 15 = 0.99902344

11 1
— =t = =0, 474
>+ Ji7 = 09999847

Si6 =

Observe que como le afiadimos cada vez mas términos, las sumas parciales parecen ser
mas cercanas a 1. De hecho, se puede demostrar que si n es suficientemente grande (es
decir, si se suman suficientes términos de la serie), podemos aproximar la suma parcial s,
tanto como queramos al nimero 1. Por tanto, parece razonable decir que la suma de la
serie infinita es 1 y escribir

1 1 1 1
_+_+_+...+_+...=1
2 4 8 2"
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Rayos del Sol

Rayos del Sol

Observador ~

FIGURA 12

~ —
~
~
~

En otras palabras, la razén de que la suma de la serie sea 1 es que

lim s, =1
e
En el capitulo 11 analizaremos con mds detalle estas ideas y utilizaremos la propuesta
de Newton de combinar las series infinitas con el calculo diferencial e integral.

I Resumen

Hemos visto que el concepto de limite surge al intentar encontrar el drea de una region, la
pendiente de la recta tangente a una curva, la velocidad de un mévil o la suma de una serie
infinita. En cada caso el problema comtn es el cdlculo de una cantidad como el limite de
otras cantidades féciles de calcular. Esta idea bdsica de limite separa al Célculo de otras
dreas de las matemdticas. De hecho, podriamos definir al Cdlculo como la parte de las
matematicas que estudia limites.

Después de que Sir Isaac Newton invento su version del Célculo, la usé para explicar el
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Hoy el Célculo se utiliza para determinar las
Orbitas de los satélites y naves espaciales, en la prediccién de tamafios de poblacién, en la
estimacién de la rapidez con la que los precios del petréleo suben o bajan, en la prediccién
meteoroldgica, en medir el ritmo cardiaco del corazoén, en el célculo de las primas de segu-
ros de vida y en una gran variedad de otras dreas. En este libro exploraremos algunos de
estos usos del Célculo.

Con el fin de dar una idea del poder del Calculo, terminamos este panorama preliminar
con una lista de algunas de las preguntas que usted podra responder mediante el Cdlculo:

1. {Cémo podemos explicar el hecho, ilustrado en la figura 12, de que el dngulo de
elevacion desde un observador hasta el punto mds alto en un arcoiris es 42°?
(Consulte la pagina 282.)

2. ;Coémo podemos explicar las formas de las latas en supermercados? (Consulte la
pagina 337.)

3. ;(Donde estd el mejor lugar para sentarse en una sala de cine? (Consulte la
pagina 456.)

4. ;Coémo podemos disefiar una montafia rusa para un viaje suave? (Consulte la
pagina 184.)

5. (A qué distancia de la pista de un aeropuerto debe un piloto iniciar el descenso?
(Consulte la pagina 208.)

6. ;Como podemos utilizar las curvas y el disefio de las formas para representar
letras en una impresora laser? (Consulte la pagina 653.)

1. (Cémo podemos estimar el nimero de trabajadores que fueron necesarios para
construir la gran pirdmide de Keops en Egipto? (Consulte la pagina 451.)

8. ;Dodnde debe colocarse un parador en corto para atrapar una pelota de beisbol
lanzada por un jardinero y lanzarla al plato (home)? (Consulte la pagina 456.)

9. Una bola lanzada verticalmente hacia arriba, ;tarda mds tiempo en llegar a su
altura médxima o en volver a su posicién original de lanzamiento? (Consulte la
pagina 604.)



Funciones y modelos

A menudo una gréfica es la mejor manera
de representar una funcién porque
transmite mucha informacién en un
vistazo. En la fotografia se muestra la
gréfica de la aceleracion del suelo, o

© Mark Ralston / AFP / Getty Images

200805120628Sich

creada por el terremoto de 2008 en la L CHUK Z ]
A : . . MAY 12 (133), 2008
provincia de Sichuan, en China. La ciudad L 06:16:43.299 |

mas golpeada fue Beichuan, como
muestra la imagen.

Cortesfa de the IRIS Consortium. www.iris.edu

Los objetos fundamentales con los que trata el Calculo son las funciones. Este capitulo prepara el camino
para el Célculo discutiendo las ideas bdsicas sobre las graficas de funciones y la manera de transformarlas
y combinarlas. Destacamos que una funcién puede representarse de diferentes maneras: mediante una
ecuacion, una tabla, una grifica o en palabras. Veremos los principales tipos de funciones que aparecen en
el Calculo y describiremos como se utilizan estas funciones para modelar matematicamente fenémenos
del mundo real. También analizaremos el uso de calculadoras graficadoras y programas de graficacién por
computadora.
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FUNCIONES Y MODELOS

m Cuatro maneras de representar una funcion

Poblacion
Afo (millones)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2560
1960 3040
1970 3710
1980 4450
1990 5280
2000 6080
2010 6870

FIGURA 1
Aceleracion vertical de suelo durante
el terremoto de Northridge

Las funciones surgen siempre que una cantidad depende de otra. Considere las cuatro
situaciones siguientes:

A. El drea A de un circulo depende de su radio r. La regla que relaciona A con r estd
dada por la ecuacién A = 7r7>. Con cada nimero positivo r hay asociado un valor de
A, por lo que decimos que A es una funcion de r.

B. La poblacién humana del mundo P depende del tiempo ¢. La tabla muestra las estima-
ciones de la poblacién mundial P(f) en el tiempo 7, para algunos afios. Por ejemplo,

P(1950) = 2560000000

Pero para cada valor del tiempo ¢ hay un valor correspondiente de P, por lo que
decimos que P es una funcién de 7.

C. El costo C de envio de un paquete por correo depende de su peso w. Aunque no hay
alguna férmula simple que relacione a w con C, la oficina de correos tiene una regla
para determinar C cuando se conoce w.

D. La aceleracién vertical a de suelo, medida por un sismégrafo durante un terremoto,
es una funcién del tiempo transcurrido ¢. La figura 1 muestra una grafica generada
por la actividad sismica durante el terremoto de Northridge que sacudié Los Angeles
en 1994. Para un determinado valor de ¢, la grafica proporciona un valor correspon-
diente de a.

(cm/s?)
100 T
50 T ’ ‘
il “ “ ! ‘ilw H ln.'.'“'l sy
i 10 ‘|' I' N 20 '”l""‘ 30 7 (segundos)
-501 ‘
Departamento de Minas y Geologia de California

Cada uno de estos ejemplos describe una regla segin la cual, a un niimero dado (7, #, w
o0 1), se le asigna otro nimero (A, P, C, o a). En cada caso decimos que el segundo nime-
ro es una funcién del primero.

Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D exacta-
mente un elemento, llamado f(x), de un conjunto E.

Usualmente consideramos funciones para los cuales los conjuntos D y E son conjuntos
de ntimeros reales. Al conjunto D se le denomina dominio de la funcién. El niimero f(x)
es el valor de f en x y se lee “f de x”. El rango de f es el conjunto de todos los valores
posibles de f(x) conforme x varia a través de todo el dominio. Un simbolo que representa
un nimero arbitrario en el dominio de una funcién f se llama variable independiente.
Un simbolo que representa un nimero en el rango de f se conoce como variable
dependiente. En el ejemplo A, r es la variable independiente, y A es la variable dependiente.
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FIGURA 2

Diagrama de una funcién f como una
maquina

D f 5 E
FIGURA 3
Diagrama de flechas para f

y
1

0] 1 X
FIGURA 6

La notacion por intervalos esté dada en el
apéndice A.

SECCION 1.1 CUATRO MANERAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION 1

Es dtil pensar en una funcién como una maquina (véase la figura 2). Si x estd en el
dominio de la funcién f, cuando x entra en la mdquina, que se acepta como una entrada, la
madquina produce una salida f(x) de acuerdo con la regla de la funcién. Asi, podemos pen-
sar el dominio como el conjunto de todas las posibles entradas, y en el rango como el
conjunto de todas las posibles salidas.

Las funciones preprogramadas en una calculadora son buenos ejemplos de una funcién
como una miquina. Por ejemplo, el comando raiz cuadrada en su calculadora computa esa
funcién. Oprima la tecla etiquetada /(o 4/x ) e introduzca la entrada x; si x < 0, entonces
x no estd en el dominio de esta funcién; es decir, x no es una entrada aceptable, y la calcu-
ladora indicard un error. Si x = 0, entonces aparecerd una aproximacion a \/; en la pan-
talla. Asf, el comando /x en la calculadora no es exactamente el mismo que la funcién
matemética f definida por f(x) = /x .

Otra forma de imaginar una funcién es con un diagrama de flechas como en la
figura 3. Cada flecha conecta un elemento de D con un elemento de E. La flecha indica
que f(x) estd asociada con x, f(a) estd asociada con a, y asi sucesivamente.

El método mds comin para la visualizacién de una funcién es con su gréifica. Si f'es una
funcién con dominio D, entonces su grafica es el conjunto de pares ordenados

{(x.f(x) | x € D}

(Observe que estos son pares de entrada-salida). En otras palabras, la grafica de f cons-
ta de todos los puntos (x, y) en el plano coordenado tales que y = f(x) y x estd en el
dominio de f.

La gréfica de una funcién f nos da una imagen visual ttil del comportamiento o “historia de
vida” de una funcién. Dado que la coordenada y de cualquier punto (x, y) en el grafico es
y = f(x), podemos leer el valor de f(x) de la grafica como la altura de la grafica por encima
del punto x (véase la figura 4). La gréfica de f permite también tener una imagen visual del
dominio de fen el eje x y su rango en el eje y como en la figura 5.

Y (x, f(x))

rango

—_— X
dominio

X 0 ‘

FIGURA 4 FIGURA 5

FEETI0EN La grifica de una funcién f se muestra en la figura 6.
a) Encuentre los valores de f(1) y f(5).
b) (Cuadl es el dominio y el rango de f?

SOLUCION
a) De la figura 6 vemos que el punto (1, 3) estd en la gréfica de f, por lo que el valor de f
en 1 es f(1) = 3. (En otras palabras, el punto en la grafica que se encuentra por encima
de x = 1 estd 3 unidades por encima del eje x.)

Cuando x = 5, la grifica se encuentra aproximadamente a 0.7 unidades por debajo del
eje x, asi que estimamos que f(5) = —0.7.

b) Vemos que f(x) estd definida cuando 0 < x < 7, por lo que el dominio de fes el
intervalo cerrado [0, 7]. Observe que f toma todos los valores de —2 a 4, asi que
el rango de fes

] 2<sy=s4=[-24]



12 CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS

y
y=2x—1
0| /1 X
-1 2
FIGURA 7
y
(2,4
y=x’
(-1, 1) 1+
0 ; X
FIGURA 8
La expresion
fla+h) - fla)
h

en el ejemplo 3 se llama cociente de
diferencias y se presenta frecuentemente
en célculo. Como veremos en el capitulo 2,
representa la razén de cambio de f(x)
entrex =ayx=a+ h.

23[JNPA Trace la grdfica y encuentre el dominio y rango de cada una de las siguientes
funciones:

a) f(x) =2x — 1 b) gx) =x*

SOLUCION

a) La ecuacién de la grafica es y = 2x —1 y representa la ecuacién de una recta con
pendiente 2 e interseccién con el eje y en y = —1 (recuerde que la forma pendiente-inter-

seccién de la ecuacién de la recta es y = mx + b. Véase el apéndice B). Esto nos permite
dibujar la porcién de la grifica de fen la figura 7. La expresion 2x — 1 estd definida para
todos los nimeros reales, asi que el dominio de f es el conjunto R de todos los nimeros
reales. La grafica muestra que el rango también es R.

b) Dado que g(2) = 2* =4y g(—1) = (—1)* = 1, podemos ubicar los puntos (2, 4) y
(—1, 1) junto con algunos otros puntos de la grifica, y después unirlos para obtener la grafica
(figura 8). La ecuacion de la grafica es y = x* y representa una parabola (véase apéndice C).
El dominio de g es R, y el rango consiste en todos los valores de g(x), esto es, todos los
nimeros de la forma x*. Pero x> = 0 para todos los nimeros x, y todo nimero y en
estas condiciones es positivo, asi que el rango de g es {y | y = 0} = [0,%). Esto puede

verse en la figura 8. [

EETEGE] Sif() = 2¢ — 5x + 1y h # 0, evalde w

SOLUCION Primero evaluamos f(a + h) reemplazando x por a + h en la expresién
para f(x):

fla+h)=2a+ h?—5a+h) +1
=2(a*+2ah + h*) —5(a+ h) + 1
= 24> + 4ah + 2h* — 5a — Sh + 1

Después sustituimos en la expresion dada y simplificamos:

f(a+h)—f(a):(2a2+4ah+2h2—5a—5h+1)—(2a2—5a+l)

h h
_2a’ +4ah +2h* —5a —5h+ 1 — 24’ + 5a — 1
h
a2 Sh

I Representaciones de funciones

Hay cuatro posibles maneras de representar una funcioén:

® Verbalmente (por una descripcién en palabras)
= Numéricamente (por una tabla de valores)

® Visualmente (por una grafica)

= Algebraicamente (por una férmula explicita)

Si una funcién puede representarse de las cuatro maneras, con frecuencia es muy util
pasar de una representacion a otra a fin de disponer de informacién adicional de la funcion.
(En el ejemplo 2, empezamos con formas algebraicas y de ellas obtuvimos graficas.) Pero
ciertas funciones se describen de manera mds naturalmente por una forma que por otra.
Con esto en mente, reexaminaremos las cuatro situaciones que consideramos al inicio de
esta seccion.
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A. La representacion probablemente mas util del drea de un circulo como una funcién

de su radio es la férmula algebraica A(r) = 777, aunque es posible compilar una tabla
de valores para esbozar una gréfica (la mitad de una pardbola). Debido a que un
circulo tiene un radio positivo, el dominio es {r | r > 0} = (0,%), y el rango (0, ).

Poblacién B. Se nos da una descripcion de la func:i(’)n en palabras: P() es la poblacién humana del
; (millones) mundo en el tiempo 7. Vamos a medir 7, asi que ¢ = 0 se corresponde con el afio 1900.
La tabla de valores de la poblaciéon mundial proporciona una representaciéon adecuada
0 1650 de esta funcion. Si se grafican estos valores, obtenemos la grifica (llamada grafica de
10 1750 dispersion) en la figura 9. También es una representacion ttil porque la grafica nos
20 1860 permite disponer de todos los datos a la vez. ;Qué pasa con una férmula? Por
30 2070 supuesto, es imposible concebir una férmula explicita que proporcione la poblacién
40 2300 humana exacta P(f) en cualquier tiempo ¢. Pero es posible encontrar una expresion
50 2560 para una funcién que se aproxime a P(t). De hecho, utilizando los métodos que se
g(o) igig explican en la seccién 1.2, conseguimos la aproximacion
80 4450 P(r) = f(r) = (143653 X 10°) - (1.01395)"
90 5280 . . s
100 6080 La figura 10 muestra que es un “ajuste” razonablemente bueno. La funcidn f se llama
110 6870 modelo matemdtico para el crecimiento de la poblacién. En otras palabras, es una
funcién con una férmula explicita que aproxima el comportamiento de nuestra funcién
dada. Sin embargo, veremos que las ideas del Calculo también pueden aplicarse a una
tabla de valores; una férmula explicita no es necesaria.
P P
5X10°+ ’ 5% 10°
0 20 40 60 80 100 120 ! 0 20 40 60 80 100 120 !
FIGURAY9 FIGURA 10
La funcién P es tipica de aquellas que surgen cuando se intenta aplicar el Cédlculo
en el mundo real. Comenzamos con una descripcién verbal de una funcién.
Una funcion definida por una tabla de valores se A continuacién, debemos ser capaces de elaborar una tabla de valores de la funcidn;
llama funcion tabular. tal vez de lecturas del instrumento en un experimento cientifico. A pesar de que no
tenemos un conocimiento completo de los valores de la funcién, veremos a lo largo del
libro que todavia es posible realizar las operaciones del Célculo con dicha funcién.
w (onzas) Cw) (d6lares) C. Nuevamente la funcién se describe con palabras: sea C(w) el costo de envio por
correo de un paquete con peso w. La regla que el Servicio Postal de EU utiliza desde
O0<ws<1 0.88 2010 es la siguiente: el costo es de 88 centavos de délar para paquetes hasta
l<w=<?2 1.05 de 1 onza, mas 17 centavos por cada onza adicional (0 menos) hasta 13 onzas. La
2<ws3 1.22 tabla de valores que se muestran en el margen es la representacién mas conveniente
3<w i 4 1.39 para esta funcion, aunque es posible esbozar una gréfica (véase el ejemplo 10).
tews=s 156 D. La grafica que se muestra en la figura 1 es la representacion mas natural de la funcién

aceleracion vertical a(?). Es cierto que podria elaborarse una tabla de valores, y que
incluso es posible idear una férmula aproximada. Pero todo lo que necesita saber
un gedlogo —las amplitudes y patrones— puede verse facilmente en la gréfica. (Lo
mismo es cierto para los patrones que se observan en los electrocardiogramas de
pacientes que sufren del corazén y en poligrafos para la deteccién de mentiras).
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FIGURA 11

2w

FIGURA 12

[ilZ Para establecer funciones aplicadas como
en el ejemplo 5, puede ser (il revisar los
principios de la resolucién de problemas como se
explica en la péagina 75, particularmente el
paso 1: comprender el problema.

Convencién para el dominio

Si una funcién viene dada por una férmula y el
dominio no se expresa explicitamente, la
convencién es que el dominio es el conjunto de
todos los nimeros para los que la férmula tiene
sentido y define un nimero real.

FUNCIONES Y MODELOS

En el ejemplo siguiente, esboce la grafica de una funcién definida verbalmente.

FEEIINNR Al abrir un grifo de agua caliente, la temperatura T del agua depende de
cudnto tiempo ha estado saliendo el agua. Dibuje un esbozo de gréfica de 7 como una
funcién del tiempo 7 que ha transcurrido desde que fue abierto el grifo.

SOLUCION La temperatura inicial del agua corriente es cercana a la temperatura ambiente
porque el agua ha permanecido en las tuberias. Cuando empieza a salir el agua desde
el tanque de agua caliente, 7 aumenta rapidamente. En la siguiente fase, T es constante
a la temperatura del agua caliente en el tanque. Cuando el tanque se drena, 7 disminuye hasta
la temperatura de la fuente de agua. Esto nos permite hacer el esbozo de 7 en funcién
de t en la figura 11. L

El siguiente ejemplo inicia con una descripcion verbal de una funcién en una situacién
fisica, y hay que obtener una férmula algebraica explicita. La capacidad para hacer esto es
una habilidad util para resolver problemas de Célculo en los que se piden los valores maxi-
mo o minimo de cantidades.

I FEETENE] Un contenedor rectangular sin tapa tiene un volumen de 10m®. La
longitud de su base es dos veces su ancho. El material para la base cuesta $10 por metro
cuadrado, y el material para los lados cuesta $6 por metro cuadrado. Exprese el costo

de los materiales como una funcién del ancho de la base.

SOLUCION Dibujamos un diagrama como el de la figura 12 e introducimos la notacién w
y 2w para el ancho y la longitud de la base, respectivamente, y 4 para la altura.

El area de la base es w(2w) = 2uw?, por lo que el costo en délares de los materiales
para la base es 10(2w?*). Dos de los lados tienen area wh, y los otros dos tienen drea
2wh, por lo que el costo de los materiales para los lados es 6[2(wh) + 2(2wh)]. El costo
total es, por tanto,

C = 10Q2uw?) + 6[2(wh) + 2(2wh)] = 20w* + 36wh

Para expresar C s6lo como una funcién de w, necesitamos eliminar 4 y para hacerlo
utilizamos el hecho de que el volumen es de 10 m?. Por tanto,

ww)h = 10
10 5
esto da h = W

Sustituyendo en la expresion para C, tenemos
2 5 2
C =20w" + 36w| — | = 20w” + —
w w

Por tanto, la ecuacion

180

C(w) = 20w* + — w>0
w

expresa C como una funcién de w.

RN Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) =+/x+2 b) g(x)=xz1

- X

SOLUCION

a) Debido a que la raiz cuadrada de un nimero negativo no estd definida (como un
ntimero real), el dominio de f consta de todos los valores de x tales que x + 2 = 0. Esto
es equivalente a x = —2, por lo que el dominio es el intervalo [ —2, ©).



FIGURA 13

FIGURA 14
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b) Como

1 1
g(x):xz—x:x(x—l)

y no se permite la divisién entre 0, vemos que g(x) no estd definida cuandox =00 x = 1.
Por tanto, el dominio de g es

fx|x#0,x#1}

que también puede escribirse en notacién de intervalos como

La gréafica de una funcion es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: ;qué
curvas en el plano xy son graficas de funciones? Esta pregunta se contesta con la siguiente
prueba.

La prueba de la vertical Una curva en el plano xy es la grifica de una funcion de x si
y sélo si no hay recta vertical que intercepte la curva més de una vez.

La razén de la validez de la prueba de la vertical puede verse en la figura 13. Si cada
recta vertical x = a intercepta una curva sélo una vez, en (a, b), entonces se define exac-
tamente un valor funcional para f(a) = b. Pero si una recta x = a intercepta la curva dos
veces, en (a, b) y (a, ¢), entonces la curva no puede representar una funcién debido a que
una funcién no puede asignar dos valores diferentes de a.

N e 0

Por ejemplo, la pardbola x = y* — 2 que se muestra en la figura 14 a) no es la grafica
de una funcién de x porque, como puede ver, hay rectas verticales que intersectan a la
pardbola dos veces. La pardbola, sin embargo, contiene las graficas de dos funciones de x.
Note que la ecuacién x = y* — 2 implica que y* = x + 2, asi que y = £+/x + 2. Por tanto,
las mitades superior e inferior de la pardbola son las grificas de las funciones
f(x) = /x + 2 [del ejemplo 6 a)] y g(x) = —+/x + 2. [Véanse las figuras 14 b) y ¢).]
Observamos que si invertimos los roles de x y y, entonces la ecuacién x = h(y) = y* — 2
define a x como una funcién de y (con y como la variable independiente y x como la varia-
ble dependiente), y la pardbola aparece ahora como la gréfica de la funcién A.

sl

(~2,0N0

/ o \
|
)
[=)
=
[=)
=

ayx=y>—-2 b)yy=Vx+2 c)y=—+x+2
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FIGURA 15

Para un repaso mas amplio de valores absolutos,

véase el apéndice A.

FIGURA 16

FUNCIONES Y MODELOS

B Funciones definidas por secciones

Las funciones en los siguientes cuatro ejemplos se definen mediante diferentes férmulas
en distintos tramos de sus dominios. Estas funciones se denominan funciones definidas
por secciones.

I FZETIEER Una funcién festd definida por

£00) = {12— x six=<-—1
X

six > —1

Evalte f(—2), f(—1) y f(0) y grafique la funcién.

SOLUCION Recuerde que una funcién es una regla. Para esta funcién en particular la regla
es la siguiente: primero ver el valor de la entrada x. Si sucede que x < — 1, entonces el
valor de f(x) se encuentra con 1 — x. Por otro lado, si x > —1, entonces el valor de f(x)
se obtiene con x*.

Puesto que —2 < —1, tenemos f(—2) =1 — (=2) =3

Puesto que —1 < —1, tenemos f(—1)=1—(—1)=2

Puesto que 0 > —1, tenemos f(0) = 0> = 0.

({Cémo obtenemos la grafica de f? Observamos que si x < —1, entonces f(x) = 1 — x,
por lo que la parte de la grafica de f que se encuentra a la izquierda de la recta

vertical x = —1 debe coincidir con larecta y = 1 — x, que tiene pendiente —1 e
interseccion en (0, 1). Si x > —1, entonces f(x) = x?, por lo que la parte de la gréfica
de f que se encuentra a la derecha de la recta x = —1 debe coincidir con la grafica de

y = x%, que es una parabola. Esto nos permite esbozar la grafica en la figura 15. El punto
relleno indica que (—1, 2) estd incluido en la grafica; el punto hueco indica que (—1, 1)
estd excluido de la gréfica. [

El siguiente ejemplo de una funcién definida por secciones es la funcién valor absoluto.
Recuerde que el valor absoluto de un niimero a, denotado por |a/, es la distancia desde a
hasta O en la recta de nimeros reales. Las distancias son siempre positivas o cero, asi
tenemos que

|a|=0  paratodo nimero a
Por ejemplo,
3]=3 |-3]=3 |0]=0 |V2-1]=y2-1 [3-=@|=m—3
En general, tenemos
la|=a sia=0
la|=—a sia<0

(Recuerde que si a es negativa, entonces —a es positiva.)

FEINER Grafique la funcién valor absoluto f (x) = [ x].
SOLUCION De la discusién precedente sabemos que
X six=0
lx[=1"
x six<O0

Utilizando el mismo método que en el ejemplo 7, vemos que la gréfica de f coincide con
la recta y = x a la derecha del eje y, y coincide con la recta y = —x a la izquierda del eje

y (véase la figura 16). [ |



FIGURA 17

Forma punto-pendiente de la ecuacién de la

recta:

y =y =mx—x)

Véase el apéndice B.

c
1.50 +
oo+ 7 °
0.50 +
0 1 2 3 4 5 w
FIGURA 18
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m Encuentre una féormula para la funcién f graficada en la figura 17.

SOLUCION La recta que pasa por (0, 0) y (1, 1) tiene pendiente m = 1 e interseccién con
el eje yen b = 0, por lo que su ecuacion es y = x. Asi, por la parte de la grifica de f
que une a (0, 0) con (1, 1), tenemos

fx) =x siosx=1

La recta que une a (1, 1) y (2, 0) tiene pendiente m = —1, por lo que su forma punto-
pendiente es

y—0=(—1x—2)obieny=2 — x
Asf tenemos fx)=2—x sil<x<?2

También vemos que la gréfica de f coincide con el eje x para x > 2. Reuniendo esta
informacidn, tenemos la siguiente férmula en tres secciones para f:

X sio=x=<1
f)=92—x sil<x=<2
0 six>2 [ ]

RZETZNEIN En el ejemplo C al principio de esta seccién hemos considerado el costo
C(w) de enviar por correo paquetes con peso w. En efecto, esto define una funcién por
secciones porque, por la tabla de valores en la pagina 13, tenemos

088 si0<w=1
105 sil<w=2
<4

139 si3<w

La gréfica se muestra en la figura 18. Puede verse por qué funciones similares a ésta
se denominan funciones escaldn: saltan de un valor al siguiente. Estas funciones se

estudiaran en el capitulo 2. |

I Simetria

Si una funcion f satisface f(—x) = f(x) para todo x en su dominio, entonces f es una fun-
cién par. Por ejemplo, la funcidn f(x) = x? es par porque

f(=x) = (—x)* =x* = f(x)

El significado geométrico de una funcién par es que su gréfica es simétrica respecto al eje
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FIGURA 21

y (véase la figura 19). Esto significa que si hemos dibujado la gréfica para x = 0, obtene-
mos toda la gréfica simplemente reflejandola respecto al eje y.

y y
F=x) 5 F ) - 0 £(x)
—X 0 X X X X
FIGURA 19 Una funcién par FIGURA 20 Una funcién impar
Si f satisface f(—x) = —f(x) para cada x en su dominio, entonces f es una funcién

impar. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* es impar porque
f=x) = (%)’ = —x* = =f(%)

La gréfica de una funcién impar es simétrica en relacion con el origen (véase la figura 20).
Si ya tenemos la grafica de f para x = 0, podemos obtener toda la grafica rotando 180° esta
porcién en relacién con el origen.

m 240NN Determine si cada una de las siguientes funciones es par, impar o nin-
guna de las dos.

a) f(x) =x" +x b) g(x) =1 — x* c) h(x) = 2x — x?
SOLUCION
a) f(=x) = (—xP + (—x) = (=1)’x> + (—x)
=—x"—x=—(x"+x)
= —f(»)

Por tanto, f es una funcién impar.

b) o) =1 (=" =1-x*=g(x)

Asi que g es par.

c) h(—x) =2(—x) — (—x)* = —2x — x?

Como h(—x) # h(x) y h(—x) # —h(x), concluimos que 4 no es par ni impar. [

Las gréficas de las funciones del ejemplo 11 se muestran en la figura 21. Observe que
la grafica de & no es simétrica respecto al eje y ni en relacién con el origen.

y y y

I+ f ! g 1+ h

—1 1 X X 1 X

a) b) c)
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I Funciones crecientes y decrecientes

D La grafica que se muestra en la figura 22 sube desde A hasta B, desciende de B a C'y sube otra
y=f(x) vez de C a D. Se dice que la funcion fes creciente sobre el intervalo [a, b], decreciente
sobre [b, c] y creciente nuevamente sobre [c, d]. Observe que si x, y x, son dos niimeros
C entrg ayb con x,< x,, entonces f(x,) < f(x,). Utilizamos esta propiedad para definir una
£(x,) funcién creciente.

Una funcién f se llama creciente sobre un intervalo [ si

flx) < f(x2)

siempre que x; < x,en /
FIGURA 22 pre que xi =

Se llama decreciente sobre / si

ye fer) > f(x2)

siempre que x; < xpen [/

En la definicién de una funcién creciente, es importante darse cuenta de que la desigual-
dad f(x,) < f(x,) debe cumplirse para todo par Qe nimeros x, y x, en I.con x, <X, .

Puede observarse en la figura 23 que la funcién f(x) = x* es decreciente sobre el inter-
valo (—, 0] y creciente sobre el intervalo [0, ).

FIGURA 23

m Ejercicios

1. Sif(x) =x+y2—xygu) =u+ 2 — u,esverdad que

¢) Estime la solucién de la ecuacién f(x) = —1.
d) (Sobre qué intervalo es decreciente f?

= g?
f=g e) Establezca el dominio y el rango de f
2. Si f) Establezca el dominio y el rango de g.
x?—x
fx) = y gk)=x .
x— 1
9
(es verdad que f = g? 7
3. La gréfica de una funcién fest4 dada. 2
a) Establezca el valor de f(1). N
b) Estime el valor de f(—1). 0 b
c) ¢(Para qué valores de x es f(x) = 1?
d) Estime el valor de x tal que f(x) = 0.

e) Establezca el dominio y el rango de f.

f) (Sobre qué intervalo es creciente f?
5. La gréfica de la figura 1 fue registrada por un instrumento

5 operado por el Departamento de Minas y Geologia de California
en el Hospital Universitario de la Universidad de California del
Sur (USC, por sus siglas en inglés) en Los Angeles. Utilice esta
1 gréfica para estimar el rango de la funcién aceleracién vertical
de suelo, en la USC durante el terremoto de Northridge.

6. En esta seccidén discutimos ejemplos de funciones cotidianas:
la poblacién es una funcién del tiempo, el costo de envio
postal es una funcién del peso, la temperatura del agua es una
funcién del tiempo. Dar otros tres ejemplos de funciones de la

4. Las gréficas de fy g estdn dadas.
a) Establezca los valores de f(—4) y ¢(3).
b) (Para qué valores de x es f(x) = g(x)?

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

vida cotidiana que se describen verbalmente. ;Qué puede decir
sobre el dominio y el rango de cada una de sus funciones? Si
es posible, esboce una grafica de cada funcién.
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7-10 Determine si la curva es la grafica de una funcién de x. Si lo
es, establezca el dominio y el rango de la funcién.

1. y 8. y
AT 1
0y 1 X 01/ 1 X
=
9 AN 10 y
1 1
0| 1 X 0] 1 X

11. La grafica que se muestra da el peso de una determinada
persona en funcién de la edad. Describa con palabras cémo
el peso de esta persona varia con el tiempo. ;Qué cree que
ocurrié cuando esta persona tenia 30 afios?

200 T

Peso 1501
(libras) 100 +
50T

4 4 4 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 Edad
(afios)

12. La grafica muestra la altura del agua en una bafiera en funcién
del tiempo. Proporcione una descripcion verbal de lo que cree
que sucedid.

Altura
(pulgadas)

157
10T
5<>

4
t t t

0 5 10 15 Tiempo
(minutos)

13. Se ponen unos cubitos de hielo en un vaso, se llena el vaso con
agua fria y luego se coloca sobre una mesa. Describa como
cambia la temperatura del agua conforme transcurre el tiempo.
Luego esboce una grafica de la temperatura del agua como una
funcién del tiempo transcurrido.

14. Tres corredores compiten en una carrera de 100 metros. La
grafica muestra la distancia recorrida como una funcién del

15.

16.

17.

18.

19.

20.

22,

tiempo de cada corredor. Describa en palabras lo que la grafica
indica acerca de esta carrera. ;Quién gand la carrera? ;Cada
corredor termind la carrera?

y (m)
A B C
100+
0 20 1(s)

La gréfica muestra el consumo de potencia para un dia en

septiembre en San Francisco. (P se mide en megavatios; ¢ se

registra en horas a partir de la medianoche).

a) (Cuadl fue el consumo de potencia a las 6:00? ;A las 18:00?

b) (Cuéndo fue el consumo de potencia mas bajo? ;Cudndo
fue el mas alto? ;Estos tiempos parecen razonables?

800

\\
600
/

400 s 4

200

0 3 6 9 12 15 18 21 t

Pacific Gas & Electric

Esboce una gréfica aproximada del nimero de horas de luz en
funcién de la época del afio.

Esboce una gréfica de la temperatura exterior en funcién del
tiempo, durante un dia tipico de primavera.

Esboce una grafica aproximada del valor de mercado de un
nuevo automévil en funcién del tiempo, durante un periodo
de 20 afios. Suponga que el automévil se mantiene en buen
estado.

Esboce la grifica de la cantidad de una determinada marca de
café vendido por una tienda, en funcién del precio del café.

Coloque una tarta congelada en un horno y caliéntela durante
una hora. Luego saquela y déjela enfriar antes de comerla.
Describa como cambia la temperatura de la tarta conforme
pasa el tiempo. Luego esboce una grifica de la temperatura
de la tarta en funcién del tiempo.

. El propietario de una casa poda el césped cada miércoles por

la tarde. Esboce una grafica de la altura del césped como una
funcién del tiempo, en el transcurso de un periodo de cuatro
semanas.

Un avidn despega desde un aeropuerto y aterriza una hora
mds tarde en otro aeropuerto a 400 millas de distancia. Si ¢
representa el tiempo en minutos desde que el avidn ha dejado la



terminal, x(7) es la distancia horizontal recorrida y y() la altitud
del avién, esboce

a) una posible grafica de x().

b) una posible grifica de y(7).

¢) una posible gréfica de la rapidez respecto al suelo.

d) una posible gréfica de la velocidad vertical.

23. En la tabla se muestra el nimero N (en millones) de usuarios
de telefonia celular en EU. (Se dan estimaciones semestrales.)

t 1996 1998 2000 2002 2004 2006

N 44 69 109 141 182 233

a) Ultilice los datos para esbozar una gréfica de N en funcién
de z.

b) Utilice su grafica para estimar el nimero de usuarios de
teléfono celular a mediados de afio en 2001 y en 2005.

24. Las siguientes lecturas de temperatura T (en °F) se registraron
cada dos horas desde la medianoche a las 14:00 en Phoenix, el
10 de septiembre de 2008. El tiempo ¢ se midi6 en horas a
partir de la medianoche.

t 0 2 4 6 8 10 12 14
T 82 75 74 75 84 90 93 94

a) Ultilice las lecturas para esbozar una gréfica de 7 como una
funcién de 7.
b) Utilice la gréfica para estimar la temperatura a las 9:00.

25. Sif(x) = 3x* — x + 2, encuentre f(2), f(—2), f(a), f(—a),
fla + 1), 2f(a), fQa), f(@), [f (@] y fla + h).

26. Un globo esférico con radio de r pulgadas tiene volumen
V(r) = 27>, Encuentre una funcién que represente la cantidad
de aire necesaria para inflar el globo de un radio de r pulgadas
a un radio r + 1 pulgadas.

27-30 Evalde el cociente de diferencias de cada una de las
siguientes funciones. Simplifique su respuesta.

f@+h ~f0B)

21. f(x) =4 + 3x — x?, Y

fla+h) — fla)

2. f(x) = x°, p
29, f(x) = % W=/ (’2 :fl @)
wo-i2d, ff

31-37 Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones.

2x3 =5
xX2+x—6

x+ 4

x2=9

3. f(x) = 32. f(x) =

33. f(r) =2t — 1 4. g(t) =3 -1t — 2+t
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1 u+1
35, h(x) = ——— 3. ) = ————
) Jx? — 5x 1+ 1
u+1

3. F(p) =2 — /p

38. Encuentre el dominio y el rango, y dibuje la gréfica de la

funcién h(x) = /4 — x2,

39-50 Encuentre el dominio y grafique cada una de las siguientes
funciones:

39, f(x) =2 — 0.4x 0. Fx) =x>—2x + 1

4 -1

27

M f=2+7r 4. H@) =

4. g(x) =x—5

M. F(x) = |2x+ 1|

3x + | x|
45. G(x) = ——— 6. g(x) = |x| — x
x+2 six<O0
47. =
&) {l—x six=0

3—4x six<2
8. f(x) =
f() {2x—5 §ix>2

x+2 sixs—1

49 =
f ) {x2 Six > 1
x+9 six<-3
50. f(x) =4 —2x si|x|<3

—6 six>3

51-56 Encuentre una expresion para la funcién cuya gréfica es la
curva dada.

51. El segmento de recta que une los puntos (1, =3) y (5, 7).
52. El segmento de recta que une los puntos (—5, 10) y (7, —10).
53. La mitad inferior de la parabola x + (y — 1)> = 0.

54. La mitad superior de la circunferencia x> + (y — 2)*> = 4.

55. 5 56. 5
—1 1
0 1 0 1

57-61 Encuentre una férmula y su dominio para cada una de las
siguientes funciones descritas.

57. Un rectangulo tiene 20m de perimetro. Exprese el drea del
rectdngulo en funcién de la longitud de uno de sus lados.



22

58.

59.

60.

61.
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Un rectdngulo tiene 16 m? de drea. Exprese el perimetro del
rectangulo en funcién de la longitud de uno de sus lados.

Exprese el drea de un tridngulo equildtero, como funcién de
la longitud de un lado.

Exprese el drea superficial de un cubo en funcién de su
volumen.

Una caja rectangular abierta con 2m?® de volumen tiene una
base cuadrada. Exprese el drea superficial de la caja en funcién
de la longitud de uno de los lados de la base.

62.

63.

64.

65.

66.

Una ventana normanda tiene la forma de un rectdngulo
coronado por un semicirculo. Si el perimetro de la ventana
es de 30 pies, exprese el drea A de la ventana en funcion del
ancho x de la ventana.

A

Debe construirse una caja sin tapa, a partir de una hoja
rectangular de cartén que tiene dimensiones de 12 por

20 pulgadas, recortando cuadrados iguales de lado x en cada
una de las esquinas y plegando los lados como se ilustra en la
figura. Exprese el volumen V de la caja en funcién de x.

1 20 1
‘ ;
x
12
X
| Tk

Un plan de telefonia celular tiene una carga bdsica de 35
ddlares al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cargos de
10 centavos de ddlar por cada minuto adicional de uso. Escriba
el costo mensual C, como una funcién del nimero x de minutos
utilizados, y grafique C como una funcién para 0 < x < 600.

En cierto estado del pais, la velocidad médxima permitida en
autopistas es 65mi/h y la velocidad minima es de 40mi/h. La
multa para los conductores que violan estos limites es $15 por
cada milla por hora por encima de la velocidad maxima o por
debajo de la velocidad minima. Exprese el monto de la multa
F como una funcién de la velocidad de conduccién x y grafique
F(x) para 0 = x < 100.

Una compaiiia de electricidad cobra a sus clientes una tasa
base de 10 délares al mes, mds 6 centavos de ddlar por
kilovatio-hora (kWh) por los primeros 1200kWh y 7 centavos
de délar por kWh para todo uso sobre 1200kWh. Exprese el costo
mensual E en funcién de la cantidad x de electricidad utilizada.
Después, grafique la funcién E para 0 < x < 2000.

67. En un determinado pafs, el impuesto sobre la renta se calcula
como sigue. No hay impuesto sobre la renta para ingresos de
hasta $10000. Los ingresos de més de $10000 se gravan con una
tasa del 10%, hasta un ingreso de $20000. Los ingresos
superiores a $20000 se gravan en 15%.

a) Esboce la gréfica de la tasa impositiva R en funcién
de los ingresos.

b) (Qué impuesto corresponde a un ingreso de $14000?
(Y de $26000?

¢) Esboce la gréfica del impuesto total 7 en funcién del
ingreso 1.

68. Las funciones del ejemplo 10 y el ejercicio 67 se denominan
funciones escalon porque sus graficas parecen escaleras.
Sugiera dos ejemplos de funciones escalén que surgen en la
vida cotidiana.

69-70 Se muestran las gréficas de f'y g. Determine si cada funcién
es par, impar o ninguna de las dos. Explique su razonamiento.

69. y 70. y
\_1Y \_1Y
f !

7. a) Siel punto (5, 3) estd en la grafica de una funcién par, ;cudl
otro punto también debe estar en la gréafica?
b) Si el punto (5, 3) estd en la gréifica de una funcién impar,
(cudl otro punto también debe estar en la grafica?

72. Una funcién f tiene dominio [—5, 5] y se muestra una porcién
de su grafica.
a) Complete la grafica de f'si se sabe que f es par.
b) Complete la grafica de f'si se conoce que f es impar.

73-78 Determine si f es par, impar o ninguna de las dos. Si tiene
una calculadora graficadora, utilicela para verificar visualmente su
respuesta.

2

7. f(x) = xzi 1 7. f(x) = x4x+ 1
75. f(x)=xjc_1 76. f(x) = x|x|

7. fx)=1+3—x* 8. f(x)=1+3x—X°
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79. Si fy g son funciones pares, jes f + g par? Si fy g son funciones 80. Sify g son dos funciones pares, ;es el producto fg par? Si
impares, jes f + g impar? ;Qué sucede si fes par y g es impar? [y g son dos funciones impares, jes fg impar? ;Qué

Justifique sus respuestas.

sucede si fes par y g es impar? Justifique sus respuestas.

m Modelos matematicos: un catalogo de funciones esenciales

Problema en Formular
el mundo real

1

Un modelo matematico es una descripciéon matemadtica (a menudo por medio de una
funcién o una ecuacién) de un fenémeno real, como el tamafio de una poblacién, la deman-
da de un producto, la velocidad de un objeto que cae, la concentracién de un producto en
una reaccién quimica, la esperanza de vida de una persona al nacer, o el costo de la reduc-
cion de las emisiones. El propdsito del modelo es comprender el fendmeno y tal vez hacer
predicciones sobre su comportamiento futuro.

La figura 1 ilustra el proceso de modelado matematico. Dado un problema del mundo
real, nuestra primera tarea es formular un modelo matematico mediante la identificacién y
etiquetado de las variables dependientes e independientes, y haciendo supuestos que sim-
plifiquen lo suficiente el fendmeno para que sea matematicamente manejable. Utilizamos
nuestro conocimiento de la situacion fisica y nuestras habilidades matematicas para obte-
ner ecuaciones que relacionen las variables. En situaciones donde no hay ninguna ley
fisica para que nos guie, podemos necesitar recopilar datos (ya sea en una biblioteca, en
internet o mediante la realizacion de nuestros propios experimentos) y examinar los datos
en forma de una tabla para poder identificar patrones. A partir de la representacion numé-
rica de una funcién, podemos obtener una representacion grafica. En algunos casos, la
grafica podria hasta sugerir una forma algebraica adecuada.

Modelo Resolver Conclusiones Interpretar Prediccién en
443 —_— 443 —_—
matematico matematicas el mundo real
Prueba

FIGURA 1 El proceso de modelado

En el apéndice B se repasa la geometria analitica
de las rectas.

La segunda etapa consiste en aplicar las matematicas que conocemos (p. ¢€j., el Calculo
que se desarrollard a lo largo de este libro) al modelo matematico que hemos formulado a
fin de obtener conclusiones matematicas. A continuacién, en la tercera etapa, tomamos
esas conclusiones matematicas y las interpretamos como informacién sobre el fenémeno
original del mundo real con el propésito de dar explicaciones o hacer predicciones.
El dltimo paso es poner a prueba nuestras predicciones comparando contra nuevos datos
reales. Si las predicciones no coinciden con una buena aproximacién con la realidad,
necesitamos afinar nuestro modelo o formular uno nuevo y empezar otra vez el ciclo.

Un modelo matematico nunca es una representaciéon completamente precisa de una
situacion fisica: es una idealizacién. Un buen modelo simplifica la realidad lo suficiente
para permitir hacer calculos matemadticos, pero es razonablemente preciso para proporcio-
nar valiosas conclusiones. Es importante percatarse de las limitaciones del modelo porque,
finalmente, la Madre Naturaleza tiene la tltima palabra.

Hay muchos tipos diferentes de funciones que pueden utilizarse para modelar relacio-
nes observadas en el mundo real. En lo que sigue, analizaremos el comportamiento y
grafica de estas funciones y daremos ejemplos de situaciones adecuadamente modeladas
por ellas.

I Modelos lineales

Cuando decimos que y es una funcién lineal de x, queremos decir que la grafica de la
funcién es una recta, de manera que podemos utilizar la forma pendiente-interseccion de
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T

—10A + 20

FIGURA 2

FIGURA 3

h
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la ecuacion de la recta para escribir una férmula para la funcién como
y=f(x)=mx + b

donde m es la pendiente de la recta y b es la interseccion de la recta con el eje y.

Un rasgo caracteristico de las funciones lineales es que crecen a una razén constante.
Por ejemplo, la figura 2 muestra una grafica de la funcidn lineal f(x) = 3x — 2 y una tabla
con algunos de sus valores. Observe que cuando x aumenta por 0.1, el valor de f(x) aumenta
por 0.3. Asi que f(x) aumenta tres veces mds rdpido que x. De este modo, la pendiente de
la grafica y = 3x — 2, es decir 3, lo que puede interpretarse como la razén de cambio de y
respecto a x.

y
X f(x)=3x—-2
y=3x—2

1.0 1.0

1.1 13

1.2 1.6

0 * 13 1.9

-2 14 22

1.5 2.5

v] Eseweio

a) Cuando el aire seco se mueve hacia arriba, se expande y se enfria. Si la temperatura del
suelo es 20 °C, y la temperatura a 1 km de altura es de 10 °C, exprese la temperatura T
(en °C) en funcidn de la altura & (en kilémetros), suponiendo que un modelo lineal es
adecuado.

b) Dibuje la grifica de la funcién del inciso a). {Qué representa la pendiente?

c¢) (Cudl es la temperatura a 2.5km de altura?

SOLUCION
a) Ya que suponemos que 7" es una funcién lineal de 4, podemos escribir

T=mh+b
Estamos teniendo en cuenta que 7 = 20 cuando & = 0, por lo que
20=m-0+b=0>

En otras palabras, la interseccion con el eje y es b = 20.
Dado que T = 10 cuando h = 1, tenemos que

10=m-1+20

La pendiente de la recta es, por tanto, m = 10 — 20 = —10, y la funcién lineal requerida
es

T=—10n + 20
b) La grifica se muestra en la figura 3. La pendiente es m = —10 °C/km y representa la

razén de cambio de temperatura respecto a la altura.

¢) A una altura de & = 2.5km, la temperatura es

T=—102.5) + 20 = —5°C -
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Si no hay ley fisica o principio que nos ayude a formular un modelo, construimos un
modelo empirico que se base completamente en los datos recopilados. Buscamos una
curva que “encaje” en los datos, en el sentido que sugiera la tendencia bésica de los puntos
que representan los datos.

I FZEIEEF La tabla 1 muestra el nivel promedio de diéxido de carbono en la
atmosfera, medido en partes por millén en el Observatorio Mauna Loa, desde 1980 a
2008. Utilice los datos de la tabla 1 para encontrar un modelo para el nivel de di6xido de
carbono.

SOLUCION Utilizamos los datos de la tabla 1 para hacer la grafica de dispersién en
la figura 4, donde 7 representa el tiempo (en afios) y C, el nivel de CO, (en partes por
millén, ppm).

C
TABLA 1 3807
Nivel de CO, Nivel de CO, 1
Afo (en ppm) Aflo (en ppm) 370
1980 338.7 1996 362.4 3604
1982 3412 1998 366.5
1984 344 4 2000 3694 3504
1986 3472 2002 3732
1988 351.5 2004 3775
1990 354.2 2006 381.9 3407
1992 356.3 2008 385.6 t f f t . . :
1994 358.6 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 !
FIGURA 4 La grifica de dispersion para el nivel promedio de CO,
Observe que los puntos de datos parecen estar cercanos a una recta, por lo que es
natural que se elija un modelo lineal en este caso. Pero hay muchas rectas posibles que
se aproximan a estos puntos de datos, asi que, ;cudl debemos usar? Una posibilidad es la
recta que pasa por el primero y el dltimo puntos de datos. La pendiente de esta recta es
385.6 — 33877 469
= = 1.675
2008 — 1980 28
y su ecuacion es
C — 338.7 = 1.675(t — 1980)
o bien
[1] C = 1.675t — 2977.8
La ecuacién 1 da un posible modelo lineal para el nivel de didxido de carbono y se
representa graficamente en la figura 5.
C
380 T
370 T
360 +
350
340 T
FIGURA 5
Modelo lineal a través del primero 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1
y el dltimo puntos de informacién
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Una computadora o una calculadora graficadora
encuentran la recta de regresion por el método
de minimos cuadrados, que consiste en
minimizar la suma de los cuadrados de las
distancias verticales entre los puntos de datos
y la recta. Los detalles se explican en la

seccion 14.7.

FIGURA 6
Recta de regresion

Observe que nuestro modelo da valores por encima de la mayoria de los niveles reales
de CO,. Un mejor modelo lineal se obtiene por un procedimiento estadistico llamado
regresion lineal. Si utilizamos una calculadora graficadora, introducimos los datos
de la tabla 1 en el editor de datos y elegimos el comando de regresion lineal (con
Maple utilizamos el comando fit[leastsquare] en el paquete de estadistica; con Mathematica
utilizamos el comando Fit). La mdquina da la pendiente y la ordenada al origen de la
recta de regresion

m = 1.65429 b= —2938.07

Por lo que nuestro modelo de minimos cuadrados para el nivel de CO, es

(2] C = 1.65429t —2938.07

En la figura 6 graficamos la recta de regresion, asi como los puntos de datos. Compa-
rando con la figura 5, vemos que da un mejor ajuste que nuestro anterior modelo lineal.

380 T
370 1
360 T

350 1

340 1

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1 L

I FFETEINE] Utilice el modelo lineal dado por la ecuacién 2 para estimar el nivel
promedio de CO, para 1987 y predecir el nivel para el afio 2015. De acuerdo con
este modelo, ¢cudndo el nivel de CO, superard 420 partes por millén?

SOLUCION Mediante la ecuacion 2 con t = 1987, estimamos que el nivel promedio de
CO, en 1987 fue

C(1987) = (1.65429)(1987) — 2938.07 = 349.00

Este es un ejemplo de interpolacién porque hemos estimado un valor entre los valores
observados. (De hecho, el Observatorio Mauna Loa informé que el nivel promedio de CO,
en 1987 fue de 348.93 ppm, por lo que nuestra estimacién es bastante precisa.)

Con t = 2015, obtenemos

C(2015) = (1.65429)(2015) — 2938.07 = 395.32

Por lo que auguramos que el nivel promedio de CO, en el afio 2015 serd 395.3 ppm.
Este es un ejemplo de extrapolacion porque hemos predicho un valor fuera de la regién
de observaciones. En consecuencia, estamos mucho menos seguros acerca de la precisién de
nuestra prediccion. Utilizando la ecuacion 2, vemos que el nivel de CO, supera las
420 ppm cuando

1.65429¢ — 2938.07 > 420

Resolviendo esta desigualdad, obtenemos

3358.07

~ 2029.92
1.65429 029.9
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Por tanto, predecimos que el nivel de CO, superara 420 ppm para el afio 2030. Esta
prediccion es riesgosa porque se trata de un tiempo bastante alejado de nuestras
observaciones. De hecho, podemos ver en la figura 6 que la tendencia ha sido de un
rdpido aumento para los niveles de CO, en los tdltimos afios, por lo que el nivel podria

superar los 420 ppm antes de 2030. [

I Polinomiales

Una funcién P se llama polinomial si
P(x) = a,x" + a1 x" '+ - + ax* + aix + ao

donde 7 es un nimero entero no negativo y a,, a,, a,,. .., a, son constantes llamadas los
coeficientes de la polinomial. El dominio de cualquier polinomial es R = (—, ). Si
el coeficiente principal a 7 0, entonces el grado de la polinomial es n. Por ejemplo, la
funcién

P(x) = 2x° — x* + Ix* + \/5

es una polinomial de grado 6.

Una polinomial de grado 1 es de la forma P(x) = mx + b, por lo que es una funcién
lineal. Una polinomial de grado 2 es de la forma P(x) = ax* + bx + ¢y se llama fun-
cion cuadratica. Su grifica es siempre una pardbola obtenida por desplazamientos de la
pardbola y = ax?, como se vera en la siguiente seccién. La parabola abre hacia arriba si
a > 0y hacia abajo si a < 0. (Véase la figura 7.)

y y
2t
2t
FIGURA 7 ; 1 x
Las gréficas de una 0 1 *
funcién cuadrética
son pardbolas a) y=x’+x+1 b) y=—2x+3x+1

Una polinomial de grado 3 es de la forma

Px) =ax* + bx* + cx +d a#0

y se llama funcion cibica. La figura 8 muestra la grafica de una funcién cibica en el
inciso a) y las graficas de polinomiales de grados 4 y 5 en los incisos b) y ¢). Veremos mas
adelante por qué las graficas tienen esas formas.

y y y

/ 0 1 X N x 1 X

FIGURA 8 a) y=x’—x+1 b) y=x*—3x*+x c) y=3x"—25x>+ 60x
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TABLA 2
Tiempo Altura
(segundos) (metros)
0 450
1 445
2 431
3 408
4 375
5 332
6 279
7 216
8 143
9 61

Las polinomiales se utilizan cominmente para modelar diversas cantidades que se pre-
sentan en las ciencias naturales y sociales. Por ejemplo, en la seccién 3.7 explicaremos por
qué los economistas usan a menudo una polinomial P(x) para representar el costo de pro-
ducir x unidades de una mercancia. En el siguiente ejemplo, utilizamos una funcién cuadré-
tica para modelar la caida de una pelota.

FFETI0NR Se deja caer una pelota desde la plataforma de observacién de la Torre CN,
a 450 m por encima del suelo. Las sucesivas alturas & de la pelota por encima del suelo
estdn registradas a intervalos de 1 segundo, en la tabla 2. Encuentre un modelo para ajustar
los datos y utilice ese modelo para predecir el momento en que la pelota golpeara el
suelo.

SOLUCION En la figura 9 se traza una grafica de dispersion con la informacion disponible
y se observa que un modelo ideal no es adecuado. Pero parece ser que los puntos de
datos podrian acomodarse a una pardbola, por lo que intentamos un modelo cuadrético.
Utilizando una calculadora graficadora o computadora (que utiliza el método de los
minimos cuadrados), obtenemos el siguiente modelo cuadratico:

(3] h = 449.36 + 0.96t — 4.90¢*
h h
(metros)
4001 400
200 200
0 2 4 6 8 ! 0 > 4 6 8 t
(segundos)
FIGURA 9 FIGURA 10
Gréfica de dispersion para la caida de una Modelo cuadrdtico para la caida de una

pelota pelota

En la figura 10 dibujamos la gréfica de la ecuacién 3 junto con los puntos de datos y
vemos que el modelo cuadritico es muy buen ajuste.
La pelota golpea el suelo cuando /2 = 0, por lo que resolvemos la ecuacién cuadratica

—4.90# + 0.96t +449.36 = 0

La ecuacién cuadritica da

~ =096 = \/(0.96)> — 4(—4.90) (449.36)
= 2(—4.90)

La raiz positiva es t = 9.67, por lo que pronosticamos que la pelota golpeard el suelo
después de aproximadamente 9.7 segundos. [

B Funciones potencia

Una funcién de la forma f(x) = x¢ donde a es una constante, se llama funcién potencia.
Consideramos varios casos.
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i) @ = n, donde n es un nimero entero positivo

Las graficas de f(x) = x" parax = 1, 2, 3, 4 y 5 se muestran en la figura 11. (Estas son
polinomiales con un sélo término.) Ya sabemos la forma de la grifica de y = x (una recta
que pasa por el origen con pendiente 1) y y = x* [una parabola, véase el ejemplo 2b) en
la seccion 1.1].

FIGURA 11 Grificas de f(x)=x"paran=1,2,3,4,5

La forma general de la grafica de f(x) = x" depende de si n es par o impar. Si n es
par, entonces f(x) = x" es una funcién par, y su grafica es similar a la pardbola y = x>
Si n es impar, entonces f(x) = x" es una funcién impar, y su grafica es similar a la
de y = x3. Observe en la figura 12, sin embargo, que cuando n aumenta, la grafica de
y = x" se aplana mds cerca de 0 y es mds pronunciada cuando | x | = 1. (Si x es peque-
fa, entonces x> es mds pequeifia, x* es ain mas pequeiia, x* es todavia mas pequefia adn,
y asi sucesivamente.)

FIGURA 12
Familia de funciones potencia

ii) a = 1/n, donde n es un nimero entero positivo

La funcién f(x) = x'/" = \/; es una funcién raiz. Para n = 2 es la funcién raiz
cuadrada f(x) = \/; , con dominio en [0, *) y cuya gréfica es la mitad superior de

la parabola x = y?. [Véase la figura 13a)]. Para otros valores pares de n, la grafica

de y = {/x es similar a la de y = /x.Paran = 3 tenemos la funcién raiz cibica

flx) = 3/; con dominio en R (recuerde que todo nimero real tiene raiz ctibica) y cuya
grafica se muestra en la figura 13b). La graficade y = \/; para n impar (n > 3) es
similar alade y = {/;

(1, 1) (1,1

FIGURA 13
Gréficas de funciones raiz a) f(x)= \/x b) f(x)= i/x
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FIGURA 14
La funcién reciproca

FIGURA 15

El volumen como una funcién de
la presion a temperatura constante

Yy \
\J I

\

\ \
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{ 0 '2 X
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I I

\

| |
FIGURA 16

2x*— 2 +1
f()‘): x2_4

iii) a = —1

La gréfica de la funcién reciproca f(x) = x~' = 1/x se muestra en la figura 14. Su gréfica
tiene la ecuacién y = 1/x o xy = 1, y es una hipérbola con los ejes de coordenadas
como sus asintotas. Esta funcién surge en fisica y quimica en relacién con la ley de Boyle,
que dice que, cuando la temperatura es constante, el volumen V de un gas es inversamente
proporcional a la presién P:

C
V=—
P

donde C es una constante. Asi, la grafica de V en funcién de P (véase la figura 15) tiene
la misma forma general que la mitad derecha de la figura 14.

Las funciones potencia también se utilizan para modelar relaciones especie-drea (ejercicios
26-27), la iluminacién como una funcién de la distancia a una fuente de luz (ejercicio 25) y
el periodo de revolucién de un planeta en funcién de su distancia al Sol (ejercicio 28).

I Funciones racionales

Una funcién racional f es un cociente de dos funciones polinomiales:

donde P y Q son polinomiales. El dominio consiste en todos los valores de x tales que
Q(x) # 0. Un ejemplo simple de una funcién racional es f(x) = 1/x, cuyo dominio es
{x | x # 0}; esta es la funcién reciproca graficada en la figura 14. La funcién

2xt—xr+ 1

f0 ==
es una funcién racional con dominio {x | x # +2}. La grafica se muestra en la figura 16.

BN Funciones algebraicas

Una funcién f se llama funcion algebraica si puede construirse utilizando operaciones
algebraicas (como suma, resta, multiplicacion, divisién y tomando raices) comenzando
con las polinomiales. Cualquier funcién racional es automaticamente una funcién algebraica.
Aqui hay dos ejemplos mads:

x* — 16x?

flx) =+/x2+1 g(x) = W +(x—2)Jyx+1

Cuando esbocemos funciones algebraicas en el capitulo 4, veremos que sus graficas pue-
den tener una variedad de formas. La figura 17 ilustra algunas de las posibilidades.



FIGURA 17

Las péginas de referencia se encuentran
en la parte final del libro.
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y y

1t 1

4
1

0 é X 0 1 X

b) g(x)=3%/x*—25

a) fx)=xyx+3 ¢) h(x) = x*}(x—2)
Un ejemplo de una funcién algebraica se produce en la teoria de la relatividad. La masa
de una particula con velocidad v

mo

donde m, es la masa en reposo de la particula y ¢ = 3.0 X 10°km/s es la velocidad de la
luz en el vacio.

I Funciones trigonométricas

La trigonometria y las funciones trigonométricas se repasan en la pagina de referencia 2
y también en el apéndice D. En Calculo, por convencién, siempre se utilizan medidas en
radianes (excepto cuando se indique lo contrario). Por ejemplo, cuando utilizamos la fun-
cion f(x) = sen x, se sobreentiende que sen x significa el seno de un dngulo cuya medida
en radianes es x. Asi, las graficas de las funciones seno y coseno son como se muestra en
la figura 18.

y
_ 1+ 3777'
NS ‘ RN
[ N (N NPz SN

a) f(x)=senx

FIGURA 18

Observe que para las funciones seno y coseno el dominio es (—, ©), y el rango es el
intervalo cerrado [—1, 1]. Por tanto, para todos los valores de x, tenemos

o bien, en términos de valor absoluto,

[senx| <1 |cosx| =<1

También, los ceros de la funcién seno se producen en los miiltiplos enteros de 7r; es decir,

sen x = 0 cuando X = nw donde n es un entero

Una propiedad importante de las funciones seno y coseno es que son funciones perio-
dicas con periodo 2. Esto significa que, para todos los valores de x,

sen (x + 277) = sen x cos (x + 27) = cos x
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FIGURA 19
y=tan x
y y
L 1
0‘ 1 X 0‘ 1 X
a)y=2" b)y=1(0.5)"
FIGURA 20
y _
y=log, x
y=log; x
14+
0 1 \ \ X
y=logs x
y =log, x
FIGURA 21
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El caricter periddico de estas funciones las hace adecuadas para modelar fendmenos repe-
titivos, como las olas del mar, resortes en vibracién y las ondas de sonido. Por ejemplo, en
el ejemplo 4 en la seccidon 1.3 veremos que un modelo razonable para el nimero de horas
de luz solar en Filadelfia ¢ dias de después del 1 de enero viene dado por la funcién

2
= ) =
L(p) =12 + 28$en[365 (¢ 80)]

La funcién tangente esta relacionada con las funciones seno y coseno por la ecuacion

y su gréfica se muestra en la figura 19. Estd indefinida siempre que cos x = 0, es decir,
cuando x = *7/2, 37 /2,... Su rango es (—, ). Observe que la funcidn tangente
tiene periodo :

tan(x + 77) = tan x para toda x

Las tres funciones trigonométricas restantes (cosecante, secante y cotangente) son
los reciprocos de las funciones seno, coseno y tangente. Sus graficas aparecen en el
apéndice D.

B Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son funciones de la forma f(x) = a*, donde la base a es una
constante positiva. Las graficas de y = 2*y y = (0, 5)* se muestran en la figura 20.
En ambos casos el dominio es (—, ®), y el rango es (0, ).

Las funciones exponenciales serdn estudiadas en detalle en la seccién 1.5, y veremos
que son utiles para modelar muchos fenémenos naturales, como el crecimiento de una
poblacién (si @ > 1) y la desintegracion radiactiva (si a < 1).

I Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas f(x) = log _x, donde la base a es una constante positiva, son las
funciones inversas de las funciones exponenciales, que estudiaremos en la secciéon 1.6.
La figura 21 muestra las gréficas de cuatro funciones logaritmicas con diferentes bases. En
cada caso el dominio es (0, ), el rango es (—, «), y la funcién crece lentamente cuando
x> 1.

FEETENE Clasifique las siguientes funciones como uno de los tipos de funciones que
hemos discutido.
a) f(x) =5 b) g(x) =’

1 +x

1= Vx

¢) h(x) = d) u®)=1-1+ 5¢

SOLUCION
a) f(x) = 5" es una funcioén exponencial. (La x es el exponente.)

b) g(x) = x° es una funcién potencia. (La x es la base.) Podria considerarse como una
funcién polinomial de grado 5.

1+
¢) h(x) = — es una funcion algebraica.
1 —+x

d) u(r) =1 —t+ 5¢ es una funcién polinomial de grado 4. [ |
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m Ejercicios

1-2 Clasifique cada funcién como una funcién potencia, funcién
raiz, polinomial (establezca su grado), funcidn racional,
funcién algebraica, funcién trigonométrica, funcién exponencial
o funcién logaritmica.

1. a) f(x) = log,x b) g(x) = V/x

2x? 2
) () = = d) u(t) =1 — L1t + 2.541
—x
e)v(t) =5' f) w(9) = senh cos?
2. a)y=m" b) y=x"

c)y=x*2—-x% d) y=tant — cost

3

£) y— x? =1
1 +s Y 1+ Yx

e)y=

3-4 Relacione cada una de las siguientes ecuaciones con su grafica.
Explique el porqué de su eleccion. (No utilice computadora o
calculadora graficadora.)

3a)y=x b) y=x c)y=2x
J g
h
0 b
f
4. a) y=3x b) y=3"
) y=ux’ d) y=1x
y

e

G

5. a) Encuentre una ecuacion para la familia de funciones lineales
con pendiente 2 y esboce varios miembros de la familia.
b) Encuentre una ecuacion para la familia de funciones lineales
tal que f(2) = 1y esboce varios miembros de la familia.
¢) (Qué funcién pertenece a ambas familias?

Se requiere calculadora graficadora o computadora

6. ;/Qué tienen en comun todos los miembros de la familia de
funciones lineales f(x) = 1 + m(x + 3)? Esboce varios miembros
de la familia.

1. (Qué tienen en comun todos los miembros de la familia de
funciones lineales f(x) = ¢ — x? Esboce varios miembros de la
familia.

8. Encuentre expresiones para las funciones cuadriticas cuyas
grificas se muestran.

y y

0.1
4.2) 9

0] 3 x (1,—2.5)
9. Encuentre una expresion para una funcién cubica f'si f(1) = 6

yf(=1) = f(0) = f(2) = 0.

10. Estudios recientes indican que la temperatura promedio de
la superficie de la Tierra ha estado aumentando. Algunos
cientificos han modelado la temperatura con la funcién
lineal 7= 0.02r + 8.50, donde T es la temperatura en °C
y t representa aflos desde 1900.

a) (Qué representan la pendiente y la interseccion con el
eje T'?

b) Utilice la ecuacidn para predecir la temperatura promedio
de la superficie global en 2100.

11. Si D (en mg) es la dosis de un medicamento recomendada
para adultos, entonces, para determinar la dosis apropiada
¢ para un nifio de edad a, el farmacéutico utiliza la
ecuacioén ¢ = 0.0417D(a + 1). Supongamos que la dosis
para un adulto es de 200 mg.
a) Encuentre la pendiente de la gréfica de c. ;Qué representa?
b) (Cudl es la dosis para un recién nacido?

12. El administrador de un bazar de fin de semana sabe por
experiencia que si cobra x d6lares por el alquiler de un espacio
en el bazar, entonces el nimero y de espacios que puede alquilar
viene dado por la ecuacién y = 200 — 4x.

a) Trace la gréfica de esta funcidn lineal. (Recuerde que la
renta por el espacio y el nimero de espacios alquilados no
pueden ser cantidades negativas.)

b) (Qué representan la pendiente, la interseccion con el eje y la
interseccion con el eje x de la grafica?

13. La relacién entre las escalas de temperatura Fahrenheit (F) y
Celsius (C) estd dada por la funcién lineal F = %C + 32.
a) Trace la gréfica de esta funcién.
b) (Cudl es la pendiente de la grafica y qué representa? ;Cudl
es la interseccion con el eje F'y qué representa?

14. Jason sale de Detroit a las 14:00 y conduce a rapidez constante
hacia el oeste a lo largo de la carretera 1-96. Pasa por Ann
Arbor, a 40mi de Detroit, a las 14:50.

a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo
transcurrido.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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b) Dibuje la grafica de la ecuacion del inciso a).
c) (Cudl es la pendiente de esta recta? ;Qué representa?

15. Los bi6logos han observado que la tasa de chirridos que emiten

los grillos de una determinada especie estd relacionada con la
temperatura, y la relacion parece ser casi lineal. Un grillo
produce 113 chirridos por minuto a 70°F y 173 chirridos por
minuto a 80°F.

a) Encuentre una ecuacién lineal que modele la temperatura 7,

en funcién del nimero N de chirridos por minuto.

b) (Cudl es la pendiente de la grafica? ;Qué representa?

¢) Si los grillos estdn chirreando a 150 chirridos por minuto,
estime la temperatura.

16. El gerente de una fabrica de muebles encontré que cuesta

$2200 fabricar 100 sillas en un dia y $4 800 producir 300 sillas

en un solo dia.

a) Exprese el costo en funcién del nimero de sillas
producidas, suponiendo que es lineal. A continuacién
trace la grafica.

b) ;Cuadl es la pendiente de la grifica y qué representa?

c) (Cudl es la interseccion en y de la grafica y qué
representa?

17. En la superficie del océano, la presion del agua es la misma
que la presion del aire por encima del agua, 151b/pulg?. Debajo
de la superficie, la presion del agua aumenta 4.341b/pulg? por
cada 10 pies de descenso.

a) Exprese la presion del agua en funcién de la profundidad
bajo la superficie del océano.
b) (A qué profundidad la presién es de 1001b/pulg??

18. El costo mensual de conducir un coche depende del nimero
de millas recorridas. Lynn encontré que en mayo le costd
$380 conducir 480 millas y en junio le costé $460 conducir
800 millas.

a) Exprese el costo mensual C como una funcién de la
distancia recorrida d, suponiendo que una relacion lineal
da un modelo adecuado.

b) Utilice el inciso a) para predecir el costo de conducir
1 500 millas por mes.

c) Dibuje la grafica de la funcién lineal. ;Qué representa la
pendiente?

d) ¢(Qué representa la interseccién en C?

e) (Por qué una funcién lineal es un modelo adecuado en esta
situacién?

19-20 Para cada una de las siguientes graficas de dispersion, ;qué

tipo de funcién elegirfa como un modelo para los datos? Explique
sus elecciones.

19. a) b)

20. a)

i 21. La tabla muestra la tasa de dlcera péptica (de por vida) (por
cada 100 habitantes) en relacion con el ingreso de varias
familiares segtin lo informado por la Encuesta Nacional de
Entrevista de Salud.

Tasa de tlcera

Ingreso  |(por cada 100 habitantes)

$4000 14.1

$6000 13.0

$8000 134
$12000 12.5
$16000 12.0
$20000 124
$30000 10.5
$45000 94
$60 000 8.2

a) Elabore una gréfica de dispersion con estos datos y decida si
es apropiado un modelo lineal.

b) Encuentre y grafique un modelo lineal utilizando el
primero y el dltimo puntos de datos.

¢) Encuentre y grafique la recta de regresion por minimos
cuadrados.

d) Utilice el modelo lineal del inciso c¢) para estimar la tasa de
tlcera para un ingreso de $25000.

e) Segun el modelo, ;qué tan probable es que alguien que
percibe un ingreso de $80000 sufra de tlcera péptica?

f) (Cree que seria razonable aplicar el modelo a alguien con
un ingreso de $200000?

4 22. Los bidlogos han observado que la tasa de chirridos de grillos
de una determinada especie, parece estar relacionada con la
temperatura. La tabla muestra la cantidad de chirridos para
distintas temperaturas.

Temperatura |Tasa de chirridos || Temperatura | Tasa de chirridos
(°F) (chirridos/min) (°F) (chirridos/min)
50 20 75 140
55 46 80 173
60 79 85 198
65 91 90 211
70 113

a) Elabore una gréfica de dispersién de los datos.

b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

¢) Utilice el modelo lineal del inciso b) para estimar la tasa
chirridos a 100°F.
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La tabla da las alturas ganadoras en las competencias olimpicas
de salto con pértiga masculinas hasta el afio 2004.

Afio Altura (m) Afio Altura (m)
1896 3.30 1960 4.70
1900 3.30 1964 5.10
1904 3.50 1968 5.40
1908 3.71 1972 5.64
1912 395 1976 5.64
1920 4.09 1980 5.78
1924 3.95 1984 5.75
1928 4.20 1988 5.90
1932 431 1992 5.87
1936 4.35 1996 592
1948 4.30 2000 5.90
1952 4.55 2004 5.95
1956 4.56

a) Elabore una gréfica de dispersioén y decida si es apropiado
un modelo lineal.

b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

c¢) Utilice el modelo lineal para predecir la altura del salto
ganador con pértiga en los Juegos Olimpicos de 2008 y
compdrelo con el salto ganador real de 5.96 metros.

d) ¢(Es razonable utilizar el modelo para predecir la altura
ganadora en los Juegos Olimpicos de 2100?

La tabla muestra el porcentaje de la poblacion de Argentina
que ha vivido en las zonas rurales de 1955 al 2000. Encuentre
un modelo para los datos y utilicelo para estimar el porcentaje
rural en 1988 y 2002.

Porcentaje Porcentaje
Afio rural Afio rural
1955 304 1980 17.1
1960 264 1985 15.0
1965 23.6 1990 13.0
1970 21.1 1995 11.7
1975 19.0 2000 10.5

Muchas de las cantidades fisicas estdn relacionadas mediante
leyes de los cuadrados inversos, es decir, por las funciones
potencia de la forma f(x) = kx~2. En particular, la iluminacién
de un objeto por una fuente de luz es inversamente proporcional

al cuadrado de la distancia a la fuente. Suponga que al anochecer
estd en una habitacion con una ldmpara y que esta intentando
leer un libro. La luz es demasiado tenue, por lo que mueve la
ldmpara a la mitad de la distancia. ;Cudnto mds ilumina la luz
al libro?

Tiene sentido afirmar que cuanto mayor sea el drea de una
region, es mayor el nimero de especies que habitan la region.

21.

A 28.
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Muchos ec6logos han modelado la relacién de especies de la
zona con una funcién potencia y, en particular, el nimero de
especies S de murciélagos que habitan en cuevas en

Meéxico ha estado relacionado con el drea superficial A

de las cuevas por la ecuacién S = 0.7A%.

a) La cueva llamada Mision imposible, situada cerca de Puebla,
Mékxico, tiene una superficie de A = 60m?. ;Cudntas
especies de murci€¢lagos esperaria encontrar en esa
cueva?

b) Si descubre que cuatro especies de murciélagos viven
en una cueva, estime el drea de la cueva.

La tabla muestra el nimero N de especies de reptiles y
anfibios que habitan en las islas del Caribe y el 4rea A de
la isla en millas cuadradas.

Isla A N
Saba 4 5
Monserrat 40 9
Puerto Rico 3459 40
Jamaica 4411 39
Espaiiola 29418 84
Cuba 44218 76

a) Utilice una funcién potencia para modelar N como una
funcién de A.

b) La isla caribefia de Dominica tiene un area 291 m>
(Cudntas especies de reptiles y anfibios esperaria
encontrar en Dominica?

La tabla muestra las distancias d (promedio) del Sol
(tomando la unidad de medida como la distancia entre la
Tierra y el Sol) y sus periodos 7T (tiempo de revolucién
en afnos).

Planeta d T
Mercurio 0.387 0.241
Venus 0.723 0.615
Tierra 1.000 1.000
Marte 1.523 1.881
Japiter 5.203 11.861
Saturno 9.541 29457
Urano 19.190 84.008
Neptuno 30.086 164.784

a) Ajuste un modelo potencia para los datos.

b) La tercera ley de movimiento planetario de Kepler
afirma que “el cuadrado del periodo de revolucién de
un planeta es proporcional al cubo de su distancia
media al Sol”. ;Su modelo corrobora la tercera ley
de Kepler?
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m Nuevas funciones a partir de funciones viejas

En esta seccién empezamos con las funciones bdsicas que discutimos en la seccién 1.2
para obtener nuevas funciones por medio del desplazamiento, estiramiento y reflexion de
sus graficas. También mostramos cémo combinar pares de funciones utilizando operacio-
nes aritméticas estdndar y composicion.

I Transformaciones de funciones

Mediante la aplicacién de ciertas transformaciones de la grafica de una funcién dada,
podemos obtener las graficas de algunas funciones relacionadas. Esto nos dard la posibi-
lidad de esbozar rapidamente a mano las grificas de muchas funciones. También nos
permitird expresar ecuaciones para las graficas dadas. Consideremos primero las trasla-
ciones. Si ¢ es un nimero positivo, entonces la grifica de y = f(x) + c es la grifica de
y = f(x) desplazada verticalmente hacia arriba una distancia de ¢ unidades (ya que cada
coordenada y se incrementa por el mismo nimero c). Por otro lado, si g(x) = f(x — ¢),
donde ¢ > 0, entonces el valor de g en x es el mismo que el valor de fen x — ¢ (c unida-
des a la izquierda de x). Asi, la grafica de y = f(x — ¢) es la grdfica de y = f(x), despla-
zada c unidades a la derecha (véase la figura 1).

Desplazamientos vertical y horizontal Suponga que ¢ > 0. Para obtener la gréifica de

y = f(x) + ¢, desplace verticalmente ¢ unidades hacia arriba la grifica de y = f(x)
y = f(x) — ¢, desplace verticalmente ¢ unidades hacia abajo la grafica de y = f(x)

y = f(x — ¢), desplace horizontalmente ¢ unidades a la derecha la grafica de y = f(x)
y = f(x + ¢), desplace horizontalmente ¢ unidades a la izquierda la grafica de

y=fx)

FIGURA 1
Traslacion de la gréfica de f

y
/\/ y=f)+e y=cf)
(c>1)
|
| e
cly=fw  y=fx—o y=3a
VARVAS SN S
e y= o fw)
C: X 0 X
: y=f—c
) y==f(x)
FIGURA 2

Estiramiento y reflexién de la gréfica de f

Ahora consideremos las transformaciones por estiramiento y reflexion. Si ¢ >1,
entonces la grafica de y = c¢f(x) es la gréfica de y = f(x) alargada verticalmente por
un factor de ¢ (porque cada coordenada y, se multiplica por el nimero c¢). La grafica de
y = —f(x) es la grafica de y = f(x) reflejada en relacién con el eje x porque el punto (x, y)
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se reemplaza por el punto (x, —y). (Véase la figura 2 y el siguiente cuadro, donde también se
dan los resultados de otras transformaciones de alargamiento, compresion y reflexion.)

Alargamientos y reflexiones vertical y horizontal
la grafica de
y = cf(x), alargar verticalmente la grafica de y = f(x) por un factor de c.
y = (1/¢) f(x), comprimir verticalmente la gréfica de y = f(x) por un factor de c.
y = f(cx), comprimir horizontalmente la grafica de y = f(x) por un factor de c.
y = f(x/c), alargar horizontalmente la grafica de y = f(x) por un factor de c.
y = —f(x), reflejar la grafica de y = f(x) sobre el eje x
y = f(—x), reflejar la gréfica de y = f(x) sobre el eje y

Supongamos que ¢ > 1. Para obtener

La figura 3 ilustra estas transformaciones de alargamiento cuando se aplican a la funcién
coseno con ¢ = 2. Por ejemplo, para obtener la grifica de y = 2 cos x multiplicamos
la coordenada y de cada punto en la grafica de y = cos x por 2. Esto significa que la gra-
fica de y = cos x se alarga verticalmente por un factor de 2.

L DN
N

y=2cosx
y=cosx

=1
y=5cosx

X

‘ f
| ] y=C0s X
FIGURA 3 y =cos 2x
W FETENE] Dada la grifica de y = /x, use transformaciones para graficar
y=vx =2, y=Vx-2,y=—Vx,y=2/xyy=v-x.
SOLUCION La gréfica de la funcién raiz cuadrada y = /x, obtenida de la figura 13a)
en la seccion 1.2, se muestra en la figura 4a). En otras partes de la figura se ha trazado
y = V/x — 2 desplazindola 2 unidades hacia abajo, y = 4/x — 2 por desplazamiento
de 2 unidades a la derecha, y = —\/; reflejando sobre el eje x, y = 2\/; estirando
verticalmente por un factor de 2 y y = /—x reflejando sobre el eje y.
y y y y y
1+ /
ol 3 0 / X 0 > x X 0 x o] x
_2 +
a) y=x b) y=1x—2 ) y=vx-2 d) y=—x &) y=2\x By=v-x
FIGURA 4
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REETENFR Trace la grifica de la funcién f(x) = x> + 6x + 10.

SOLUCION Completando el cuadrado, escribimos la ecuacién de la grafica como
y=x*+t6x+10=x+3)+1

Esto significa que obtenemos la grafica deseada iniciando con la pardbola y = x? y desplazandola
3 unidades a la izquierda y, a continuacién, 1 unidad hacia arriba (véase la figura 5).

FIGURA 5 a) y=x’ b) y=(x+3)>+1 |

S90S Trace las gréficas de las siguientes funciones.
a) y = sen 2x b) y=1—senx

SOLUCION
a) Obtenemos la grafica de y = sen 2x comprimiendo horizontalmente a y = sen x

por un factor de 2. (Véanse las figuras 6 y 7). Por tanto, considerando que el periodo de
y = sen x es 277, el periodo de y = sen 2x es 277/2 = .

\ 11 y=senx / /\ QIA, y—sen2x/\ /
VA

o
SR
:‘<
=
[«
IR

FIGURA 6 FIGURA 7

b) Para obtener la grafica de y = 1 — sen x, empezamos de nuevo con y = sen x.
Reflejamos sobre el eje x para obtener la grafica de y = —sen x y, a continuacion,
desplazamos 1 unidad hacia arriba para obtener y = 1 — sen x (véase la figura 8).

FIGURA 8

S3F0EE La figura 9 muestra graficas del ndmero de horas de luz natural como
funciones de la época del afio en varias latitudes. Dado que Filadelfia estd situada a
unos 40°N de latitud, encuentre una funcién que modele la duracién de la luz de dia en

Filadelfia.



FIGURA 9

Griéfica de la duracion de luz
de dia del 21 de marzo al 21 de
diciembre en diversas latitudes

Lucia C. Harrison, Daylight, Twilight, Darkness and Time
(Nueva York, 1935), pag. 40.

y
—1 0 1 X
a) y=x>—1
y
-1 0 1 X
b) y=[x*~1]
FIGURA 10
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20
18
~
16
14 / //: B \\o\\
0 J%/O‘—— © W§§
Yﬁ\o__‘, 20°N
Horas 10 Q\Q, 30°N
| 40°N
8 —1 50°N
6 60°N
4
2

Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

SOLUCION Observe que cada curva se parece a una funcién seno desplazada y alargada.
Mirando la curva azul vemos que, en la latitud de Filadelfia, la luz diurna dura unas 14.8
horas el 21 de junio y 9.2 horas el 21 de diciembre, por lo que la amplitud de la curva (el
factor por el cual tenemos que alargar verticalmente la curva seno) es 3(14.8 — 9.2) = 2.8.

(Por qué factor necesitamos alargar horizontalmente la curva seno si medimos el
tiempo ¢ en dfas? Como hay aproximadamente 365 dias en un afio, el periodo de
nuestro modelo debe ser 365. Pero el periodo de y = sen ¢ es 247, por lo que el factor
de alargamiento horizontal es ¢ = 21/365.

También notamos que la curva comienza su ciclo el 21 de marzo, el dia 80 del afo,
asi que tenemos que desplazar la curva 80 unidades a la derecha. Ademads, debemos
desplazarla 12 unidades hacia arriba. Por tanto, modelamos la duracion del dia en
Filadelfia el #-ésimo dia del afio por la funcién

L) = 12 + 2.8 sen | = (¢ — 80)
S YT -

Otra transformacion de cierto interés se obtiene tomando el valor absoluto de una
funcion. Si y = | f(x) | entonces, de acuerdo con la definicién de valor absoluto, y = f(x)
cuando f(x) = 0y y = —f(x) cuando f(x) < 0. Esto nos dice cémo obtener la gréifica
de y = | f(x) | a partir de la grifica de y = f(x): la parte de la grafica que se encuentra
por encima del eje x sigue siendo la misma; la parte que se encuentra debajo del
eje x se refleja sobre este eje.

W EFETEEE  Trace la gréfica de la funcién y = [ x2 — 1|,

SOLUCION En primer lugar, graficamos la pardbola y = x> — 1 en la figura 10a), despla-
zando verticalmente 1 unidad hacia abajo la pardbola y = x*. Vemos que la grafica se
encuentra por debajo del eje x cuando: —1 < x < 1, por lo que reflejamos esa parte de la
grifica sobre el eje x para obtener la grafica de y = | x> — 1 | en la figura 10b). [

I Combinacion de funciones

Dos funciones f'y g pueden combinarse para formar nuevas funciones f + g, f — g, fg y f/¢
en forma similar a la suma, resta, multiplicacién y divisiéon de nimeros reales. La suma y
diferencia de funciones se definen mediante:

f+ 9l) =fx) + gx) (f = 9) = f(x) — g(x)
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¢ (entrada)

X
g

-

1
k
1
!

) reog

flg(x)) (salida)

FIGURA 11

La mdquina f ° g se compone
de la mdquina g (primero) y
la maquina f (después)

Si el dominio de fes A y el dominio de g es B, el dominio de f + g es la interseccién
A N Bporque f(x) y g(x) tienen que estar definidas. Por ejemplo, el dominio de f(x) = Vx
es A = [0, ), y el dominio de g(x) = /2 — x es B = (—x, 2], por lo que el dominio de
(f+g)x) =+x +v2 —xesANB=]0,2].

Del mismo modo, se definen el producto y cociente de funciones por

(f9)(x) = f(x)g(x) <l>(x) _f™
g g(x)

El dominio de fg es A N B, pero no podemos dividir por 0, asi que el dominio de f/g es {x
€ A N B g(x) # 0}. Por ejemplo, si f(x) = x>y g(x) = x — 1, entonces el dominio de la
funcién racional (f/g)(x) = x*/(x — 1) es {x | x # 1}, o bien (=, 1) U (1, ).

Hay otra forma de combinar dos funciones para obtener una nueva funcién. Por ejem-
plo, supongamos que y = f(u) = /u y u = g(x) = x> + 1. Como y es una funcién de u y
u es, a su vez, una funcién de x, se concluye que, finalmente, y es una funcién de x. Pode-
mos calcular esto por sustitucion:

y=f) =flglx) =f(x* + 1) = x> + 1

Este procedimiento se denomina composicion porque la nueva funcién se compone de las
dos funciones dadas fy g.

En general, dadas dos funciones cualesquiera fy g, empezamos con un nimero x en el
dominio de g y encontramos su imagen g(x). Si este nimero g(x) estd en el dominio de f,
entonces podemos calcular el valor de f(g(x)). Observe que la salida de una funcién se usa
como entrada para la préoxima funcién. El resultado es una nueva funcién h(x) = f(g(x))
obtenida mediante la sustitucion de g en f'y se llama la composicion (o compuesta) de f'y
g, y se denota por fo g (“f circulo g”).

Definicion Dadas dos funciones fy g, la funcién compuesta fo g (también llamada la
composicion de [y g) se define como

(f°9)x) = f(g(x))

El dominio de f° g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tales que g(x)
estd en el dominio de f. En otras palabras, ( f o g)(x) estd definida siempre que g(x) y
f(g(x)) estén definidas. La figura 11 muestra f° g en términos de maquinas.

FFETIOER Sif(x) = 22y g(x) = x — 3, encuentre la composicién de las funciones
fegygef
SOLUCION Tenemos

(fo9)x) = flgx) = flx = 3) = (x = 3)

(g°f)x) = g(f(x) = g(x*) =x* =3 _—

@ NOTA En el ejemplo 6 puede verse que, en general, fo g # g f. Recuerde, la notacién

S g significa que la funcién g se aplica primero y, a continuacion, se aplica f. En el ejem-
plo 6, f° g es la funcién que primero resta 3y, después, eleva al cuadrado; g © fes la
funcién que primero eleva al cuadrado y, después, resta 3.



Si 0 < a < b, entonces a*> < b*.

SECCION 1.3 NUEVAS FUNCIONES A PARTIR DE FUNCIONES VIEJAS Ly

2 EFEENE] Sif(x) = Vx y g(x) = V2 — x, encuentre cada una de las siguientes

funciones y su dominio.

a) fog b) gof c) fof d) geyg

SOLUCION

a) (feg) =flg) =fV2=x) =2 —x =2 —x

El dominio de fo g es{x|2 — x = 0} = {x|x < 2} = (—,2].

b) (g°)0) = g(f@) = g(Vx) = v2 = Vx
Para que Vx esté definida debe cumplirse con que x = 0. Para que v/2 — /x esté definida

debe cumplirse con que 2 — Jx =0, estoes, Vx <2o0x<4. Asi que 0 < x < 4, por
lo que el dominio de g ° fes el intervalo cerrado [0, 4].

c) (fe )0 =F(F)) =F(Vx) =Vx =

El dominio de fo fes [0, ).

d (9°9)x) = g(g() = g(v2 —x) = V2 = V2 —x

Esta expresion estd definida cuando 2 — x =0y 2 — /2 — x = 0. La primera
desigualdad significa x < 2, y la segunda es equivalente a /2 — x < 2,02 —x<4o0
x = —2.Asi, =2 < x < 2, por lo que el dominio de g ° g es el intervalo cerrado

[—2,2] -

Es posible tomar la composicién de tres o mds funciones. Por ejemplo, la composicién
fe g o hse encuentra aplicado primero A, después g y, por ultimo, f como sigue:

(fegoh(x) = f(g(h(x)))

Encuentre fo g o h si f(x) = x/(x + 1), g(x) = x° y h(x) = x + 3.

SOLUCION (fogeh)(x) = f(g(h(x) = f(g(x + 3))
B o (x+3)°
= f((x + 3) )——(x+3)10+1 -

Hasta ahora ha utilizado la composicién para construir funciones complicadas a partir
de otras mas sencillas. Pero en Calculo es ttil a menudo ser capaz de descomponer una
funcién compleja en otras mds simples, como en el ejemplo siguiente.

SRR Dada F(x) = cos? (x + 9), encuentre las funciones f, g y & tales que
F :fo go h.

SOLUCION Como F(x) = [cos (x + 9)], la férmula para F dice: primero sume 9, después
tome el coseno del resultado y, finalmente, eleve al cuadrado. Asi, tenemos

h(x)=x+9 g(x) = cos x fx) = ¥?

Entonces (fegeh(x) = f(gh(x) = f(g(x + 9)) = f(cos (x + 9))
= [cos (x + 9)]* = F(x) -
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m Ejercicios

1. Suponga que la grafica de f estd dada. Escriba las ecuaciones para

las graficas que se obtienen a partir de la gréfica f como sigue:
a) Desplazada 3 unidades hacia arriba.

b) Desplazada 3 unidades hacia abajo.

c) Desplazada 3 unidades hacia la derecha.

d) Desplazada 3 unidades hacia la izquierda.

e) Reflejada respecto al eje x.

f) Reflejada respecto a y.

g) Alargada verticalmente por un factor de 3.

h) Contraida verticalmente por un factor de 3.

2. Explique cémo se obtiene cada gréfica a partir de la gréfica de

y=f.

a)y=rf(x)+8 b) y=f(x +8)
o)y =8f(x) d) y = f(8)
e)y=—f(x) — 1 £) y = 8f(5x)

3. La gréfica de y = f(x) estd dada. Relacione cada ecuacién con
su grafica y argumente sus elecciones.
a)y=f(x—4) b) y=f(x) +3
o)y =50 d) y=—fx+4)
e)y=2f(x+6)

@

4. La gréfica de festd dada. Dibuje las grificas de las siguientes
funciones.

Q) y =/, -2 b) y=f(x—2)
)y = —2f(x) d) y=f(ix) +1
y
2
0 ‘1 X
|

5. La gréfica de f estd dada. Utilicela para graficar las siguientes
funciones.
a) y = f(2x)
) y=f(-x)

b) v =f(5x)
d) y=—f(—x

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

6-7 La grafica de y = /3x — x? estd dada. Utilice transforma-
ciones para crear una funcién cuya gréfica es como se muestra.

y
L5 y=\/3x—x2
0 3 X

il

6. 1.
. 711 o *
N B
-2.5
0] 2 5 X

8. a) ;Coémo es la grafica de y = 2 sen x en relacién con la
gréfica de y = sen x ? Utilice su respuesta y la figura 6
para graficar y = 2 sen x.
b) (Cémo es la graficadey =1 + V/x en relacién con la
grificade y = Vx? Utilice su respuesta y la figura 4a)
para graficary =1 + \/;

9-24 Grafique la funcién a mano, sin trazar puntos, sino
empezando con la grifica de una de las funciones esenciales
de la seccién 1.2 y después aplicando las transformaciones
apropiadas.

1
9. y= 0. y=(x—1)°
Y= T2 y=&-1
Mny=-x 122 y=x"+6x + 4

1By=vx—2 —1 14. y = 4 sen 3x

15.y=sen(%x) 16. y=;—2

17. y = 3(1 — cos x) 18.y=1-2Jx+3

19. y=1—2x —x? 20, y=|x|—2

21, y=|x — 2| 22, y—ltan<x—w>
4 4

3 y=|yx — 1] 24. y = |cos mx|

25. La ciudad de Nueva Orledns se encuentra en la latitud 30°N.
Utilice la figura 9 para encontrar una funcién que modele
el numero de horas de luz diurna en Nueva Orledns como
una funcién de la época del afio. Para comprobar la
exactitud de su modelo, utilice el hecho de que el 31 de
marzo el Sol sale a las 5:51 y se pone a las 18:18 en
esta ciudad.



26. Una estrella variable es aquella cuyo brillo aumenta y
disminuye alternativamente. Para la estrella variable mds visible,
Delta Cephei, el tiempo transcurrido entre periodos de brillo
maximo es de 5.4 dias, el brillo promedio (0 magnitud) de la
estrella es 4.0, y su brillo varia en una magnitud de =0.35.
Encuentre una funcién que modele el brillo de Delta Cephei,
en términos del tiempo.

27. a) ;C6émo es la grafica de y = f(| x |) en relacién con la gréfica
de f?
b) Trace la grifica de y = sen| x |.
¢) Trace la grificade y = /| x].

28. Utilice la grafica de f para trazar la de y = 1/f(x). ;Qué
caracteristicas de f son las mds importantes en el trazado
de y = 1/f(x)? Explique cémo se utilizan.

y

\ -
01\/1

29-30 Encuentre a) f + g, b) f — g, ¢) fg y d) f/g y establezca sus
dominios.

29. f(x) = x>+ 2x% g(x) =3x>—1

30. f(x) =3 —x, gx)=+x>—1

SECCION 1.3 NUEVAS FUNCIONES A PARTIR DE FUNCIONES VIEJAS

41-46 Exprese la funcién en la forma fo g

M. F(x) = 2x + x?)*

I

42. F(x) = cos’x

X
3. F(x) = ——— 4. G(x) =
(x) T+ 7 (x) \/1+x
tan ¢t
45. o(1) = %) tan (2 46. u(t) = ——
o(t) = sec (¢*) tan (¢*) u(r) T+ tans

43

47-49 Exprese la funcién en la forma fo g o h.

47. R(x) = V4/x — 1 48. H(x) = v/2 + | x|
49. H(x) = sec*(v/x)

50. Utilice la tabla para evaluar cada una de las siguientes

expresiones:
a) f(g(1) b) g(f(1)) o) f(f(1)
d) g(g(1)) e) (g°/)(3) ) (fe9)(6)
X 1 2 3 4 5 6
f | 3|1 42 ]2 5

gy | 6 |3 2|1 |2 |3

51. Utilice las graficas dadas de f'y g para evaluar cada una
de las siguientes expresiones, o explique por qué no
estdn definidas:

31-36 Encuentre las funciones a) feg,b)gef,c)fefiyd)gegy
sus dominios.

N fx)=x>—1, gx)=2x+1
2. fx)=x—2, glx)=x>+3x+4
33. f(x) =1 — 3x,

3. f(0) =Vx, g)=+1-x

g(x) = cos x

1 x+ 1
35. =x+ —, =
f@=x+ g ="
36. f(x) = — (x) = sen 2
. f(x T+ g(x sen 2x

a) f(g(2)) b) g(f(0)) o) (fe9)0)
d) (g°f)6) e) (geog9)(—2) £) (fef)4)
y
g f
2
0 2 X

52. Utilice las graficas dadas de f'y g para estimar el valor
de f(g(x)) parax = —5, —4, —3,..., 5. Utilice estas
estimaciones para hacer un esbozo de f° g.

37-40 Encuentre fogo h.
37. f(x) =3x — 2, g(x) = senx,

. g0 =2% h(x) =x
39, f(x) = Vx —3, glx)=x hx)=x>+2
h(x) = Jx

h(x) = x?

38 f(x)=|x—4

40. f(x) = tanx, g¢g(x) = B i

1

y
™~9
1
\ /
0| 1 X
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53.

54,

55.

56.

57.

CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS

Una piedra se deja caer en un lago, creando una onda circular

que viaja hacia fuera a una velocidad de 60 cm/s.

a) Exprese el radio r del circulo en funcién del tiempo ¢ (en
segundos).

b) Si A es el drea de este circulo como una funcién del radio,
encuentre A o r e interprétela.

¢) Trace la gréfica del voltaje V(¢) en un circuito cuando el
interruptor se enciende en el tiempo ¢ = 5 segundos y se
aplican instantdneamente 240 voltios al circuito. Escriba
una férmula para V() en términos de H(?). (Tenga en cuenta
que a partir de r = 5 corresponde a una traslacion.)

58. La funcion de Heaviside que se define en el ejercicio 57
Un globo esférico estd siendo inflado de manera que su radio también puede utilizarse para definir la funcién rampa
aumenta a razén de 2cm/s. y = ctH(t), que representa un aumento gradual del voltaje
a) Exprese el radio r del bal6n en funcién del tiempo ¢ (en o de corriente en un circuito.
segundos). a) Trace la gréfica de la funcién rampa y = tH(?).
b) Si V es el volumen del globo en funcién del radio, encuentre b) Dibuje la gréfica del voltaje V(¢) en un circuito cuando el
V o r e interprétela. interruptor se enciende en el tiempo ¢ = 0, y el voltaje se
Un barco se estd moviendo con una velocidad de 30km/h a.umenta gradualmente a 120. voltios d}lrante un intervalo de
. tiempo de 60 segundos. Escriba una férmula para V(f) en
paralelamente a una costa recta. El barco estd a 6 km de la L
. términos de H(t) para ¢t < 60.
costa y pasa por un faro al mediodia. , . L.
. . ., c) Trace la gréfica del voltaje V() en un circuito cuando el
a) Exprese la distancia s entre el faro y el barco en funcién de . . .
. . . s interruptor se enciende en el tiempo ¢ = 7 segundos y
la distancia d, que el barco ha recorrido desde el mediodia; . . .
. - el voltaje se incrementa gradualmente a 100 voltios durante
es decir, encuentre ' de modo que s = f(d). . . )
L . . un periodo de 25 segundos. Escriba una férmula para V(7)
b) Exprese d como una funcién de ¢, el tiempo transcurrido términos de H(s f<1
desde el mediodia; es decir, encuentre g de modo que en términos de H(s) para £ < 32.
d = g(1). 59. Sean f'y g funciones lineales con ecuaciones f(x) = mx + b, y
c) Encuentre fo g. {Qué representa esta funciéon? g(x) = mx + b,. (Es f o g tambi€n una funcion lineal? Si es asi,
S . oo
Un avién estd volando con una velocidad de 350km/h, a una ¢eudl es la pendiente de su grafica?
altitud de una milla y pasa directamente sobre una estacion de 60. Si usted invierte en ddlares a 4% de interés compuesto
radar en el tiempo ¢ = 0. anualmente, entonces la cantidad A(x) de la inversién después
a) Exprese la distancia horizontal d (en millas) que el avion ha de un afio es A(x) = 1.04x. Encuentre A°cA,A°A°A,yAcA
volado, en funcién de ¢. oA °A. {Qué representan estas composiciones? Encuentre una
b) Exprese la distancia s entre el avion y la estacién de radar férmula para la composicion de n copias de A.
%nt‘funcllon de d. L. funcion de 1 61. a) Sig(x) =2x + 1y h(x) =4x* + 4x + 7, encuentre una
¢) Utilice la composicién para expresar s como una funcién de z. funcion ftal que fo g = h. (Piense qué operaciones tendrd
La funcién de Heaviside H estd definida por que realizar en la féormula para g a fin de determinar la
) férmula para h.)
H() = {0 sir<0 b) Sif(x) = 3x + 5y h(x) = 3x* + 3x + 2, encuentre una
1 sit=0 funcién g tal que fo g = h.
y se utiliza en el estudio de circuitos eléctricos para represen- 62. Sif(x) =x + 4y h(x) = 4x — 1, encuentre una funcién g tal
tar aumentos repentinos de la corriente eléctrica, o de voltaje, quegef=h.
cuando el interruptor se activa de manera instantdnea. 63. Supongamos que g es una funcién par y sea h = fo g. ;Es h
a) Trace la gréfica de la funcién de Heaviside. siempre una funcién par?
b) Dibuje la gréfica del voltaje V() en un circuito cuando el o
interruptor se enciende en el tiempo ¢ = 0 y se aplican 64. Supongamos que g es una funcion impar y sea h = f g. (Es

instantdneamente 120 voltios al circuito. Escriba una
férmula para V(¢) en términos de H(?).

m Calculadoras graficadoras y computadoras

h siempre una funcién impar? ;Qué pasa si f es impar? ;Qué
pasa si fes par?

En esta seccion se supone que tiene acceso a una calculadora graficadora o una computa-
dora con software de graficos. Veremos que el uso de un dispositivo de computo nos
permite graficar funciones mas complicadas y resolver problemas mas complejos de lo que
seria posible de otra manera. También sefialamos algunos de los problemas que pueden
presentarse con estas maquinas.

Las calculadoras graficadoras y las computadoras pueden dar graficas muy precisas
de las funciones. Pero veremos en el capitulo 4 que sélo a través del uso del Célculo
podemos estar seguros de que hemos descubierto todos los aspectos interesantes de una
gréfica.

Una calculadora graficadora o una computadora muestran una parte de la grafica de
una funcién en una ventana rectangular de visualizacion o pantalla de visualizacién,
a la que nos referimos como un rectangulo de vista. La pantalla predeterminada ofrece a
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menudo una imagen incompleta o engafiosa, por lo que es importante elegir el rectingu-
lo de vista con cuidado. Si optamos por los valores de x que van desde un valor minimo
de Xmin = a hasta un valor midximo de Xmdx = b y que los valores de y varien desde un
minimo de Ymin = ¢ hasta un miximo de Ymdx = d, entonces la parte visible de la grafi-
ca se encuentra en el rectdngulo

la,b] X [c,d] ={(x,y) |a<x<b,c<y=<d}

que se muestra en la figura 1. Nos referimos a este rectangulo como el rectdngulo de vista
de [a, b] por [c, d].

(a,d) y=d (b, d)
e N
Xx=a x=b
FIGURA 1 N Y,
Recténgulo de vista [a, b] por [c, d] (a,c) y=c (b,c)

La mdaquina dibuja la grafica de una funcién f como usted lo harfa. Traza puntos de
la forma (x, f(x)) para un cierto nimero de valores igualmente espaciados de x entre a y b. Si
un valor de x no estd en el dominio de f, o si f(x) se encuentra fuera del rectangulo de vista,
se mueve al siguiente valor de x. La maquina conecta cada punto con el anterior punto
dibujado, para formar una representacion de la grafica de f.

W Dibuje la gréfica de la funcién f(x) = x*> + 3 en cada uno de los siguientes
rectangulos de vista

2 a) [—2, 2] por [—2, 2] b) [—4, 4] por [—4, 4]
N ¢) [—10, 10] por [—5, 30] d) [—50, 50] por [—100, 1000]
SOLUCION Para el inciso a) seleccionamos el rango ajustando Xmin = —2, Xmdx = 2,

N ) Ymin = —2,y Ymdx = 2. El gréafico resultante se muestra en la figura 2a). jLa pantalla
estd en blanco! Un momento de reflexion da una explicacién: observe que x* = 0 para
toda x, de modo que x* + 3 = 3 para todo x. Asi, el rango de la funcién f(x) = x* + 3 es

J [3, ). Esto significa que la gréfica de f se encuentra totalmente fuera del rectdngulo de
-2 vista [—2, 2] por [—2, 2].
a)[-2, 2] por [-2, 2] Las gréficas para los rectdngulos de vista en los incisos b), ¢) y d) también se muestran
en la figura 2. Observe que obtenemos una imagen mas completa de los incisos c) y
4 d), pero en el inciso d) no estd claro que la interseccién en y es de 3.
) 30 1000
s N s N
—4 4
g 10 10
- L ) 0k >0
b) [-4, 4] por[4, 4] =5 -100
FIGURA 2 Gréficas de f(x)=x2+3 ¢) [~10, 10] por [-5, 30] d) [-50, 50] por [—100, 1000]

En el ejemplo 1 vemos que la eleccion de un rectdngulo de vista puede hacer una gran
diferencia en la apariencia de una grafica. A menudo es necesario cambiar a un rectangu-
lo de vista més amplio para obtener una imagen mas completa, una visiéon mds global, de
la gréfica. En el siguiente ejemplo podemos ver que el conocimiento del dominio y el
rango de una funcién a veces nos da suficiente informacién para seleccionar un buen
rectdngulo de vista.
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—3‘ ‘3

FIGURA 3

flx)=+8—2x2

FIGURA 4

20

—20

20
a)

FFETI0FE Determine un rectingulo de vista apropiado para la funcién f(x) = /8 — 2x2
y utilicelo para graficar f.

SOLUCION La expresion para f(x) est4 definida cuando

8—2x'=0 <& 2x’<s8 <& x*’s=4

& x| =S2 & -2sx=2

Por tanto, el dominio de fes el intervalo [ —2, 2]. También,
0<.8-2x2<,8=2,2=283

por lo que el rango de fes el intervalo [O, 2\/5 ]

Elegimos el rectdngulo de vista de manera que el intervalo para x sea algo mayor que
el dominio, y el intervalo para y sea algo mayor que el rango. Tomando el rectingulo de
vista como [—3, 3] por [—1, 4], obtenemos la grafica que se muestra en la figura 3.

FFETIOER Grafique la funcién y = x* — 150x.

SOLUCION Aqui, el dominio es R, el conjunto de todos los niimeros reales. Eso no nos
ayuda a elegir un rectangulo de vista. Vamos a experimentar: si partimos de la pantalla
[—5, 5] por [—5, 5], obtenemos la grafica de la figura 4, que aparece en blanco, aunque
en realidad la gréfica es tan vertical que se funde con el eje y.

Si cambiamos el rectdngulo de vista a [—20, 20] por [—20, 20], se obtiene la imagen
que se muestra en la figura 5a). La grafica parece consistir en lineas verticales, pero
sabemos que no puede ser correcta. Si miramos con atencién, mientras que el grafico
se estd dibujando, vemos que la gréafica deja la pantalla y vuelve a aparecer durante el
proceso de representacion. Esto indica que tenemos que ver mds en la direccién vertical,
por lo que hay que cambiar el rectdngulo de vista a [ —20, 20] por [ —500, 500]. La grafica
resultante se muestra en la figura 5b), donde se ve que todavia no acaba de revelar todas
las caracteristicas principales de la funcién, asi que tratamos con [—20, 20] por [—1 000,
1000] en la figura 5¢). Ahora estamos mds seguros de que hemos llegado a un rectdngulo
de vista mas adecuado. En el capitulo 4 veremos que la grafica en la figura 5c) en efecto,
revela todas las principales caracteristicas de la funcion.

500 1000

[\
\/

—500 —1000

20 —20 20 —20 20

b) )

FIGURA 5 Grificas de y = x* —150x [ |

m 23 H0Y  Grafique la funcidn f(x) = sen 50x en un rectdngulo de vista apropiado.

SOLUCION La figura 6a) muestra la grafica producida por una calculadora graficadora
sobre una pantalla de [—12, 12] por [—1.5, 1.5]. A primera vista, la grafica parece ser



El aspecto de las gréaficas en la figura 6 depende
de la maquina utilizada. Las gréficas que se
obtienen con su dispositivo de graficacion
podrian no parecerse a estas figuras, pero
también son muy inexactas.

FIGURA 6

Griéficas de f(x) = sen 50x
en cuatro rectdngulos de vista

1.5

A
V

FIGURA 7
f(x)=sen 50x

—25

Yare

-1.5

1.5

N N
\V

—6.5

—1.5

FIGURA 8
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razonable. Pero si cambiamos el rectdngulo de vista a los que se muestran en los siguien-
tes incisos de la figura 6, las gréificas son muy diferentes. Algo extraio estd sucediendo.

1.5 1.5
-12 12 -10 10
-1.5 -15
a) b)

1.5

-6 6
-1.5 -1.5
) d)

A fin de explicar las grandes diferencias en la apariencia de estas graficas y de
encontrar un rectangulo de vista adecuado, tenemos que encontrar el periodo de la
funcién y = sen 50x. Sabemos que la funcién y = sen x tiene periodo 27 y que
la gréafica de y = sen 50x estd comprimida horizontalmente por un factor de 50, por lo
que el periodo de y = sen 50x debe ser

2
“T-T <0126
50 25

Esto sugiere que s6lo debemos ocuparnos de los pequefios valores de x a fin de
mostrar s6lo algunas oscilaciones de la grafica. Si optamos por el rectdngulo de vista
[—0.25, 0.25] por [—1.5, 1.5], obtenemos la gréfica que se muestra en la figura 7.
Ahora vemos lo que salié mal en la figura 6. Las oscilaciones de y = sen 50x son
tan rdpidas que cuando la calculadora representa los puntos y los une, se pierde la
mayoria de los puntos maximos y minimos y, por tanto, da una impresion engafiosa
de la grafica. |

Hemos visto que el uso de un rectangulo de vista inadecuado puede dar una falsa
impresion de la grafica de una funcién. En los ejemplos 1 y 3 se resolvié el problema
cambiando a un rectdngulo de vista mas amplio. En el ejemplo 4 tuvimos que hacer el
rectangulo de vista mds pequefio. En el siguiente ejemplo vemos una funcién para la que
no existe un rectangulo de vista sencillo que revele la verdadera forma de la grafica.

I EEETIOE  Grafique la funcién f(x) = sen x + 15 cos 100x.

SOLUCION La figura 8 muestra la gréfica f producida por una calculadora graficadora
con rectangulo de vista de [—6.5, 6.5] por [—1.5, 1.5]. Se parece mucho a la gréfica de
y = sen x, pero con algunas protuberancias. Si nos acercamos al rectangulo de vista
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0.1

—0.1 0.1

—0.1

FIGURA 9

Otra forma de evitar la extrafia recta es cambiar
el modo de representacion gréfica de la
calculadora, para que los puntos no estén
conectados.

FIGURA 10

[-0.1,0.1] por [—0.1, 0.1], podemos ver mucho mds claramente la forma de estas
protuberancia en la figura 9. La razén de este comportamiento es que el segundo término,
0o cos 100x, es muy pequefio en comparacién con el primer término, sen x. Asi que en
realidad necesitamos dos gréficas para ver la verdadera naturaleza de esta funcion.

|
FEETIOEN Dibuje la grafica de la funcién y = ] i =
SOLUCION La figura 10a) muestra la grafica generada por una calculadora graficadora
con un rectangulo de vista de [—9, 9] por [—9, 9]. En la conexién de puntos sucesivos
de la grifica, la calculadora produce un segmento de recta con inclinacion de la parte
superior a la parte inferior de la pantalla. Este segmento de recta no es realmente parte
de la gréfica. Observe que el dominio de la funcién y = 1/(1 — x) es {x | x # 1}.
Podemos eliminar la extrafia recta casi vertical experimentando con un cambio de escala.
Cuando cambiamos al rectangulo de vista mas pequefio [ —4.7, 4.7] por [—4.7, 4.7], para
esta calculadora en particular, obtenemos la mucho mejor gréfica de la figura 10b).

—

a) b) |

FEEIINER Grafique la funcién y = Jx.

SOLUCION Algunos dispositivos de graficacién muestran la grifica que se muestra en la
figura 11, mientras que otras producen una gréafica como la de la figura 12. Sabemos de
la seccién 1.2 (figura 13) que la grafica de la figura 12 es correcta, asi que, ;qué sucedié
en la figura 11? La explicacion es que algunas maquinas calculan la raiz cibica de x
mediante un logaritmo, que no estd definido si x es negativo, por lo que sélo se produce
la mitad derecha de la gréfica.

FIGURA 11 FIGURA 12

Puede obtener la gréafica correcta con Maple si
primero escribe

with (RealDomain) ;

Usted debe experimentar con su propia maquina para ver cudl de estas dos graficas se
produce. Si se obtiene la grafica de la figura 11, puede obtener la imagen correcta al
trazar la grafica de la funcién

£ = e ]

Note que esta funcidn es igual a Q/; (excepto cuando x = 0). [



en Visual 1.4 puede usted ver una
animacion de la figura 13.
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Para entender como la expresion de una funcién se relaciona con su gréfica, es titil
graficar una familia de funciones, es decir, un conjunto de funciones cuyas ecuaciones
estdn relacionadas. En el siguiente ejemplo graficamos miembros de una familia de poli-
nomios cubicos.

I FEEIINE] Grafique la funcién y = x* + cx para varios valores del nimero c.
(Como cambia la grafica cuando c varia?

SOLUCION La figura 13 muestra las graficas de y = x* + cxparac =2, 1,0, =1y —2.
Vemos que, para valores positivos de c, la gréafica crece de izquierda a derecha, sin
puntos maximos o minimos (picos o valles). Cuando ¢ = 0, la curva es plana en el origen.
Cuando c es negativa, la curva tiene un punto maximo y un punto minimo. Cuando ¢
disminuye, el punto maximo se hace mds alto, y el minimo, mas bajo.

a) y=x>+2x b) y=x3+x c)y=x

FIGURA 13
Varios miembros de la familia de
funciones y = x* + cx, graficadas

en el rectangulo de vista [—-2, 2]
por [-2.5,2.5]

1.5

3 d)yy=x*—x e) y=x>—2x

m Encuentre la solucion de la ecuacién cos x = x con una aproximacion de
dos decimales.

SOLUCION Las soluciones de la ecuacién cos x = x son las coordenadas x de los puntos
de interseccion de las curvas y = cos x, y = x. De la figura 14a) vemos que s6lo hay una
solucién y se encuentra que entre 0 y 1. Acercando el rectdngulo de vista a [0, 1]

por [0, 1], podemos ver en la figura 14b) que la raiz se encuentra entre 0.7 y 0.8.

Asi que nos acercamos mds con el rectdngulo de vista [0.7, 0.8] por [0.7, 0.8] en la
figura 14c). Al mover el cursor hasta el punto de interseccién de las dos curvas, o mediante
la inspeccién y el hecho de que la escala en el eje x es de 0.01, vemos que la solucién

de la ecuacién es de 0.74. (Muchas calculadoras tienen una caracteristica interseccion
incorporada.)

Ve

y=x

y=cos x

%

N

-1
FIGURA 14 >

Localizacién de las a) [-5, 5] por [-1.5,1.5] b) [0, 1] por [0, 1] ¢) [0.7,0.8] por [0.7, 0.8]

raices de cos x = x escala: x =1

escala: x = 0.1 escala: x =0.01 |
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m Ejercicios

FUNCIONES Y MODELOS

1. Utilice una calculadora graficadora o equipo de cémputo para
determinar cudles de los rectdngulos de vista dados produce la
grafica mds adecuada de la funcién f(x) = /x> — 5x2.

a) [—5,5] por [—5, 5] b) [0, 10] por [0, 2]
¢) [0, 10] por [0, 10]

2. Utilice una calculadora graficadora o equipo de cémputo para
determinar cudles de los rectangulos de vista dados produce la
grifica mds adecuada de la funcién f(x) = x* — 16x? + 20.

a) [—3, 3] por [—3, 3] b) [—10, 10] por [—10, 10]
¢) [—50, 50] por [—50, 50] d) [-5, 5] por [—50, 50]

3-14 Determine un rectangulo de vista apropiado para las funciones
dadas y utilicelo para trazar la gréfica:

3. f(x) = x* — 36x + 32
5 f(x) =50 — 0.2x

7. f(x) = x> — 225x

4. f(x) = x* + 15x% + 65x
6. f(x) = /15x — x?
810 =500
9. f(x) = sen’ (1000x)
1. f(x) = sen x

13. y = 10 sen x + sen 100x

10. f(x) = cos (0.001x)
12. f(x) = sec (207x)

14. y = x* 4+ 0.02 sen 50x

15. a) Ensaye para encontrar un rectdngulo de vista apropiado para
Jx) = (x — 10y 2™
b) (Necesita mds de un rectangulo de vista? ;Por qué?

16. Grafique la funcién f(x) = x*y/30 — x en un rectingulo de
vista apropiado. ;Qué parte de la gréifica parece perderse?

17. Grafique la elipse 4x* + 2y* = 1 graficando las funciones cuyos
graficas son las mitades superior e inferior de la elipse.

18. Grafique la hipérbola y* — 9x*> = | graficando las funciones
cuyos gréficos son las ramas superior e inferior de la hipérbola.

19-20 ;Las gréficas se intersectan en el rectdngulo de vista dado? Si
lo hacen, (cudntos puntos de interseccion hay?

19. y =3x> — 6x + 1, y=023x — 2.25;
[—1,3]por[—2.5,1.5]

20. y=6 —4x —x?, y=3x+ 18; [—6,2]por[—5,20]

21-23 Encuentre todas las soluciones de cada una de las siguientes
ecuaciones con una aproximacion de dos decimales.

2. Jx=x—1

2. x*—x=1

23. tanx = /1 — x?

Se requiere calculadora graficadora o computadora

24.

25.

26.

2]1.

28.

29.

30.

31.

32.

Vimos en el ejemplo 9 que la ecuacion cos x = x tiene
exactamente una solucién.
a) Utilice una grafica para mostrar que la ecuacién
cos x = 0.3x tiene tres soluciones y encuentre sus
valores con una aproximacion de dos decimales.
b) Encuentre un valor aproximado de m tal que la ecuacién cos
Xx = mx tenga exactamente dos soluciones.

Utilice graficas para determinar cudl de las funciones f(x) = 10x?
y g(x) = x*/10 es finalmente mds grande (es decir, cuando x es
muy grande).

Utilice gréficas para determinar cudl de la funciones
f(x) = x* — 1002 y g(x) = x* es finalmente mds grande.

(Para qué valores de x es cierto que | tan x — x| < 0.01 y
—m/2 <x<mw/2?

Grafique los polinomios P(x) = 3x° — 5x* + 2xy Q(x) = 3x°
en la misma pantalla, utilizando primero el rectdngulo de
vista de [ =2, 2] por [—2, 2] y, a continuacién, cambiandolo a
[—10, 10] por [=10000, 10000]. ;Qué observa en estas
gréficas?

En este ejercicio consideramos la familia de funciones raiz

F(x) = /x, donde n es un entero positivo.

a) Grafique las funciones y = \/;,y = C/; yy= (’/; en la
misma pantalla usando el rectdngulo de vista [—1, 4] por
[-1, 3]

b) Grafique las funciones y = x,y = \3/; yy= {/; en la
misma pantalla usando el rectdngulo de vista [—3, 3] por
[=2, 2]. (Véase el ejemplo 7.)

¢) Grafique las funciones y = \/;,y = {/;,y = Q/;yy = {/;
en la misma pantalla usando el rectdngulo de vista [—1, 3]
por[—1,2].

d) ¢(Qué conclusiones puede usted obtener de estas graficas?

En este ejercicio consideramos la familia de funciones

f(x) = 1/x", donde n es un entero positivo.

a) Grafique las funciones y = 1/x, y = 1/x* en la misma
pantalla utilizando el rectdngulo de vista [—3, 3] por
[-3, 3]

b) Grafique las funciones y = 1/x2y y = 1/x* en la misma
pantalla utilizando el mismo rectdngulo de vista que en el
inciso a).

¢) Grafique todas las funciones de los incisos a) y b) en la
misma pantalla utilizando el rectdngulo de vista [—1, 3]
por [—1, 3].

d) (Qué conclusiones puede obtener de estas graficas?

Grafique la funcién f(x) = x* + ¢x? + x para varios valores de
c. {Como cambia la grafica cuando cambia ¢?

Grafique la funcién f(x) = /1 + c¢x? para varios valores de c.
Describa como afectan la gréfica los cambios en c.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



33. Grafique la funcion y = x"2*, x =0, paran = 1,2,3,4,5y 6.

(Como cambia la grafica cuando n aumenta?

34. Las curvas con ecuaciones

[x]

MY

se llaman curvas nariz de bala. Grafique algunas de estas
curvas para saber por qué. ;Qué pasa cuando ¢ aumenta?

35. ;Qué pasa con la grifica de la ecuacién y> = cx® + x? cuando
¢ varia?

36. Este ejercicio explora el efecto de la funcién g en el interior de
una funcién compuesta y = f(g(x)).

a) Grafique la funcién y = sen(\/; ) utilizando el rectdngulo
de vista [0, 400] por [—1.5, 1.5]. (De qué manera esta
grafica difiere de la grafica de la funcién seno?

b) Grafique la funcién y = sen(x?), utilizando el rectdngulo de
vista [—5, 5] por [—1.5, 1.5] ;De qué manera esta grafica
difiere de la gréfica de la funcién seno?

37. La figura muestra las graficas de y = sen 96x y y = sen 2x
como se muestra en la calculadora graficadora TI-83. La
primera gréfica es inexacta. Explique por qué las dos gréficas
parecen idénticas.

m Funciones exponenciales

SECCION 1.5 FUNCIONES EXPONENCIALES 51

[Sugerencia: la ventana de graficacion de la TI-83 es de 95
pixeles de ancho. ;Qué puntos especificos grafica la
calculadora?]

VARV

y=sen2x

y=sen 96x

38. La primera gréfica que aparece en la figura es la de
y = sen 45x como la muestra una TI-83. Es inexacta y, por eso,
para ayudar a explicar su aspecto en la segunda grifica, se traza
la curva de nuevo con el modo de puntos. ;Cudl de las dos
curvas senoidales parece estar graficando? Muestre que cada
punto sobre la grifica de y = sen 45x que eligié graficar la
TI-83 esta, de hecho, sobre una de estas curvas. (La TI-83
grafica en ventanas de 95 pixeles de ancho.)

2

La funcién f(x) = 2* se llama una funcion exponencial porque la variable, x, es el expo-
nente. No debe confundirse con la g(x) de la funcién potencia g(x) = x?, en la que la varia-

ble esta en la base.
En el apéndice G hay un enfoque alternativo a
las funciones exponenciales y logaritmicas
mediante célculo Integral.

En general, una funcion exponencial es una de la forma

f(x) =a*

donde a es una constante positiva. Recordemos el significado de esto.
Si x = n, donde n es un entero positivo, entonces

n factores

Six = 0, entonces a° = 1, y si x = —n, donde 7 es un entero positivo, entonces

T fica 2¥3 0 572

Si x es un ntimero racional, x = p/g, donde p y ¢ son nimeros enteros y ¢ > 0, entonces

At = a"l = Ygr = (\‘1/67)”

,,,,,, Pero, (cudl es el significado de a* si x es un nimero irracional? Por ejemplo, ;qué signi-

Para ayudarnos a responder esta pregunta, examinemos la gréfica de la funcién y = 27,

FIGURA 1
Representacion de y = 2%, con x

racional irracionales.

donde x es racional. Una representacion de esta grafica se muestra en la figura 1. Quere-
mos ampliar el dominio de y = 2 para incluir tanto los niimeros racionales como los
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Una demostracion de este hecho se da en

J. Marsden y A. Weinstein, Célculo llimitado
(Menlo Park, California, 1981). Para una version
en linea, consulte
caltechbook.library.caltech.edu/197/

FIGURA 2
y = 2" para x real

Si0 < a < 1, entonces a* se aproxima a 0
cuando x es muy grande. Si @ > 1, entonces

a* se aproxima a 0 cuando x disminuye al tomar
valores negativos. En ambos casos el eje x es
una asintota horizontal. Estas cuestiones se
tratan en la seccion 2.6.

FIGURA 3

FUNCIONES Y MODELOS

Hay huecos en la gréifica de la figura 1 correspondientes a valores irracionales de x.
Queremos llenarlos mediante la definicién de f(x) = 2*, donde x € R, por lo que f es una
funcién creciente. En particular, puesto que el nimero irracional /3 satisface

17</3 <138
debemos tener

21 <2 <18

y sabemos qué significan 2'7 y 2'¥ ya que 1.7 y 1.8 son niimeros racionales. Del mismo
modo, si usamos mejores aproximaciones para /3, obtenemos mejores aproximaciones
para 23

173 <3 < 1.74
1732 < /3 < 1.733
17320 < /3 < 1.7321

2173 zﬁ < D174
LT3 zﬁ < 91733

217320 ~ zﬁ < pl7321

=
=
=
=

1.73205 < /3 < 1.73206 217305 < 93 < 9173206

Puede demostrarse que hay exactamente un nimero que es mayor que todos los nimeros

21.7’ 21.73’ 21.732’ 217320’ 21.73205,
y menor que todos los nimeros
21.8’ 21,74’ 21.733’ 2I.7321’ 21,73206’

A este nimero lo definimos como 2¥3 y, utilizando este procedimiento de aproximacion,
podemos obtenerlo con una aproximacién de seis decimales:

2V3 =~ 3321997

De la misma manera, podemos definir 2* (o0 a*, si a > 0) donde x es cualquier nimero
irracional. En la figura 2 se muestra cémo todos los huecos en la figura 1 han sido llenados
para completar la grafica de la funcién f(x) = 2%, x € R.

Las graficas de los miembros de la familia de funciones y = a* se muestran en la figu-
ra 3 para varios valores de la base a. Tenga en cuenta que todas estas grificas pasan por el
mismo punto (0, 1) porque a° = 1 para a # 0. Note también que cuando la base a se hace
mds grande, la funcién exponencial crece mds rdpidamente (para x > 0).

07 4 :
2 15"

1*




FIGURA 4

www.stewartcalculus.com
Para un repaso de las leyes de exponentes, haga
clic en Review of Algebra.

Para un repaso de la reflexion y desplazamiento
de gréficas, consulte la seccién 1.3.

FIGURA 5
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Puede verse en la figura 3 que existen bdsicamente tres tipos de funciones exponen-
ciales y = a*. Si 0 < a < 1, la funcién exponencial decrece; si a = 1, es una constante, y
sia > 1, crece. Estos tres casos se ilustran en la figura 4. Observe que si a # 1, entonces
la funcién exponencial y = a* tiene dominio R y rango (0, o©). Note también que, dado que
(1/a) = 1/a* = a™* es justamente la reflexion de la grafica de y = a* sobre el eje y.

y y y
0,1 1
0,1
0‘ X 0 X 0‘ X
a)y=a', 0<a<l b)yy=1* c)y=a', a>1

Una de las razones de la importancia de la funcién exponencial se encuentra en las
siguientes propiedades. Si x y y son nimeros racionales, entonces estas leyes son bien
conocidas del dlgebra elemental. Puede demostrarse que seguird siendo asi para nimeros
reales x y y arbitrarios.

Leyes de los exponentes  Si @ y b son niimeros positivos, y los nimeros x y y son reales
cualesquiera, entonces

a _
1. a"=a'a’ 24070 =— 3 (a*) = a" 4. (ab)* = a'b*
a

m Grafique la funcién y = 3 — 2*y determine su dominio y rango.

SOLUCION Primero reflejamos la grafica de y = 2* [se muestran en las figuras 2 y 5a)]
sobre el eje x para obtener la grafica de y = —2~ en la figura 5b). Después desplazamos 3
unidades hacia arriba la grafica de y = —2* para obtener la graficade y =3 — 2*en la
figura 5c). El dominio es R, y el rango es (—, 3).

a) y=2" b) y=-2" c)y=3-2" |

I FEEIENF Utilice un dispositivo de graficacién para comparar la funcién
exponencial f(x) = 2* con la de la funcidén potencia g(x) = x2. ;Cudl funcién crece
mds rapidamente cuando x es muy grande?
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En el ejemplo 2 se muestra que
y = 2% aumenta mas rapidamente que y = x>

Para demostrar lo répido que f(x) = 2* aumenta,

vamos a realizar el siguiente experimento
mental. Supongamos que empezamos con un
trozo de papel de una milésima de pulgada de
espesor y lo doblamos por la mitad 50 veces.
Cada vez que dobla el papel por la mitad, el
grosor del papel se duplica, por lo que el grosor
del papel resultante seria 2°°/1 000 pulgadas.
iDe qué grosor cree usted que es? jMéas de

17 millones de millas!

TABLA1

Poblacion

t (millones)
0 1650
10 1750
20 1860
30 2070
40 2300
50 2560
60 3040
70 3710
80 4450
90 5280
100 6080
110 6870

FUNCIONES Y MODELOS

SOLUCION La figura 6 muestra ambas funciones representadas graficamente en el
rectdngulo de vista [—2, 6] por [0, 40]. Vemos que las graficas se intersectan tres veces,
pero para x > 4 la gréfica de f(x) = 2* permanece por encima de la gréfica de g(x) = x>
La figura 7 da una visién mds global y muestra que para grandes valores de x, la funcién
exponencial y = 2* crece mucho mas rapidamente que la funcién potencia y = x2

40 250
e e
-2 = 0
FIGURA 6 FIGURA 7 |

B Aplicaciones de las funciones exponenciales

La funcién exponencial ocurre con mucha frecuencia en los modelos matemaéticos de las
ciencias naturales y sociales. Aqui le indicamos brevemente cémo surge en la descripcién
del crecimiento de una poblacién. En capitulos posteriores seguiremos estas y otras apli-
caciones en mayor detalle.

En primer lugar, consideramos una poblacién de bacterias en un medio nutritivo homo-
géneo. Supongamos que por muestreo de la poblacion a ciertos intervalos se determina
que la poblacién se duplica cada hora. Si el nimero de bacterias en el tiempo ¢ es p(?),
donde 7 se mide en horas, y la poblacién inicial es p(0) = 1000, entonces tenemos

p(1) = 2p(0) = 2 X 1000

p(2) = 2p(1) = 2% X 1000

p(3) = 2p(2) = 2% X 1000
De este patrén, parece ser que, en general:

p(r) = 2" X 1000 = (1000)2"

Esta funcién de la poblacién es un miltiplo constante de la funcién exponencial y = 2/,
por lo que muestra el rdpido crecimiento que hemos observado en las figuras 2 y 7. En
condiciones ideales (espacio ilimitado, nutricién y la ausencia de enfermedad), este creci-
miento exponencial es tipico de lo que realmente ocurre en la naturaleza.

(Qué pasa con la poblacién humana? La tabla 1 muestra los datos de la poblacién del
mundo en el siglo xx, y en la figura 8 se muestra la grafica de dispersion correspondiente.

P

5% 107

t

4 4 4 4 4 4
t t t t t t

0 20 40 60 80 100 120 ¢

FIGURA 8 Grifica de dispersion para el crecimiento de la poblacién mundial



FIGURA 9

Modelo exponencial
para el crecimiento
de poblacién

y

FIGURA 12

La funcién exponencial natural
interseca al eje y con una
pendiente igual a 1
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El patrén de los puntos de datos en la figura 8 sugiere un crecimiento exponencial, por
eso usamos una calculadora graficadora con capacidad de regresion exponencial para apli-
car el método de minimos cuadrados y obtener el modelo exponencial

P = (1436.53) - (1.01395)'

donde ¢t = 0 corresponde a 1900. La figura 9 muestra la grafica de esta funcién exponencial
junto con los puntos de datos originales. Vemos que la curva exponencial ajusta razonable-
mente bien en el conjunto de datos. El periodo de crecimiento relativamente lento de la
poblacién se explica por las dos Guerras Mundiales y la Gran Depresion de la década de
1930.

5% 10°

I El ndmero e

De todas las posibles bases para una funcién exponencial, hay una que es mas convenien-
te para los fines del Calculo. La eleccién de una base a estd influida por la forma en que
la grafica de y = a* cruza el eje y. Las figuras 10 y 11 muestran las rectas tangentes a las
graficas de y = 2*y y = 3*en el punto (0, 1). (Se definirdn las rectas tangentes de manera
precisa en la seccién 2.7. Para los presentes fines, puede considerarse que la recta tangen-
te a una grafica exponencial en un punto es la recta que toca la grafica s6lo en ese punto.)
Si medimos las pendientes de estas rectas tangentes en (0, 1), encontramos que m = 0.7
paray =2*ym = 1.1 paray = 3~

m=1.1

FIGURA 10 FIGURA 11

Resulta que, como veremos en el capitulo 3, algunas de las férmulas del Célculo queda-
rdan muy simplificadas si elegimos la base a para la que la pendiente de la tangente de recta
ay=a"en (0, 1) es exactamente 1. (Véase la figura 12.) De hecho, existe tal nimero y se
denota con la letra e. (Esta notacién fue elegida por el matematico suizo Leonhard Euler en
1727, probablemente porque es la primera letra de la palabra exponencial.) En vista de las
figuras 10 y 11, no causa ninguna sorpresa que el nimero e se encuentre entre 2 y 3 y que
la griafica de y = ¢* se halle entre las graficas de y = 2*y y = 3*. (Véase la figura 13.)
En el capitulo 3 veremos que el valor de e, con una aproximacién de cinco decimales, es

e~ 2.71828



56 CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS

Module 1.5 le permite graficar

funciones exponenciales con diversas bases
Y sus rectas tangentes para calcular més de
cerca el valor de a para la cual la recta
tangente tiene pendiente 1.

FIGURA 13

i

A la funcidn f(x) = e* la llamamos funcién exponencial natural.

m FATIOEN Grafique la funcién y = je™* — 1 y establezca el dominio y el rango.

SOLUCION Empezamos con la grafica de y = e* de las figuras 12 y 14a) y la reflejamos sobre
el eje y para obtener la grafica de y = ¢ * en la figura 14b). (Observe que la grifica
interseca el eje y con una pendiente de —1.) A continuacién, se comprime la grafica
verticalmente por un factor de dos para obtener la grifica de y = 3¢ * en la figura 14c). Por
ultimo, se desplazard la grafica hacia abajo una unidad para obtener la grafica deseada
en la figura 14d). El dominio es R, y el rango es (—1, o).

0 X

a) y=e"
FIGURA 14

FIGURA 15

b)yy=e" c)y=%e"‘ d)y=% -1

(Hasta qué valor de x a la derecha cree usted que tendriamos que ir para que la altura
de la grafica de y = e* sea superior a un millon? En el ejemplo siguiente se muestra el
rdpido crecimiento de esta funcidn proporcionando una respuesta que podria sorprenderle.

FFETI0NR Utilice un dispositivo de graficacién para encontrar los valores de x para
los cuales e* > 1000000.

SOLUCION En Ia figura 15 vemos la grafica de la funcién y = ey la recta horizontal y =
1000000. Vemos que estas curvas se intersectan cuando x =~ 13.8. Por tanto, ¢* > 10°
cuando x > 13.8. Tal vez le sorprenda que los valores de la funcién exponencial ya han
superado un millén cuando x es s6lo 14.

1.5 X 10°

y=10°
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1-4 Utilice las leyes de los exponentes para simplificar cada una de
las siguientes expresiones:

1. a) £ b) !
) e
2. a) 8 b) x(3x*)’
3\4
3. a) b'Q2by by & 5)
2y
4 ) x2n x3n*l WE
. a

xn+2 b) M

5. a) Escriba una ecuacién que defina la funcién exponencial con
base a > 0.
a) (Cudl es el dominio de esta funcién?
¢) Sia # 1, jcudl es el rango de esta funcién?
d) Dibuje la forma general de la gréfica de la funcién exponencial
para cada uno de los siguientes casos.

ya>1 i)a=1 ii)o<a<l1
6. a) ;Como se define el niimero e?
b) (Cuadl es un valor aproximado de e?

¢) (Cual es la funcién exponencial natural?

7-10 Grafique cada una de las siguientes funciones en una pantalla

comun. ;Cémo se relacionan estas gréficas?

1. y=2, y=e¢, y=5, y=20

8y=e¢, y=e* y=28,
9. y=3% y=10% y=0(), y=(%)
10. y =094 y=10.6 y=0.3, y=0.1I"

y==8"

11-16 Haga un bosquejo de la grafica de cada una de las siguientes
funciones. No utilice calculadora. Sélo utilice las graficas en

las figuras 3y 13y, si es necesario, las transformaciones de la
seccién 1.3.

M. y =10 12. y = (0.5) — 2
13. y= -2 14. y = ehl
15y =] — Lo 6. y=2(1 — ¢

17. A partir de la grafica de y = e*, escriba la ecuacién de la
grafica que resulta de
a) desplazarla 2 unidades hacia abajo
b) desplazarla 2 unidades a la derecha
c) reflejarla sobre el eje x
d) reflejarla sobre el eje y
e) reflejarla sobre el eje x y luego sobre el eje y

Se requiere calculadora graficadora o computadora

18. Comenzando con la gréifica de y = e*, encuentre la ecuacién de
la grafica resultante al

a) reflejarla sobre la rectay = 4

b) reflejarla sobre la recta x = 2

19-20 Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones
1 — e 1+x

VW=7 b fW=—0

— e oo

20. a) g(r) = sen (e™)b) g(r) = /1 — 2!

21-22 Encuentre la funcién exponencial f(x) = Ca* correspondiente
a cada una de las siguientes gréficas:

2. 2. y
(3,24) (-1,3)
(1.5)
(1,6)
P
0 x 0 X

23. Si f(x) = 5%, demuestre que

fath —f@ 5" —1
h B h

24. Supongamos que se le ofrece trabajo por un mes. ;Cual de los
siguientes métodos de pago prefiere?
I.  Un millén de ddlares al final del mes.
II. Un centavo en el primer dia del mes, dos centavos en el
segundo dia, cuatro centavos en el tercer dia y, en general,
2! centavos al n-€simo dfa.

25. Supongamos que las graficas de f(x) = x*y g(x) = 2* se
dibujan en una cuadricula de coordenadas con 1 pulgada como
unidad de medida. Demuestre que, a una distancia de 2 pies
a la derecha del origen, la altura de la grafica de f'es de
48 pies, pero la altura de la grafica de g es aproximadamente
265 millas.

{4 26. Compare las funciones f(x) = x° y g(x) = 5* graficando ambas

funciones en varios rectangulos de vista. Encuentre todos los
puntos de interseccion de las graficas con aproximacién a un
decimal. ;Cudl funcién crece mds rdpidamente cuando x es
muy grande?

27. Compare las funciones f(x) = x'°y g(x) = e* graficando fy g

en varios rectdngulos de vista. ;Cudndo la gréfica de g
finalmente supera a la grafica de f?

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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28. Utilice una gréfica para estimar los valores de x tales que

e* > 1000000000.

29. Bajo condiciones ideales se sabe con certeza que una
poblacién de bacterias se duplica cada tres horas.
Supongamos que inicialmente hay 100 bacterias.

a) (Cudl es el tamafio de la poblacion después de 15 horas?
b) (Cudl es el tamafio de la poblacién después de ¢ horas?
c) Estime el tamaiio de la poblacién después de 20 horas.
d) Grafique la funcién de la poblacién y estime el tiempo

para que la poblacidn llegue a 50000.

30. Un cultivo bacteriano se inicia con 500 bacterias y duplica
su tamafio cada media hora.

a) (Cudntas bacterias hay después de 3 horas?

b) (Cudntas hay después de 7 horas?

¢) (Cudntas hay después de 40 minutos?

d) Grafique la funcién de la poblacién y estime el tiempo

para que la poblacién llegue a 100 000.

31. Utilice una calculadora graficadora con comando para
regresion exponencial para modelar la poblacién del
mundo con los datos, desde 1950 hasta 2010, dados en la
tabla 1 en la pagina 54. Utilice el modelo para estimar
la poblacién en 1993 y para predecir la poblacién en el
afio 2020.

9 32.

S 33.

34.

La tabla muestra la poblacién de EU, en millones, en los afios
1900-2010. Utilice una calculadora graficadora con comando de
regresién exponencial para modelar la poblacién de EU
desde 1900. Utilice el modelo para estimar la poblacién en
1925 y predecir la poblacién en el afio 2020.

Afio Poblacion Aio Poblacion
1900 76 1960 179
1910 92 1970 203
1920 106 1980 227
1930 123 1990 250
1940 131 2000 281
1950 150 2010 310

Si graficamos la funcién
e 1/x

] —
X)) =—"-
F0 = o
veremos que f parece ser una funcién impar; demuéstrelo.

Grafique varios miembros de la familia de funciones
1
f = 1 + ae™

donde a > 0. ;Cémo cambia la grafica cuando b varfa? ;Como
cambia cuando a varia?

m Funciones inversas y logaritmos

La tabla 1 muestra los datos de un experimento en el que un cultivo de bacterias inicié con
100 de ellas en un medio limitado de nutrientes; el tamafio de poblacién de bacterias se
registré a intervalos de una hora. El nimero N de bacterias es una funcién del tiempo #:
N = f(1).

Supongamos, sin embargo, que el bidlogo cambia su punto de vista y se interesa en el
tiempo requerido para que la poblacién alcance distintos niveles. En otras palabras, piensa
en ¢ como una funcién de N. Esta funcion se llama funcion inversa de f, denotada por
f 'y selee “finversa”. Asi, t = f~(N) es el tiempo requerido para que el nivel de la pobla-
cién llegue a N. Los valores de f! pueden encontrarse mediante la lectura de
la tabla 1 de derecha a izquierda o consultando la tabla 2. Por ejemplo, f~!(550) = 6 ya
que f(6) = 550.

TABLA1 N como funcién de ¢ TABLA 2 ¢ como funcidén de N

t N =f() t=f"'(N)
(horas) = poblacion en el tiempo ¢ N = tiempo para llegar a N bacterias

0 100 100 0
1 168 168 1
2 259 259 2
3 358 358 3
4 445 445 4
5 509 509 5
6 550 550 6
7 573 573 7
8 586 586 8
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No todas las funciones poseen inversa. Vamos a comparar las funciones 'y g cuyos
diagramas de flechas se muestran en la figura 1. Observe que f nunca tiene el mismo valor
dos veces (cualquier par de entradas en A tienen diferentes salidas), mientras que g toma
el mismo valor dos veces (2 y 3 tienen la misma salida, 4). En simbolos,

9(2) = ¢(3),
pero f(x1) # f(x2) siempre que x; # x,.

Las funciones que comparten esta propiedad con f se denominan funciones uno a uno.

FIGURA 1
fesuno auno; g no lo es

En el lenguaje de entradas y salidas, esta |I| Definicion Una funcion f se 1lama uno a uno si nunca toma el mismo valor dos
definicion sefiala que f'es uno a uno si a cada veces; esto es,
salida le corresponde sélo una entrada.

fxy) # flx2) siempre que x; 7 Xx,.

y Si una recta horizontal interseca la grafica de f en mds de un punto, entonces vemos en
la figura 2 que hay nimeros x, y x, tales que f(x,) = f(x,). Esto significa que fno es uno
a uno, por tanto, con el siguiente método geométrico podemos determinar si una funcién

y=fx) €S uno a uno.
flx)  flx)
5 _ Prueba de la recta horizontal Una funcién es uno a uno si y sélo si no existe una recta
o * horizontal que interseque su grafica mas de una vez.

FIGURA 2

Esta funcién no es uno a uno,

ya que f(x,) = f(x,) W EEEIEE) (Es la funcién f(x) = x* uno a uno?

y SOLUCION 1 Si x, # x,, entonces x,> # x,’ (dos ndimeros diferentes no pueden tener el
/ mismo cubo). Por tanto, por la definicién 1, f(x) = x* es uno a uno.

— .3
=
SOLUCION 2 De la figura 3 se observa que no existe recta horizontal que interseque a la
grifica de f(x) = x* mas de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, f es

0 X
/ uno a uno. -

/ I EFETEEF] (Es uno a uno la funcién g(x) = x*?

FIGURA 3 . . .
f(x)= 2 es uno a uno SOLUCION 1 Esta funcién no es uno a uno, ya que, por ejemplo,

g() =1=g(=1),

por lo que 1 y —1 tienen la misma salida.
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y , SOLUCION 2 De la figura 4 se observa que existen rectas horizontales que cruzan la
\ / y=x grifica de g mds de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, g no es

\ / uno a uno. -

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente aquellas que poseen
0 x funciones inversas de acuerdo con la siguiente definicidn.

FIGURA 4
g(x)=x?no es uno a uno

@ Definicion Sea f una funcién uno a uno con dominio A y rango B. Entonces, la
funcién inversa /' tiene dominio B y rango A y esta definida por

) =x & f)=y
para cualquier y en B.

La definicién dice que si f hace corresponder x con y, entonces f ! hace corresponder
A de regreso y con x. (Sifno es uno a uno, entonces f~' no estd definida de manera unica).
El diagrama de flechas en la figura 5 indica que f~' invierte el efecto de f. Note que

B 4

FIGURA 5 dominio de f~' = rango de f

rango de f ' = dominio de f

Por ejemplo, la funcién inversa de f(x) = x>es f'(x) = x> ya que si y = x*,
entonces

F0) =) = ) =

@ CUIDADO No cometa el error de pensar en —1 en /! como un exponente. Es decir,

1
f'(x) no significa —

f(x)

En todo caso, 1/f(x) es el reciproco y deberia escribirse como [ f(x)] ™.

V| Sif(1) = 5,f(3) = 7y f(8) = —10, encuentre f~'(7), £(5) y f~'(~ 10).
SOLUCION De la definicién de f~!, tenemos
[N =3  yaque  f(3) =7
7' =1 yaque  f(1)=5
f'(—=10)=8  yaque f(8) =—10

El diagrama en la figura 6 aclara cémo f~! invierte el efecto de f en este caso.



FIGURA 6
La funcién inversa invierte
las salidas y las entradas

FIGURA 7
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A B A B

f £

. — -

La letra x es tradicionalmente utilizada como la variable independiente, asi que cuando
nos concentramos en f~! en vez de f, usualmente cambiamos los roles de x y y en la defi-
nicién 2, y escribimos

3] =y < fO)=x

Al sustituir por y en la definicién 2 y sustituyendo por x en , obtenemos las siguientes
ecuaciones de cancelacién

[4] f'(f(x)) = x paratodaxenA

f(f7'(x)) = x paratodaxen B

La primera ecuacién cancelada indica que si comenzamos con x, aplicando fy, a continua-
cion, aplicamos !, llegamos de regreso a x, donde empezamos (consulte el diagrama de
maquinas en la figura 7). Asi, f~! deshace a f. La segunda ecuacién sefiala que f deshace lo
que hace /.

r—B e 5 !

Por ejemplo, si f(x) = x°, entonces f~!(x) = x'/*y, por tanto, las ecuaciones de
cancelacién son

F@) = () = x
FF0) = Py = x

Estas ecuaciones dicen simplemente que la funcion elevar al cubo y la funcién raiz ciibica
se anulan mutuamente cuando se aplican una después de la otra.

Ahora veamos como calcular funciones inversas. Si tenemos una funcién y = f(x) y
somos capaces de resolver esta ecuacion para x en términos de y, entonces, de acuerdo con
la definicién 2, debemos obtener x = f~'(y). Si queremos llamar a la variable independien-
te x, intercambiamos x por y y llegamos a la ecuacién y = f!(x).

@ Como encontrar la funcion inversa de una funcion funo a uno
Paso 1 Escribir y = f(x).
Paso2 Resolver esta ecuacion para x en términos de y (si es posible).

Paso3 Para expresar /! en funcién de x, intercambiamos x por y. La ecuacién
resultante es y = f'(x).
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En el ejemplo 4, note cémo f~! invierte el efecto
de f. La funcion f es la regla “elevar al cubo

y después sumar 2”; ' es la regla “restar

dos y después tomar la raiz clbica”.

FIGURA 10

m 220 EY  Encuentre la funcidn inversa de f(x) = x* + 2.
SOLUCION De acuerdo con | 5 | empezamos escribiendo

y=x+2
Después, despejamos x
xX*=y—-2
x=y—2

Finalmente, intercambiamos x y y:

y=r—2
Abhora, la funcién inversa es f '(x) = v/x — 2. [

El principio de intercambio de x e y para encontrar la funcién inversa también nos da
el método para obtener la grifica de f~! a partir de la grafica de f. Ya que f(a) = b si 'y s6lo
si f~'(b) = a, el punto (a, b) estd en la grifica de f si y sélo si el punto (b, a) estd en la
grafica de . Asi, el punto (b, a) a partir del punto (a, b) se obtiene reflejando el segundo
sobre la recta y = x. (Véase la figura 8.)

y (b, a) y
[ /
/

/
/ -7 @b
0/ -7 4 0
X l X
_/

FIGURA 8 FIGURA 9

<
Il
=
<
Il
=

Asi, como se ejemplifica en la figura 9:

La grafica de /! se obtiene reflejando la grafica de f sobre la recta y = x.

m Dibuje las graficas de f(x) = +/—1 — x y su funcién inversa utilizando el

mismo eje de coordenadas.

SOLUCION Primero trazamos la curva y = /—1 — x (la mitad superior de la pardbola
y»=—1—xo0x= —y>— 1)y, a continuacidn, reflejamos sobre la recta y = x

para obtener la grafica de f!. (Véase la figura 10.) Para comprobar nuestra grifica,
observe que la expresion para f ' es f!(x) = —x*> — 1, x = 0. Por lo que la grafica de
f~!es la mitad derecha de la pardbola y = —x*> — 1, y esto parece razonable a partir

de la figura 10. [

I Funciones logaritmicas

Sia > 0ya # 1, la funcién exponencial f(x) = a* siempre es creciente o decreciente, asi
que es uno a uno por la prueba de la recta horizontal. Por tanto, tiene una funcién inver-
sa f~' que se llama la funcién logaritmica con base a y se denota por log . Si utilizamos



y y=x
0 X
y=log,x, a>1

FIGURA 11

FIGURA 12
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la formulacién de una funcién inversa dada por ,

M=y < fy=ux,

entonces tenemos

@ logiax=y < a'=x

Asi, si x > 0, entonces log x es el exponente al que hay que elevar la base a para
obtener x. Por ejemplo, el log,  0.001 = —3, ya que 10~ = 0.001.

Las ecuaciones de cancelacién , cuando se aplican a la funciones f(x) = a*y
S7'(x) = log x, se convierten en

log,(a*) = x paratoda x € R

loga x

a =x paratoda x >0

La funcién logaritmica log_ tiene dominio (0, «©) y rango R. Su gréfica es la reflexion
de la gréfica de y = a* sobre larecta y = x.

La figura 11 muestra el caso en que a > 1. (Las funciones logaritmicas mds importan-
tes tienen una base a > 1.) El hecho de que y = a* sea una funcién de rdpido crecimiento
para x > 0 se refleja en el hecho de que y = log x es una funcién de lento crecimiento para
x> 1.

La figura 12 muestra las graficas de y = log x con varios valores de la base a > 1.
Puesto que log 1 = 0, las gréficas de todas las funciones logaritmicas pasan por el punto (1, 0).

y=log, x
y=log; x

1

y=logs x \
y=log,y x

(=]
—

X

Las siguientes propiedades de las funciones logaritmicas se derivan de las correspon-
dientes propiedades de las funciones exponenciales dadas en la seccién 1.5.

Leyes de los logaritmos ~ Si x e y son nimeros positivos, entonces

1. log.(xy) = log,x + log,y
X

2. loga<—> = log,x — log,y
y

3. log,(x") = rlog.x (donde r es cualquier nimero real)
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La notacion de los logaritmos

En la mayoria de los libros de texto de célculo
y las ciencias, asi como en las calculadoras,
se usa la notacién In x para el logaritmo

natural de x, y log x para el “logaritmo comin”,

log,,x. Sin embargo, en la literatura
matematica y cientifica més avanzada, asf
como en los lenguajes de programacion

de computadoras, la notacién log x denota
por lo general el logaritmo natural.

FFETINNN Use las leyes de los logaritmos para evaluar log, 80 — log, 5.
SOLUCION Con la ley 2, tenemos

80
log>80 — log,5 = Ing(?> =log,16 =4

porque 2* = 16. [ ]

I Logaritmos naturales

De todas las posibles bases a de los logaritmos, veremos en el capitulo 3 que la mds con-
veniente es el nimero e, que se definié en la seccién 1.5. Al logaritmo con base e se le
llama logaritmo natural y tiene una notacién especial:

log, x = Inx

Si ponemos a = ey sustituimos log, con “In” en @ y , entonces las propiedades que
definen la funcién logaritmo natural se convierten en

Ihx=y << e’ =ux

@ In(e*) = x xER

et = x x>0

En particular, si ponemos x = 1, obtenemos

Ine =1
m Encuentre x si ln x = 5.
SOLUCION 1 De |8 | vemos que
Inx=35 significa e =x

Por tanto, x = ¢°.

(Si tiene problemas para trabajar con la notacién “In”, simplemente reemplacela
por log . Entonces la ecuacion se convierte en log x = 5; asi que, por la definicién de
logaritmo, ¢° = x.)

SOLUCION 2 Comience con la ecuacién
Inx=35

y aplique la funcién exponencial a ambos lados de la ecuacion:
ey = o5

Sin embargo, la segunda ecuacién de cancelacién @ indica que e™* = x. Por tanto,
x =é [ ]
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240 E Resuelva la ecuacion e~ ¥ = 10.

SOLUCION Tomamos logaritmos naturales de ambos lados de la ecuacién y usamos @:

In(e®>*) =1n 10

5—-3x=1In10
3x=5—1In10
x=13(5—1n10)

Ya que el logaritmo natural se encuentra en las calculadoras cientificas, podemos
aproximar la solucidn; para cuatro decimales tenemos: x =~ 0.8991. [

u AETINOE] Exprese Ina + 3 In b con un solo logaritmo.
SOLUCION Con las leyes 3y 1 de los logaritmos, tenemos
Ina + 3lnb=1Ina + Inb"?
=1Ina + Invb

~ infayF) —

La siguiente formula muestra que los logaritmos de cualquier base pueden expresarse
en términos de los logaritmos naturales.

Formula para el cambio de base Para cualquier ndmero positivo a (a # 1),
tenemos
In x

log,x = —
Ina

DEMOSTRACION Seay = log,x. Entonces, a partir de El, tenemos ¢° = x. Tomando loga-
ritmos naturales de ambos lados de esta ecuacion, obtenemos y In a = In x. Por tanto,

In x

Y na
na _—
Las calculadoras cientificas tienen un comando para los logaritmos naturales, por lo que
la féormula 10 nos permite utilizar una calculadora para calcular un logaritmo de cualquier
base (como se muestra en el siguiente ejemplo). Del mismo modo, la férmula 10 nos
permite graficar cualquier funcién logaritmica en una calculadora graficadora o computa-

dora (véanse los ejercicios 43 y 44).

FFETIOETN Evalde log,5 con una precision de seis decimales.

SOLUCION La férmula 10 da

In5
logs5 = —— = 0.773976
In8
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FIGURA 13

—_

La grafica de y = In x es la reflexion
de la grafica y = e¢” sobre

larectay=x

y
y=Inx
0 1,0 X
FIGURA 14

B Grafica y crecimiento del logaritmo natural

Las gréficas de la funcién exponencial y = e~y su funcién inversa, la funcién logaritmo
natural, se muestran en la figura 13. Debido a que la curva y = e~ cruza el eje y con
una pendiente de 1, se deduce que la curva reflejada y = In x cruza el eje x con una
pendiente de 1.

Al igual que todas las demds funciones logaritmicas con base mayor que 1, el loga-
ritmo natural es una funcién creciente definida en (0, ), y el eje y es un asintota vertical.
(Esto significa que los valores de In x son nimeros negativos muy grandes cuando x
tiende a 0.)

SUEHOEEE Dibuje la gréafica de la funciony = In (x — 2) — 1.

SOLUCION Empezamos con la grifica de y = In x como se indica en la figura 13.
Usando las transformaciones de la seccion 1.3, la corremos 2 unidades a la derecha
para obtener la grafica de y = In (x — 2) y luego la desplazamos una unidad hacia
abajo para obtener la graficade y = In (x — 2) — 1. (Véase la figura 14.)

=
Il
)
<

y=Inx—2)

A pesar de que In x es una funcién creciente, su crecimiento es muy lento cuando
x > 1. De hecho, In x crece més lentamente que cualquier potencia positiva de x. Para
ilustrar este hecho, se comparan los valores aproximados de las funciones y = In x y
y=x"?= \/; en la siguiente tabla y las grificas en las figuras 15 y 16. Usted puede ver
que en un principio las grificas de y = +/x y y = In x crecen a un ritmo comparable, pero
finalmente la funcién raiz supera con creces al logaritmo.

X 1 2 5 10 50 100 500 1000 10000 100000
Inx | O 0.69 | 1.61 | 230 391 4.6 6.2 6.9 92 11.5
Vx 1 141 | 224 | 3.16 707 | 100 | 224 31.6 100 316
Inx
W 0 049 | 072 | 0.73 055 | 046 | 0.28 0.22 0.09 0.04

Y=NX

y=Inx

0 /1 x 0 1000 ¥

FIGURA 15 FIGURA 16
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B Funciones trigonométricas inversas

Cuando tratamos de encontrar las funciones trigonométricas inversas, tenemos una peque-
fia dificultad: debido a que las funciones trigonométricas no son uno a uno, no tienen funciones
inversas. La dificultad se supera mediante la restricciéon de los dominios de estas fun-
ciones para que sean uno a uno.

Puede verse en la figura 17 que la funcién seno, y = sen x, no es uno a uno (utilice la prueba
de la recta horizontal). Pero la funcién f(x) =senx, —7/2 < x < m/2, €s uno a uno
(figura 18). La funcioén inversa de la funcién seno restringida f existe y se denota por sen!
o arcsen. Se llama funcién seno inverso o funcién arco seno.

y=senx

AN AN _

FIGURA 17

senx

FIGURA 19

2.2

T =l

=)

iy 4

[IEES
=

7\/ X 0

FIGURA18 y=senx,—5 <x<3

Dado que la definicién de una funcién inversa indica que

o=y < fy=x
tenemos

sen 'x=y <> seny=x y —

YIS

= <7T

Por tanto, —1 < x < 1 es el ndmero entre —7/2 y /2 cuyo seno es x.

m Evaliie a) sen™' (%) y b) tan (arcsen%).
SOLUCION
a) Tenemos que

' () =%

porque el sen (7/6) = 3 y /6 se encuentra entre —7 /2y /2.
b) Sea § = arcsens, por lo que el sen§ = 1. Entonces, podemos dibujar un tridngulo
rectangulo con un dngulo 6 como en la figura 19 y deducir por el teorema de Pitdgoras

que el tercer lado del tridngulo tiene una longitud de v9 — 1 = 2\/5 . Esto nos permite
leer que

tan (arcsen%) =tan 0 = 2—\1/5 -

Las ecuaciones de cancelacion para las funciones inversas resultan ser, en este caso,

. T T
sen ' (senx) = x pa.ra—? sx< >

sen(sen”'x) = x para—1 < x <1
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y La funcién inversa del seno, sen”!, tiene dominio [—1, 1] y rango [—#/2, 7/2], y su
| grifica, que se muestra en la figura 20, se obtiene a partir de la funcién seno restringido
2 (figura 18), mediante la reflexion sobre la recta y = x.
La funcién coseno inverso se maneja en forma similar. La funcién coseno restringida
| T f(x) = cos x, para 0 < x < 7, es uno a uno (figura 21) y, por tanto, tiene una funcién
-1 1 o inversa denotada por cos ! o arccos.
4 _7
2
-1, — v

y=sen ' x =arcsen x

T+

—_
[y

'
0 s X
5 w

FIGURA 21 FIGURA 22
y=cosx,0<x< y=cos ' x=arccos x

t >

-1 0 1 X

Las ecuaciones de cancelacion son

cos '(cosx) =x para0sx<m

cos(cos™'x) =x para—l s x<1

La funcién coseno inverso, cos ', tiene dominio [—1, 1] y rango [0, 77]. Su gréfica se
muestra en la figura 22.

La funcién tangente puede hacerse uno a uno mediante la restriccién de que el intervalo
sea (—/2, 7 /2). Asi, la funcién tangente inversa se define como la inversa de la funcién
fx) =tanx, —7/2 < x < 7/2. (Véase la figura 23), y se denota por tan' o arctan.

Y |
| |
| |
| |
| | i T T
| | tan x =y <= tany=x y ——<y<-—
| | 2 2
A
| |
| |
: : FEEIINREN Simplifique la expresién cos (tan" x).
I I SOLUCION 1 Seay = tan™' x. Tenemos que, tany = x y —7/2 < y < /2. Queremos
FIGURA 23 encontrar cos y, pero, ya que tan y es conocida, es mas facil encontrar primero sec y:

_ _z ™
y=tanx, =3 <x<; sec?’y=1+tan’y =1+ x>

secy = +/1 + x? (yaque secy > O para—m/2 <y < 7/2)

1 1
Asi cos(tan™'x) = cosy = =
( ) Y secy /1 + x?
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SOLUCION 2 En lugar de utilizar las identidades trigonométricas como en la solucién 1, es
1+x? quiza mas facil usar un diagrama. Si y = tan"! x, entonces tan y = x, y podemos leer en

FIGURA 24

la figura 24 (que ilustra el caso y > 0) que

1

cos(tan™'x) = cos y = ——
V1 +x2 -

La funcién tangente inversa, tan~' = arctan, tiene dominio R y rango (—#/2, 7/2). Su
gréfica se muestra en la figura 25.

FIGURA 25
y=tan ' x= arctan x

Sabemos que las rectas x = *77/2 son asintotas verticales de la grafica de tan. Dado
que la grafica de tan™' se obtiene reflejando la grafica de la funcién tangente restringida,
sobre larecta y = x, se deduce que las rectas y = 7 /2y y = —1r/2 son asintotas horizon-

tales de la grafica de tan™'.

1

El resto de las funciones trigonométricas inversas no se utilizan con tanta frecuencia y

se resumen aqui.

1] y = cse' x (x|

y y =sec ' x (|x|

y=cot'x (xER) <= coty=x y ye (0,

=1) < ccy=x y y€ (0, m/2]U (m37/2

21) & secy=x y y€I[0,7/2) U[m37/2

27

A

La eleccion de los intervalos para y en las definiciones de csc™' y sec™' no es aceptada

universalmente. Por ejemplo, algunos autores utilizan y € [0, 7/2) U (7/2, 7] en la defi-
FIGURA 26 nicién de sec™'. (Puede verse en la gréfica de la funcién secante en la figura 26 que tanto
y =sec x esta opcion como la que se encuentra en |11| funcionan.)

m Ejercicios

1. a) ;/Qué es una funcién uno a uno?
b) (Cémo puede decirse, a partir de la grafica de una funcion,
que es uno a uno?

2. a) Supongamos que f'es una funcién uno a uno con dominio A
y rango B. ;Cémo se define la funcién inversa f~'? ;Cudl es
el dominio de f~'? ;Cudl es el rango de f~'?

b) Si se le da una férmula para f, ;cémo encuentra una férmula
para f~'?
c¢) Si se le da la gréfica para f, ;como encuentra la grafica de f~'?

3-14 Una funcién viene dada por una tabla de valores, una gréfica,
una férmula o una descripcion verbal. Determine si es uno a uno.

31 1 2 3 4 5 6

fx) | 15 | 20 | 36 | 53 | 28 | 20

a1 1 2 3 4 5 6

f(x) 10 1.9 2.8 35 3.1 29

Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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5.

9.
1.
13.

14.
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y 6. y[
1
‘ X
y ] 8. y[
Y x
f) =x —2x 10. f(x) =10 — 3x
gx) = 1/x 12. g(x) = cos x
f(2) es la altura de un baldn de fiitbol 7 segundos después de la

patada inicial.

f(t) es su estatura a la edad 7.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

Suponga que fes una funcién uno a uno.

a) Sif(6) =17, ;quéesf '(17)?

b) Sif~'(3) = 2, ;qué es f(2)?

Sif(x) = x° + x* + x, encuentre f'(3) y f(f'(2)).
Sig(x) =3 + x + e* encuentre g '(4).

La gréfica de f estd dada.

a) (Por qué es funo a uno?

b) (Cudles son el dominio y el rango de f~'?

¢) (Cudl es el valor de f'(2)?
d) Estime el valor de f'(0).

La férmula C = 5/9 (F — 32), donde F = —459.67,

expresa la temperatura Celsius C, en funcién de la temperatura
Fahrenheit F. Halle una férmula para la funcién inversa e
interprétela. ;Cudl es el dominio de la funcién inversa?

En la teorfa de la relatividad, la masa de una particula con
velocidad v es
myo
m=f(v) = —F—x=
f(@) e

donde m, es la masa en reposo de la particula y ¢ es la
velocidad de la luz en el vacio. Encuentre la funcion inversa
de f'y explique su significado.

21-26 Halle una férmula para la inversa de la funcién.

21.

4x — 1
2x+ 3

f(x) =1+ 2+ 3x

22. f(x) =

23 f(x) = e 2. y=x>—x, x=3

X

25. y = In(x + 3) 2. y=

1+ 2e*

27-28 Encuentre una férmula explicita para f~' y utilicela

para graficar f~', fy la recta y = x en la misma pantalla. Para
compro-bar su trabajo, vea si las graficas de fy f~' son
reflexiones sobre la recta.

2. f) =¥+ 1,x=0 2. f(x)=2— e

29-30 Use la grafica dada de f, para trazar la grafica de f~'.

1

29. T 30. T

1 / 0
0 1/ X
-1

31. Sea f(x) =1 —x*,0=<x=<1.
a) Encuentre f~'. ;Como se relaciona con f?
b) Identifique la gréfica de f'y explique su respuesta al
inciso a).

32. Seag(x) = /1 — x3.
a) Encuentre g~'. {Como se relaciona con la g?
b) Grafique g. ;Cémo explica usted su respuesta al inciso a)?

33. a) ;Como se define la funcion logaritmica y = log x?
b) (Cudl es el dominio de esta funcién?
c) (Cudl es el rango de esta funcién?
d) Dibuje la forma general de la grafica de la funcién
y=log xsia>1.

34. a) ;Cudl es el logaritmo natural?
b) (Cudl es el logaritmo comtin?
¢) Trace las graficas de la funcién logaritmo natural y la
funcién exponencial natural en un mismo conjunto de ejes.

35-38 Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes
expresiones.

35. a) log, 125
36. a) In (1/e)

31. a) log, 6 — log, 15 + log, 20
b) log, 100 — log, 18 — log, 50

38 a) e*Z In5

b) logs(37)

b) loglo A/ 10

b) In(ln )

39-41 Exprese cada una de las siguientes cantidades dadas como un
solo logaritmo.

39. In5 + 5In3
40. In(a + b) + In(a — b) —21Inc
8. in(x + 2)* + HInx — In (x* + 3x + 2)]

42. Use la férmula 10 para evaluar cada logaritmo con precisién
de 6 decimales.

a) log,, 10 b) log, 8.4



{4 43-44 Use la formula 10 para graficar cada una de las siguientes

funciones dadas, en una pantalla comin. ;Cémo se relacionan estas
gréficas?

3. y=log,,x, y=Inx, y=log,x, y=Ilog x
M. y=Inx, y=log,x, y=e, y=10

45. Suponga que la grifica de y = log, x se dibuja sobre una
cuadricula de coordenadas, donde la unidad de medida es de
una pulgada. ;Cudntas millas a la derecha del origen tenemos
que movernos antes de que la altura de la curva alcance 3 pies?

¥ 46. Compare las funciones f(x) = x*' y g(x) = In x graficando

ambas, [y g, en varios rectangulos de vista. ;Cudndo la
gréfica de f supera finalmente a la grafica de g?

47-48 Haga un bosquejo de la gréafica de cada una de las siguientes
funciones. No utilice calculadora. Sélo tiene que usar las gréficas
de las figuras 12 y 13y, si es necesario, las transformaciones de la
seccion 1.3.

b) y=—Inx
b) y=In|x|

41. a) y = log  (x +5)
48. a) y = In(—x)

49-50 a) ;Cudles son el dominio y el rango de f?
b) (Cudl es la interseccién en x de la grafica?
c) Trace la gréfica de f.

49. fx) =Inx +2 50. f(x) =In(x — 1) — 1

51-54 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones para x.

5. a) e % =6 b) In(3x — 10) =2
52. a) In(x> —1)=3 b) e* —3e*+2=0
53. a) 227 =3 b) Inx +In(x — 1) =1

54. a) In(Inx) = 1 b) e* = Ce®, a# b

55-56 Resuelva cada una de las siguientes desigualdades para x.
55. a) Inx <0 b) e*>5

56. a) 1 <e*'<2 b) 1 —2Inx<3

57. a) Encuentre el dominio de f(x) = In(e* — 3).
b) Halle 'y su dominio.

58. a) ;Cudles son los valores de €™ y In(e*")?
b) Use su calculadora para evaluar ¢"** y In(e*®). ;Qué
observa? ;Puede explicar por qué la calculadora tiene
problemas?

SAC 89. Grafique la funcién f(x) = /x> + x2 + x + 1y explique por

qué es uno a uno. A continuacion, utilice un sistema de dlgebra
computarizado para encontrar una expresion explicita para
f7'(x). (E1 SAC produce tres posibles expresiones. Explique
por qué dos de ellas son irrelevantes en este contexto.)

SACI 60. a) Sig(x) = x® + x*, x = 0, utilice un sistema de dlgebra

computarizado para encontrar una expresion para g~—'(x).

SECCION 1.6 FUNCIONES INVERSAS Y LOGARITMOS n

b) Utilice la expresion del inciso a) para graficar y = g(x),
y=xyy=g '(x), en la misma pantalla.

61. Si una poblacion de bacterias comienza con 100 bacterias y
se duplica cada tres horas, entonces el nimero de bacterias
después de ¢ horas es n = f(r) = 100 - 23, (Véase el ejercicio 29
en la seccién 1.5.)
a) Halle la inversa de esta funcién y explique su significado.
b) (Cuéndo la poblacién alcanzard 50000 bacterias?

62. Cuando el flash de una cdmara se apaga, las baterfas comienzan
a recargar de inmediato el condensador del flash, que almacena
una carga eléctrica dada por

o = Q0,1 —e™)

(La capacidad de carga médxima es Q, y ¢ se mide en segundos.)

a) Halle la inversa de esta funcién y explique su significado.

b) (Cudnto tiempo se tarda en recargar el condensador a 90%
de la capacidad si a = 2?

63-68 Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes
expresiones.

63. a) sen ' (1/3/2) b) cos™'(—1)

64. a) tan”' (1//3) b) sec™! 2

65. a) arctan 1 b) sen! (1/y/2)

66. a) cot”' (—/3) b) arccos (—1)

67. a) tan (arctan 10) b) sen ! (sen(77/3))

68. a) tan (sec ' 4) b) sen (2sen’ (3))

69. Pruebe que cos (sen”'x) = /1 — x2

70-72 Simplifique cada una de las siguientes expresiones:
70. tan (sen”' x) 7. sen (tan ' x)

72. cos (2 tan™! x)

A 13-4 Grafique las funciones dadas, en la misma pantalla. ;Cémo

se relacionan estas gréficas?

3. y=senx, —m/2<x<m/2; y=sen'x; y=x

M y=tanx, —7/2<x<m/2; y=tan'x; y=x

75. Encuentre el dominio y el rango de la funcién

g(x) =sen'Gx + 1)

76. a) Grafique la funcidn f(x) = sen (sen”'x) y explique la

apariencia de la gréifica.

b) Grafique la funcién g(x) = sen™' (sen x). {Como se explica
la apariencia de esta gréafica?

77. a) Si desplazamos la curva a la izquierda, ;qué sucede con

su reflexion sobre la recta y = x? En vista de este principio
geométrico, encuentre una expresion para la inversa de
g(x) = f(x + ¢), donde f es una funcién uno a uno.

b) Encuentre una expresién para la inversa de h(x) = f(cx),
donde ¢ # 0.



12

CAPITULO 1  FUNCIONES Y MODELOS

n Repaso

Verificacion de conceptos

1. a) ;Qué es una funcién? ;Cudles son su dominio y su rango? 9. Suponga que ftiene dominio A y ¢ tiene dominio B.
b) (Qué es la gréfica de una funcién? a) (Cudl es el dominio de f + g?
¢) (Como se puede saber si una curva dada es la gréifica de una b) (Cudl es el dominio de fg?
funcién? ¢) (Cudl es el dominio de f/g?

2. Analice cuatro maneras de representar una funcién. Ilustre la 10. ;Cémo se define la funcién compuesta f° g? ;Cudl es su

discusién con ejemplos. dominio?

3. a) ;/Qué es una funcién par? ;Cémo puede saber si una 11. Suponga que la grifica de f estd dada. Escriba una ecuacién
funcidn es par observando su grafica? Dé tres ejemplos para cada una de las graficas que se obtienen de aquella de f
de una funcién par. de la siguiente manera.

b) (Qué es una funcién impar? ;Cémo puede saber si una a) Desplazamiento de 2 unidades hacia arriba.
funcidn es impar observando su grafica? D¢ tres ejemplos b) Desplazamiento de 2 unidades hacia abajo.
de una funcién impar. ¢) Desplazamiento de 2 unidades a la derecha.
d) Desplazamiento de 2 unidades a la izquierda.
4. ;Qué es una funcidn creciente? e) Reflexién sobre el eje x.
5. (Qué es un modelo matemético? f) Reflexion sobre el eje y.
g) Alargamiento vertical por un factor de 2.
6. D¢ un ejemplo de cada tipo de funcion h) Contraer verticalmente por un factor de 2.
a) lineal b) potencia i) Alargar horizontalmente por un factor de 2.
¢) exponencial d) cuadrética j) Contraer horizontalmente por un factor de 2.
e) polinomial de grado 5 f) racional . .
12. a) ({Qué es una funcién uno a uno? ;Como puede saber si una

1. Trace a mano, en los mismos ejes, las gréficas de las siguientes funcién es uno a uno observando su gréfica?

funciones. b) Si fes una funcién uno a uno, ;cémo se define su funcién
a) f(x) =x b) glx) = x* inversa f~'? ;Cémo se obtiene la grafica de f~' a partir de la
¢) h(x) = x* d) jlx) = x* grifica de f?
8. Trace a mano un bosquejo de la grafica de cada una de las 13. a) ;Como se define la funcién seno inverso f(x) = sen ' x?

siguientes funciones. (Cuales son su dominio y su rango?
a) y=senx b) y =tanx b) (Coémo se define la funcién coseno inverso f(x) = cos™' x?
c)y=e" d) y=Inx (Cudles son su dominio y rango?
e)y=1/x f) y=|x]| ¢) (Coémo se define la funcion tangente inversa f(x) = tan™' x?
g y= Jx h) y=tan'x (Cudles son su dominio y rango?

Examen rapido Verdadero-Falso

Determine si la afirmacion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique por qué. 8. Siempre puede dividirse por e*.

Si es falsa, explique por qué o dé un ejemplo que refute la afirmacion.

1. Si fes una funcién, entonces f(s + 1) = f(s) + f(?). 9. 810 <a < b, entonces Ina <In b.

2. Sif(s) = f(1), entonces s = 1. 10. Si x > 0, entonces (In x)° = 6 In x.

3. Si fes una funcidén, entonces f(3x) = 3f(x). In x N

. L . M. Six>0ya>1,entonces — =In—.

4. Six, <x,y fes una funcién decreciente, entonces Ina a

f0x) > f(x).

12. tan~'(—1) = 37 /4.

5. Una recta vertical intersecta la grafica de una funcién a lo mas

una vez. o

. sen ' x

6. Sify g son funciones, entonces fog =gof. 13. tan x = cos 'x
7. Sifes uno a uno, entonces f '(x) = ; 14. Si x es cualquier nimero real, entonces /x> = x.

J(x)



CAPITULO 1 REPASO E]

Ejercicios

1. Sea fla funcién cuya grafica esta dada.
a) Estime el valor de f(2).
b) Estime los valores de x tales que f(x) = 3.
c) Establezca el dominio de f.
d) Establezca el rango de f.
e) (Sobre qué intervalo es creciente f?
f) (Esfuno a uno? Explique.
g) (Es fpar, impar, o ninguno de los dos? Explique.

2. La grafica de g estd dada.
a) Obtenga el valor de g(2).
b) (Por qué g es uno a uno?
c) Estime el valor de g '(2).
d) Estime el dominio de g~'.
e) Dibuje la graficade g '

3. Sif(x) = x*— 2x + 3, evalde el cociente de diferencias

fla+h) —fla)
h

4. Dibuje una gréfica aproximada de la produccién de un cultivo
en funcidn de la cantidad de fertilizante utilizado.

5-8 Encuentre el dominio y rango de cada una de las siguientes
funciones. Escriba su respuesta en notacién de intervalos.

5 f(x) =2/Bx — 1) 6. gx) =416 — x*
1. h(x) = In(x + 6) 8 F(t)=3 + cos2t

Se requiere calculadora graficadora o computadora

9. Suponga que la grifica de f estd dada. Describa cémo las
gréficas de las funciones siguientes pueden obtenerse a partir
de la grifica de f.

a) y=f(x) +38 b) y=/fx+28)
¢ y=1+2f(x) dy=fx—2) -2
e) y=—f( f) y=r"x
10. La grafica de f'estd dada. Dibuje las graficas de las funciones

siguientes.
a) y=f(x—28 b) y==f)
0 y=2-f d) y=:3f(x)—1
e) y=f" fyy=f"'&x+3)

y

L
1
L
o 1

11-16 Utilice transformaciones para dibujar la grifica de la funcién.
1. y = —sen 2x

12. y=3In(x — 2)

13. y=5(1 +e")

1% y=2-Jx
15. f(x) = Jlrz

X
16. f(x) = {e_x

17. Determine si f es par, impar o ninguna de las dos.
a) f(x) =2x — 3> + 2
b) f() = &' — &7
o flx)=e"
d) f(x) =1+ senx

18. Encuentre una expresion para la funcién cuya grafica consiste
en el segmento de recta desde el punto (—2, 2) hasta el punto
(—1, 0), junto con la mitad superior de la circunferencia con
centro en el origen y radio 1.

19. Sif(x) =Inxy g(x) = x*> — 9, encuentre las funciones a) f° g,
b)gef.c)fof.d)geg,y sus dominios.

20. Exprese la funcién F(x) = 1/y/x +./x como una composicién
de tres funciones.



4 CAPITULO 1  FUNCIONES Y MODELOS
21. La esperanza de vida mejoré notablemente en el siglo XX. La
tabla muestra la esperanza de vida al nacer (en afios) de
los varones nacidos en EU. Use un diagrama de dispersién
para elegir un tipo adecuado de modelo. Use su modelo para
predecir el tiempo de vida de un varén nacido en el
afio 2010.
A.ﬁo. de Esperanza Afio de Esperanza
nacimiento de vida nacimiento de vida
1900 483 1960 66.6
1910 51.1 1970 67.1
1920 552 1980 70.0
1930 574 1990 71.8
1940 62.5 2000 73.0
1950 65.6
22. Un pequefio fabricante de electrodomésticos descubre que
cuesta 9000 ddlares producir 1000 tostadoras a la semana y
12000 délares producir 1500 tostadoras a la semana.
a) Exprese el costo en funcién del nimero de tostadoras
producidas, suponiendo que es lineal. Después, trace
la grafica.
b) (Cudl es la pendiente de la grifica y qué representa?
c) (Cudl es la interseccion de la grafica con el eje y y qué
representa?
23. Sif(x) = 2x + In x, encuentre f~'(2).

24.

25.

26.

2]1.

[ 2s.

x + 1
2x +1°

Encuentre la funcién inversa de f(x) =

Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes
expresiones.

a) e’ b) logi025 + logio 4

—1(4
d) sen (cos™'(2))
Resuelva cada cada una de las siguientes ecuaciones para x.

a)e* =5 b) Inx =2
c)e’ =2 d) tan"'x =1

¢) tan (arcsen%)

La poblacion de ciertas especies en un ambiente limitado con
una poblacién inicial de 100 y capacidad para 1000 es

100000
100 + 900e ™!

donde ¢ se mide en afios.

a) Grafique esta funcién y estime cudnto tiempo le toma
a la poblacién llegar a 900.

b) Encuentre la inversa de esta funcién y explique su
significado.

¢) Utilice la funcién inversa para encontrar el tiempo
necesario para que la poblacién llegue a 900. Compare
con el resultado del inciso a).

P(1)

Grafique las tres funciones y = x, y = a*y y = log xenla
misma pantalla para dos o tres valores de a > 1. Para valores
grandes de x, ;cudl de estas funciones tiene los valores

mds grandes y cudl los valores mds pequefios?



Principios para la resolucion de problemas

No hay reglas sélidas o inmediatas que aseguren el éxito en la resolucién de problemas. Sin
embargo, es posible delinear algunos pasos generales en el proceso de resolucién de problemas
y de dar algunos principios que pueden ser utiles en la resolucién de algunos de ellos.
Estos pasos y principios no hacen otra cosa que explicitar el sentido comun y se han
adaptado del libro de George Polya How To Solve It.

El primer paso es leer el problema y asegurarse de que lo comprende claramente. Plantéese
las siguientes preguntas:

¢ Cudl es la incognita?
¢ Cudles son las cantidades que se conocen?

¢ Cudles son las condiciones dadas?

Para muchos problemas, es util

dibujar un diagrama

y ubicar en el diagrama las cantidades dadas y las requeridas.
Por lo general, es necesario

introducir una notacion adecuada

En la eleccién de los simbolos para las incégnitas, a menudo usamos letras como a, b, ¢, m,
n, X 0y, aunque en algunos casos es mejor usar las iniciales de las cantidades involucradas
como simbolos sugerentes; por ejemplo, V para el volumen o ¢ para tiempo.

Es importante encontrar una conexion entre la informacién dada y la desconocida, lo que
le permitird calcular las incégnitas. A menudo es util preguntarse a si mismo de manera
explicita: “;Cémo relaciono lo conocido con lo desconocido?” Si usted no ve una conexién
inmediata, las siguientes ideas pueden serle ttiles en la concepcion de un plan.

Intente reconocer algo conocido Relacione la situaciéon dada con los conocimientos pre-
vios. Observe lo desconocido y trate de recordar un problema mds conocido que cuente con
una incégnita similar.

Intente reconocer patrones Algunos problemas se resuelven mediante el reconocimiento
de algun tipo de patrén que estd ocurriendo. El patrén puede ser geométrica, numérica o
algebraica. Si usted puede ver la regularidad o repeticién en un problema, podria ser capaz
de conjeturar el patrén y probarlo.

Utilice analogias Trate de pensar en un problema andlogo, es decir, un problema similar,
un problema relacionado, pero que sea mds facil de resolver que el problema original.
Si usted puede resolver el problema similar, pero mds sencillo, entonces podria dar
con las claves que necesita para resolver el problema original, que es mds dificil. Por
ejemplo, si un problema involucra cantidades muy grandes, podria intentar primero
resolver un problema similar con cifras mas pequefas. O si el problema estd inmerso en
la geometria en tres dimensiones, puede buscarse un problema geométrico similar en dos
dimensiones. O si el problema inicial es de cardcter general, puede empezar con un caso
particular.

Introduzca algo extra A veces puede ser necesario introducir algo nuevo, un apoyo auxi-
liar para ayudar a hacer la conexion entre lo dado y lo desconocido. Por ejemplo, en un
problema donde un diagrama es util, lo auxiliar podria ser una nueva linea trazada en el
diagrama. En un problema mds algebraico, podria ser una nueva incdgnita relacionada
con la original.
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Estahlezca casos A veces puede tener que dividir un problema en varios casos y dar un
argumento diferente para cada uno de los casos. Por ejemplo, a menudo tenemos que utili-
zar esta estrategia al tratar con valores absolutos.

Trabaje hacia atras En algunas ocasiones es ttil imaginar que el problema estd resuelto y
trabajar hacia atrds, paso a paso, hasta llegar a los datos proporcionados. Entonces usted
puede revertir sus pasos y construir una solucién al problema original. Este procedimiento
es comtinmente utilizado en la resolucién de ecuaciones. Por ejemplo, en la resolucién
de la ecuacién 3x — 5 = 7, suponga que x es un nimero que satisface 3x — 5 =7y
trabaje hacia atrds. Sumamos 5 a cada lado de la ecuacién y luego dividimos ambos lados
entre 3 para obtener x = 4. Como cada uno de estos pasos puede revertirse, hemos resuelto
el problema.

Establezca metas parciales En un problema complejo a menudo es ttil establecer objeti-
vos parciales (en los que la situacién deseada se cumple con sélo en algunas partes del
problema). Si primero puede llegar a estos objetivos parciales, entonces podemos construir
conclusiones sobre ellos para llegar a nuestra meta final.

Razonamiento indirecto Con frecuencia es apropiado atacar en forma indirecta un problema.
En el uso de la demostracion por contradiccion para demostrar que P implica Q, suponemos
que P es cierta y Q es falsa y tratamos de ver por qué esto no puede suceder. De alguna
manera, tenemos que utilizar esta informacion y llegar a una contradiccion de lo que sabe-
mos que es verdadero.

Induccion matematica En la demostracién de proposiciones que involucran un entero
positivo n, es frecuentemente Util usar el siguiente principio.

Principio de induccién matematica Sea S, una proposicion acerca del entero positivo 7.
Supongamos que

1. §, es verdadera.

2. S 1 €S verdadera cuando S . €s verdadera.

Entonces S es verdadera para todos los enteros positivos .

Esto es razonable porque, dado que S, es verdadera, se deduce de la condicion 2 (con
k= 1) que la §, es verdadera. Luego, utilizando la condicion 2 con k = 2, vemos que S, es
verdadera. Una vez mds, con la condicion 2, esta vez con k = 3, tenemos que S, es verda-
dera. Este procedimiento puede seguirse indefinidamente.

En el paso 2 se ided un plan. Para llevar a cabo ese plan tenemos que verificar cada etapa
de éste y escribir los detalles que demuestran que cada etapa es correcta.

Después de haber completado nuestra solucién, es conveniente revisarla, en parte para ver
si no se han cometido errores en la solucién y en parte para ver si podemos pensar una
manera mas fécil de resolver el problema. Otra razén para mirar hacia atrds es familiarizar-
nos con el método de solucidn, lo que puede ser ttil para resolver un problema en el futuro.
Descartes dijo: “Cada problema que resolvi se convirtié en una regla que sirvié después
para resolver otros problemas.”

Estos principios de la resolucién de problemas se ilustran en los siguientes ejemplos.
Intente resolverlos antes de mirar las soluciones. Consulte estos principios de resolucién de
problemas si se queda atascado. Usted puede encontrar titil referirse a esta seccién de vez
en cuando al resolver los ejercicios en los restantes capitulos de este libro.



Comprenda el problema

Dibuje un diagrama

FIGURA 1

Relacione los datos con las incognitas

Introduzca algo extra

Relacione con algo conocido

REINE] Exprese la hipotenusa / de un tridngulo rectdngulo con un drea de 25 m? en
funcién de su perimetro P.

SOLUCION Primero clasifique la informacién mediante la identificacién de la incégnita y
los datos:

Incognita: hipotenusa h

Datos: perimetro P, area de 25 m?

Dibujar un diagrama como el de la figura 1 puede ser de gran ayuda.

a

Para establecer la relacion entre las incdgnitas y los datos, introduzca dos variables
adicionales a y b, que representan las longitudes de los otros dos lados del tridngulo. Esto
nos permite expresar la condicion dada, y es que, dado que el tridngulo es rectangulo, por
el teorema de Pitdgoras:

W =a+ b

El resto de relaciones entre las variables se obtienen al escribir las expresiones para el drea
y el perimetro:

25 = jab P=a+b+h

Ya que P estd dado, ahora tenemos tres ecuaciones con tres incégnitas a, b 'y h:

m h?> =a® + b*
(2] 25 =1lab
(3] P=a+b+h

A pesar de que tiene el nimero correcto de ecuaciones, no son ficiles de resolver en
una forma sencilla. Pero si usamos la estrategia de resolucién de problemas tratando

de reconocer algo conocido, entonces podemos resolver estas ecuaciones por un método
mds facil. Observe el lado derecho de las ecuaciones 1, 2 y 3. ;Estas expresiones le
recuerdan algo familiar? Tenga en cuenta que contienen los ingredientes de una férmula
conocida:

(a + b)*=a*+ 2ab + b
Con esta idea, expresamos (a + b)* de dos maneras. De las ecuaciones 1 y 2 tenemos
(a + by = (a®> + b*) + 2ab = h* + 4(25)
De la ecuacién 3 tenemos

(a+byP=(P—h?=P —2Ph+ I

Asi h* + 100 = P*> — 2Ph + h*
2Ph = P* — 100
P> — 100
h=——""
2P
Esta es la expresion requerida para i en funcién de P. [ |

17



Como se ilustra en el siguiente ejemplo, a menudo es necesario utilizar el principio de
la resolucién de problemas, de separar en casos cuando se trata de valores absolutos.

Resuelva la desigualdad [x — 3| + |x + 2| < 11.

SOLUCION Recuerde la definicién de valor absoluto:

X six=0
|x|= —x six<O0

{x—S six—3=0

De esta definicion, se sigue que: |x = 3| = =3 si 3 <0
—(x — Y —

x—3 six=3
—x+3 six<3

. x+2 six+2=0
Del mismo modo |x + 2| =

—(x+2) six+2<0

_jx+2 six= -2
—x — 2 six < —2

[;1 Establezca casos Estas expresiones muestran que es necesario considerar tres casos:
x< =2 —2=x<3 x=3
CASO | Six < —2, tenemos

|x =3+ |x+2] <11
—x+3-x—-2<11
—2x <10

x> =5
CASO Il Si —2 = x < 3, la desigualdad dada se convierte en

—x+3+x+2<I11

5<11 (siempre verdadera)

CASO Il Six = 3, la desigualdad se convierte en

x—3+x+2<I11
2x < 12

x<6

De la combinacién de los casos I, II y III, vemos que se cumple con la desigualdad
cuando —5 < x < 6. Asi que la solucién es el intervalo (—35, 6). [ |




En el ejemplo siguiente, suponga primero una respuesta revisando los casos particulares y
buscando una pauta. A continuacién, demuestre su conjetura por induccién matemadtica.
Usando el principio de induccién matemdtica, seguimos tres pasos:

Paso 1 Demuestre que S es verdadera cuandon = 1.

Paso2 Suponga que S es verdadera cuando n = k'y deduzca que S, es verdadera cuando
n=k+ 1.

Paso3 Concluya que S es verdadera para toda n por el principio de induccién
matemadtica.

HEHNEN Sifo(x) = x/(x + 1)y fur1 = foof, para n=20,1,2,...,encuentre una
férmula para f (x).

[id] Analogia: intente un problema semejante SOLUCION Empezamos por encontrar férmulas para /f,(x) para los casos particulares

més sencillo n=1,2y3.
Fix) = (f o f) () = fol fo(x)) =fo(x j 1)
X X
o x+1 _ox+1 X
T Co2x+ 1 2+ 1
+
X+ 1 x+ 1
£ = (foe )@ = filH) =fo< T 1>
X X
_ 2x + 1 _ 2x+1 X
- x4+l 3x+1
+1
2x + 1 2x + 1
F(x) = (fy o ) () = fil o)) =f°< 3x):- 1)
X X
[iZ] Busque un patron = xrl = > -
x 4x + 1 4x + 1
3x+ 1 3x+1

Nos damos cuenta de un patrén: el coeficiente de x en el denominador de f(x) es
n + 1 en los tres casos que hemos calculado. Asi que hacemos la suposicioén de que,
en general,

(4] filx) = -

(n+ Dx+1

Para probar esto, utilizamos el principio de induccién matematica. Ya hemos
comprobado que es verdadera para n = 1. Supongamos que es verdadera
para n = k, es decir,

X

T R




Entonces finr() = (fo o f @) = fi( i) :ﬁ)<m>
X X
 (k+Dx+1 (k+Dx+1 X
I o N
(k+ Dx+1 (k + Dx + 1

Esta expresion demuestra que | 4 | es verdadera para n = k + 1. Por tanto, por induccién
matematica, es verdadera para todo entero positivo 7. [ |

1. Uno de los catetos de un tridngulo rectangulo tiene una longitud de 4 cm. Exprese la longitud

de la altura perpendicular a la hipotenusa en funcién de la longitud de esta tdltima.

2. La altura perpendicular a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es 12 cm. Exprese la longi-
tud de la hipotenusa en funcién del perimetro.

2x— 1| = |x+5|=3.

Resuelva la ecuacién
Resuelva la desigualdad |x — 1| — |x — 3| = 5.

Trace la gréfica de la funcién f(x) = |x* — 4|x| + 3.
Trace la grifica de la funcién g(x) = |x* — 1| — |x* — 4.

Dibuje la grafica de la ecuacién x + |x| =y + |y].

o N o o & w

Dibuje la region en el plano formado por todos los puntos (x, y) tales que
lx =y + |x| = [y[ =2
9. La notacién max{a, b,...} significa el mayor de los nimeros a, b,... Dibuje la gréfica de cada
funcion.
a) f(x) = max{x, 1/x} b) f(x) = méx{senx, cos x} c) f(x) = max{x* 2 + x,2 — x}

10. Dibuje la region en el plano definido por cada una de las siguientes ecuaciones o desigual-
dades.

a) max{x,2y} =1 b) —1 < max{x,2y} <1 ¢) méax{x,y?} =1

11. Evalue (log,3) (log,4)(log,5) - - - (log, 32).

12. a) Demuestre que la funcién f(x) = ln(x + Vx2 + 1) es una funcién impar.
b) Encuentre la funcién inversa de f.

13. Resuelva la desigualdad In(x* — 2x — 2) <0

14. Use un razonamiento indirecto para probar que log,5 es un niimero irracional.

15. Un conductor emprende un viaje. Durante la primera mitad del trayecto conduce a un ritmo
lento de 30 mi/h; en la segunda mitad conduce a 60 mi/h. ;Cudl es su rapidez promedio
durante este viaje?

16. (Es verdad que fo(g + h) = fog + foh?

17. Demuestre que si n es un entero positivo, entonces 7* — 1 es divisible entre 6.

18. Demuestreque | + 3 +5 +---+ 2n — 1) = n’

19. Sify(x) = x>y [, (x) = f(f(x) paran = 0, 1, 2,..., encuentre una férmula para f,(x).

20. a) Sify(x) = 2; yfar1 =foofu paran =0,1,2,..., encuentre una expresion para f (x)

—x
y utilice induccién matemadtica para demostrarla.

]
1<

b) Grafique f,, f,, ., f,, en la misma pantalla y describa los efectos de la composicién de
repetida.

@ Se requiere calculadora graficadora o computadora



Limites y derivadas

© 1986 Peticolas / Megna, Fundamental Photographs, NYC

En Un previo de Cdlculo (pagina 1) hemos visto como la idea de limite sustenta las distintas ramas
del Célculo. Por tanto, es apropiado comenzar nuestro estudio de éste investigando los limites y sus
propiedades. El tipo especial de limite que se usa para encontrar rectas tangentes y velocidades da
lugar a la idea central del Calculo Diferencial, la Derivada.
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82 CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

m Problemas de la tangente y la velocidad

En esta seccién se verd como surgen los limites cuando tratamos de encontrar la recta
tangente a una curva o la velocidad de un objeto.

N El problema de la tangente

La palabra rangente se deriva de la voz latina tangens, que significa “tocar”. Asi, una tan-
gente a una curva es una recta que toca la curva. En otras palabras, una recta tangente debe
tener la misma direccién que la curva en el punto de contacto, pero, ;como puede preci-
sarse esta idea?

Para una circunferencia podemos simplemente seguir la idea de Euclides y decir
que la tangente es una recta que interseca la circunferencia una y sélo una vez, como
se ve en la figura la). Para curvas mas complicadas esta definicién es inadecuada. La
figura 1b) muestra dos rectas [ y ¢ que pasan por un punto P en una curva C. La recta
[ cruza C sélo una vez, pero ciertamente no es la idea que tenemos de lo que es una tan-
gente. La recta ¢, por otro lado, se parece mds a una tangente, pero interseca a C dos
veces.

Para ser mas especificos, intentaremos resolver el problema de encontrar una recta ¢
tangente a la pardbola y = x? en el siguiente ejemplo.

m 240N Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la pardbola y = x* en el
punto (1, 1).

b) SOLUCION Podremos encontrar la ecuacién de la recta tangente ¢ tan pronto como
FIGURA 1 conozcamos su pendiente m. La dificultad es que sélo conocemos un punto P sobre f,
y para calcular la pendiente se necesitan dos puntos. Sin embargo, observamos que
podemos calcular una aproximacién a m eligiendo un punto cercano Q(x, x*) sobre la

Y , pardbola (como en la figura 2) y calculando la pendiente mp, de la recta secante PQ.
Qlx. x*)f/t [Una recta secante, de la palabra latina secans, que significa cortar, es una recta que
interseca (corta) una curva mas de una vez.]
y=x P, 1) Elegimos x # 1 de manera que Q # P. Entonces
2
- x-—1
0 X Mpp =
x—1
FIGURA 2 Por ejemplo, para el punto Q(1.5, 2.25), tenemos
225 -1 1.25
Mpg = = =25
T 15-1 05
X mpg Las tablas en el margen muestran los valores de mpo para varios valores de x cercanos a 1.
) 3 Cuanto mads cerca estd Q de P, la x es mds cercana a 1 y, de las tablas, mpo estd mds cerca
15 25 de 2. Esto sugiere que la pendiente de la recta tangente ¢ debe ser m = 2.
1.1 21 Decimos que la pendiente de la recta tangente es el /imite de las pendientes de las rectas
1.01 2.01 secantes, y esto lo expresamos simbdlicamente escribiendo
1.001 2.001
It Pl P
im mpyp = m im——— =
X Mpo [ re Y =1 x—1
0 1 Suponiendo que la pendiente de la recta tangente finalmente es 2, se utiliza la ecuacién
05 L5 de la recta en la forma punto-pendiente (véase apéndice B) para escribir la ecuacién de la
09 1.9 recta tangente en (1, 1) como
0.99 1.99
0.999 1.999 .
y—1=2x—-1) o bien y=2x—1
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En Visual 2.1 puede ver cémo funciona
el proceso en la figura 3 para funciones adicio-

nales.

! Q
0.00 100.00
0.02 81.87
0.04 67.03
0.06 54.88
0.08 44.93
0.10 36.76
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La figura 3 muestra el proceso de limite que se presenta en este ejemplo. Cuando Q se
aproxima a P a lo largo de la pardbola, las correspondientes rectas secantes giran alrededor
de Py se aproximan a la recta tangente 7.

y y
t t
0
Q
P, P
0 X 0 X
Q se aproxima a P por la derecha
y y
t t
P P
< 0
0 x / X

Q se aproxima a P por la izquierda
|

Muchas de las funciones que se producen en la ciencia no estdn descritas por ecuaciones
explicitas, sino que estdn definidas por datos experimentales. El siguiente ejemplo muestra
cOmo estimar la pendiente de la recta tangente a la gréfica de este tipo de funciones.

m La unidad de destello (flash) de una camara funciona mediante el
almacenamiento de carga en un condensador y su liberacion repentina cuando el flash se
activa. Los datos de la tabla describen la carga Q restante en el condensador (medida en
microcoulombs) en el tiempo ¢ (medido en segundos después de que el flash se dispara).
Utilice los datos para dibujar la gréfica de esta funcién y estime la pendiente de la recta
tangente en el punto donde ¢ = 0.04. [Nota: la pendiente de la recta tangente repre-
senta la corriente eléctrica (medida en microamperios) que fluye desde el condensador
a la lampara del flash.]

SOLUCION En la figura 4 se grafican los datos dados y se usan para trazar una curva que
se aproxima a la grafica de la funcién.

O£ (microcoulombs)
100
90 \
80 A
70 P
60 \
50 B C \\\
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 t (segundos)
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R Mpg
(0.00, 100.00) —824.25
(0.02, 81.87) —742.00
(0.06, 54.88) —607.50
(0.08, 44.93) —552.50
(0.10, 36.76) —504.50

El significado fisico de la respuesta en el
ejemplo 2 es que la corriente eléctrica

que fluye desde el condensador a la l[dmpara
de flash, después de 0.04 segundos, es de unos

—670 microamperios.

La Torre CN en Toronto fue el edificio
autoestable méas alto en el mundo durante

32 afos.

Dados los puntos P(0.04, 67.03) y R(0.00, 100.00) en la grifica, nos encontramos con
que la pendiente de la recta secante PR es

100.00 — 67.03
mpg = m = —824.25

La tabla de la izquierda muestra los resultados de célculos similares para las pendientes de
otras rectas secantes. De esta tabla se esperaria que la pendiente de la recta tangente en
t = 0.04 se encuentre en algtn valor entre —742 y —607.5. De hecho, el promedio de las
pendientes de las dos rectas secantes mas proximas es

1(=742 — 607.5) = —674.75

Asi, por este método, estimamos la pendiente de la recta tangente como —675.

Otro método consiste en elaborar una aproximacion a la tangente en Py medir los lados
del tridngulo ABC, como en la figura 4. Esto da una estimacion de la pendiente de la recta
tangente como

_lAB| _ 804-s36
|BC| 0.06 — 0.02 —

N El problema de la velocidad

Si usted mira el velocimetro de un automdvil mientras viaja en el trafico de la ciudad, se
ve que la aguja no se queda quieta por mucho tiempo, es decir, la velocidad del automévil
no es constante. Suponemos, al ver el velocimetro, que el coche tiene una velocidad deter-
minada en cada instante, pero, ;cdmo se define la velocidad “instantdnea”? Vamos a inves-
tigar el ejemplo de la caida de una pelota.

m 22000 %] Supongamos que una pelota se deja caer desde la plataforma superior
de observacion de la Torre CN en Toronto, a 450 m sobre el suelo. Encuentre la
velocidad de la pelota después de 5 segundos.

SOLUCION Por medio de experimentos llevados a cabo hace cuatro siglos, Galileo
descubri6 que la distancia que recorre cualquier cuerpo en caida libre es proporcional

al cuadrado del tiempo que ha estado cayendo. (Este modelo de caida libre no considera
la resistencia del aire.) Si la distancia de caida después de ¢ segundos se denota por s(f)
y se mide en metros, entonces la ley de Galileo se expresa por la ecuacién

s(t) = 4.9¢*

La dificultad para encontrar la velocidad después de 5s es que se trata de un solo instante
de tiempo (¢ = 5), por lo que no contamos con un intervalo de tiempo. Sin embargo,
podemos aproximar la cantidad deseada mediante el cdlculo de la velocidad promedio en
el breve intervalo de tiempo de una décima de segundo, desde r = 5 hasta t = 5.1:

cambio en la posicién

velocidad promedio = —; -
tiempo transcurrido

s(5.1) — s(5)
0.1
4.9(5.17 — 4.9(5

= o1 = 49.49m/s




FIGURA 5
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La siguiente tabla muestra los resultados de célculos similares de la velocidad promedio
durante periodos cada vez mds pequefos.

Intervalo de tiempo | Velocidad promedio (m/s)
5<t<6 53.9
S5=str=>5.1 49.49
5<t<5.05 49.245
5<tr<5.01 49.049
5<t=<5.001 49.0049

Parece que, a medida que acorta el periodo, la velocidad promedio es cada vez mas
cercana a 49 m/s. La velocidad instantanea cuando ¢ = 5 se define como el valor limite
de estas velocidades promedio, durante periodos cada vez mds cortos que comienzan en
t = 5. Asi, la velocidad (instantdnea) después de 5s es

v=49m/s [ |

Usted puede sospechar (y no estd equivocado) que los célculos utilizados en la solucién
de este problema son muy similares a los utilizados anteriormente en esta seccién para
encontrar tangentes. De hecho, hay una estrecha conexién entre el problema de obtener
la tangente y aquel de encontrar la velocidad. Si dibujamos la grafica de la funcién
de la distancia recorrida por la pelota (como en la figura 5) y consideramos los puntos
P(a, 49a4*) y Q(a + h, 4.9(a + h)*) sobre la grifica, entonces la pendiente de la recta
secante PQ es

49 + h)? — 49a°
(a+h) —a

Mmpo

que es la misma que la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, a + h]. Por
tanto, la velocidad en el instante # = a (el limite de las velocidades promedio cuando
h tiende a 0) debe ser igual a la pendiente de la recta tangente en P (el limite de las
pendientes de las rectas secantes).

s=4.9¢ s=4.9¢°

0

pendiente de
la recta secante

= velocidad promedio pendiente de la recta tangente

P P = velocidad instantdnea

0 a a+th t 0 a t

Los ejemplos 1 y 3 muestran que, para resolver los problemas de la tangente y la velo-
cidad, debe ser capaz de calcular limites. Después de estudiar los métodos para calcular
limites en las siguientes cinco secciones, regresaremos a estos problemas de encontrar
tangentes y velocidades en la seccién 2.7.
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m Ejercicios

1. Un tanque contiene 1000 galones de agua que se drenan por la
parte inferior del tanque en media hora. Los valores de la
tabla muestran el volumen V de agua que queda en el tanque
(en galones) después de ¢ minutos.

¢ (min) 5 10 15 20 25 30

V (gal) 694 444 250 111 28 0

a) Si P es el punto (15, 250) sobre la gréifica de V, encuentre
las pendientes de las rectas secantes PQ cuando Q es el
punto sobre la grifica con t = 5, 10, 20, 25 y 30.

b) Estime la pendiente de la recta tangente en P por medio
del promedio de las pendientes de dos rectas secantes.

c) Utilice una grafica de la funcién para estimar la pendiente
de la recta tangente en P. (Esta pendiente representa la
rapidez a la que fluye el agua del tanque después de 15
minutos.)

2. Un monitor se utiliza para medir la frecuencia cardiaca de un
paciente después de una cirugia. El aparato compila el nimero
de latidos del corazén después de  minutos y se registran en
una tabla. Cuando los datos de la tabla se representan grafica-
mente, la pendiente de la recta tangente representa la frecuen-
cia cardiaca en latidos por minuto.

t(min) 36 38 40 42 44

Latidos del corazon | 2530 | 2661 | 2806 | 2948 | 3080

El monitor estima este valor calculando la pendiente de una
recta secante. Utilice los datos para estimar el ritmo cardiaco
del paciente después de 42 minutos, utilizando la recta secante
entre los puntos con los valores dados de z.

a)t=36 y t=42 b) t=38 y t=42
c)t=40 y t=42 d r=42 y t=44

(Cudles son sus conclusiones?

3. El punto P(2, —1) se encuentra en la curvay = 1/(1 — x)
a) Si Qesel punto (x, 1/(1 — x)), utilice la calculadora para
hallar la pendiente de la recta secante PQ (con una precision
de seis decimales) para los siguientes valores de x:
i) 1.5 ii) 1.9 iii) 1.99 iv) 1.999
v) 2.5 vi) 2.1 vii) 2.01 viii) 2.001
b) Utilice los resultados del inciso a), para intuir el valor de la
pendiente de la recta tangente a la curva en P(2, —1).
¢) Utilizando la pendiente del inciso b), obtenga la ecuacién de
la recta tangente a la curva en P(2, —1).

4. El punto P(0.5, 0) se encuentra sobre la curva y = cos mx.
a) Si Q es el punto (x, cos 7x), utilice la calculadora para
hallar la pendiente de la secante PQ (con una precision de
seis decimales) para los siguientes valores de x:
i) 0 ii) 0.4 iii) 0.49 iv) 0.499
v) 1 vi) 0.6 vii) 0.51 viii) 0.501
b) Utilice los resultados del inciso a), para intuir el valor de la
pendiente de la recta tangente a la curva en P(0.5, 0).

Se requiere calculadora graficadora o computadora

¢) Utilice la pendiente del inciso b), para hallar la ecuacién de
la recta tangente a la curva en P(0.5, 0).

d) Dibuje la curva, dos de las rectas secantes y la recta
tangente.

. Si se lanza una pelota al aire con una velocidad de 40 pies/s,

su altura en pies después de ¢ segundos estd dada por
y =40t — 16¢%
a) Encuentre la velocidad promedio para el periodo que
comienza cuando ¢ = 2 y permanece
i) 0.5 segundos ii) 0.1 segundos

iii) 0.05 segundos iv) 0.01 segundos

b) Estime la velocidad instantanea cuando r = 2.

. Si una piedra se lanza hacia arriba en el planeta Marte a una

velocidad de 10m/s, su altura en metros ¢ segundos después
estd dada por y = 10r — 1.86¢%
a) Encuentre la velocidad promedio en los intervalos de tiempo
dados:
i) [1,2] i) [1,1.5]
iv) [1, 1.01] v) [1,1.001]

b) Estime la velocidad instantanea cuando t = 1.

iii) [1, 1.1]

. La tabla muestra la posicién de un ciclista.

t (segundos) 0 1 2 3 4 5

s (metros) 0 1.4 5.1 10.7 17.7 25.8

a) Encuentre la velocidad promedio para cada
periodo:
i) [1,3] i) [2, 3] i) [3, 5] iv) [3, 4]

b) Utilice la grafica de s en funcién de ¢ para estimar la
velocidad instantdnea cuando ¢ = 3.

. El desplazamiento (en centimetros) de una particula que

se mueve hacia adelante y hacia atrés a lo largo de una

linea recta estd dado por la ecuacién de movimiento

s = 2 sen 7t + 3 cos 7rt, donde ¢ se mide en segundos.

a) Encuentre la velocidad promedio durante cada
periodo:

i [1,2] i) [1, 1.1]
iii) [1, 1.01] iv) [1, 1.001]

b) Estime la velocidad instantdnea de la particula cuando
t=1

. El punto P(1, 0) se encuentra sobre la curva y = sen(107/x).

a) Si Q es el punto (x, sen(107/x)), halle la pendiente de la
recta secante PQ (con una precisién de cuatro decimales)
parax =2,1.5,1.4,13,12,1.1,0.5,0.6,0.7,0.8 y 0.9.
(Las pendientes parecen estar acercandose a un limite?

b) Utilice la grafica de la curva para explicar por qué las
pendientes de las rectas secantes en el inciso a) no estdn
cercanas a la pendiente de la recta tangente en P.

c¢) Eligiendo rectas secantes apropiadas, estime la pendiente de
la recta tangente en P.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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fx)
se aproxima
a4.

y=x*—x+2

FIGURA 1

X

.

Cuando x se aproxima a 2,

En la seccién anterior vimos cémo surgen los limites cuando queremos encontrar la recta
tangente a una curva o la velocidad de un objeto; ahora dirigimos nuestra atencién a los
limites en general y los métodos numéricos y graficos para calcularlos.

Vamos a investigar el comportamiento de la funcién f definida por f(x) = x> — x + 2
para valores de x cercanos a 2. La siguiente tabla muestra los valores de f(x) para valores
de x cercanos a 2, pero no iguales a 2.

X f (x) X f (x)
1.0 2.000000 3.0 8.000000
15 2.750000 25 5.750000
1.8 3.440000 22 4.640000
1.9 3.710000 2.1 4310000
1.95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 201 4.030100
1.995 3.985025 2.005 4.015025
1.999 3.997001 2.001 4.003001

De la tabla y la gréfica de f (una pardbola) que se muestra en la figura 1, vemos que
cuando x se aproxima a 2 (por ambos lados de 2), f(x) se aproxima a 4. De hecho, parece
que podemos hacer que los valores de f(x) estén tan cerca de 4 como queramos, tomando
x suficientemente cercano a 2. Esto lo expresamos diciendo que “el limite de la funcién
f(x) = x* — x + 2 cuando x tiende a 2 es igual a 4”. La notacion para esto es

h’tr;(xz—x+2)=4

En general, usamos la siguiente notacion.

E] Definicion Supongamos que f(x) estd definida cuando x esta cerca del nimero a.
(Esto significa que festd definida en algun intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente en a misma.) Entonces escribimos

lim f(x) = L
y decimos que “el limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L”
si podemos hacer que los valores de f(x) estén arbitrariamente cercanos a L (tan cer-

canos a L como queramos), tomando valores de x suficientemente cerca de a (por ambos
lados de a), pero no iguales a a.

En términos generales, esto quiere decir que los valores de f(x) se aproximan a L
cuando x tiende a a. En otras palabras, los valores de f(x) tienden a estar mas y mas cerca
del nimero L cuando x se acerca cada vez mas al nimero a (de ambos lados de a), pero
x # a. (En la seccion 2.4 se dard una definicién mds precisa.)

Una notacién alternativa para

lim f(x) = L
es fx)—L cuando xX—a

que suele leerse “f(x) tiende a L cuando x tiende a a”.
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Note la frase “pero x # a” en la definicién de limite. Esto significa que al encontrar el
limite de f(x) cuando x se aproxima a a, no se considera x = a. De hecho, f(x) no necesita
estar definida cuando x = a. Lo tnico que importa es como se define f cerca de a.

La figura 2 muestra las gréficas de tres funciones. Observe que en el inciso c¢), f(a) no
estd definida y, en el inciso b), f(a) # L. Sin embargo, en cada caso, independientemente
de lo que sucede en a, es cierto que lim, ., f(x) = L.

a)

b) )

FIGURA 2 Iim f(x)= L en los tres casos

x—a

x<1 f(x)

0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025
x> 1 f(x)

1.5 0.400000
1.1 0.476190
1.01 0.497512
1.001 0.499750
1.0001 0.499975

-1
W Conjeture el valor de lim xz—_l

x—1 X

SOLUCION Observe que la funcién f(x) = (x — 1)/(x> — 1) no estd definida cuando
x = 1, pero eso no importa, porque la definicién de lim, ., f(x) dice que se consideran
los valores de x que estdn cerca de a, pero no iguales a a.

Las tablas de la izquierda dan valores de f(x) (con una precision de seis decimales) para
valores de x que tienden a 1 (pero no iguales a 1). Sobre la base de los valores en las tablas,
hacemos la suposicién de que

x—1

lim —; =0.5 [
x—1x”— 1

El ejemplo 1 se ilustra en la gréfica de f, en la figura 3. Ahora vamos a cambiar un poco
£, dandole el valor de 2 cuando x = 1 y llamando g a la funcién obtenida:

x—1

T six#1
gy =41* ~ 1
2 six=1

Esta nueva funcién g conserva el mismo limite cuando x tiende a 1. (Véase la figura 4.)

y y
2T °
_x—1
Y=o y=g(x)
05+ ———=— 0.5+ ——— =
| |
! | ! l
0 ] X 0 ] X

FIGURA 3 FIGURA 4
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t 71‘2
+0.0005 0.16800
+0.0001 0.20000
+0.00005 0.00000
+0.00001 0.00000

www.stewartcalculus.com

Para una mayor explicacién de por qué las
calculadoras, a veces, dan valores falsos, haga
clic en Lies My Calculator and Computer Told
Me. En particular, véase la seccion llamada The

Perils of Subtraction.
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Ji2+9 =3

tZ

FFETI0FN Estime el valor de lim
t—0

SOLUCION La tabla enlista los valores de la funcién para varios valores de ¢ cercanos a 0.

JiE+9 -3

t 7),‘2
+1.0 0.16228
+0.5 0.16553
+0.1 0.16662
+0.05 0.16666
+0.01 0.16667

A medida que 7 se acerca a 0, los valores de la funcién parecen acercarse a 0.1666666.. .,
asi que suponemos que

CJrP¥9 -3 1
lim ~———— = — -
t—0 1 6

En el ejemplo 2, ;qué habria sucedido si hubiéramos tomado valores atin mds pequeiios
de #? La tabla en el margen muestra los resultados de una calculadora; sin duda, jalgo
extrafio parece estar sucediendo!

Si trata de obtener estos calculos en su propia calculadora podria obtener valores diferen-
tes, pero al final obtendrd el valor O si hace ¢ suficientemente pequefia. ;Significa esto
que la respuesta es realmente 0, en lugar de %? No, el valor del limite es % como se demuestra
en la siguiente seccion. El problema es que la calculadora dio valores falsos porque

V/1? + 9 estd muy cerca de 3 cuando 7 es pequefia. (De hecho, cuando 7 es suficientemen-
te pequeiia, una calculadora da el valor de 3.000 para /t> + 9... para tantos digitos como

la calculadora sea capaz de aceptar.)
Algo similar sucede cuando tratamos de graficar la funcién

2 —
fp=YEFr2 73
t

del ejemplo 2, en una calculadora graficadora o computadora. Los incisos a) y b) de la
figura 5 muestran gréficas bastante precisas de f, y cuando se utiliza el modo frace (si estd
disponible) puede estimarse ficilmente que el limite es cercano a % Pero si nos acercamos
demasiado, como en los incisos c) y d), entonces obtenemos gréficas incorrectas, de nuevo
debido a problemas con la sustraccion.

0.2 0.2 J
0.1 0.1
a) [-5, 5] por [—0.1, 0.3] b) [<0.1, 0.1] por [—0.1, 0.3] ¢) [-107%,10"%] por [—0.1, 0.3] d) [-1077,107"] por [—0.1, 0.3]

FIGURA 5
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. senx
I EZETENE] Obtenga el valor de Iim .

x—0 X

SOLUCION La funcién f(x) = (sen x)/x no esté definida cuando x = 0. Usando una
calculadora (y recordando que, si x € R, sen x significa el seno del angulo x medido
en radianes) podemos elaborar una tabla de valores con una precisién de hasta ocho
decimales. De la tabla a la izquierda y la gréfica en la figura 6 suponemos que

senx
lim =
x—0 X
N sen x
X De hecho, esta conjetura es correcta como se demostrard en el capitulo 3 utilizando un
1.0 0.84147098 argumento geomeétrico.
*0.5 0.95885108
*04 0.97354586
*0.3 0.98506736
*0.2 0.99334665 y
*0.1 0.99833417 1 y= sen x
*0.05 0.99958339 X
+0.01 0.99998333 /\
*0.005 0.99999583
*0.001 0.99999983 ‘ ‘
-1 0 1 x
FIGURA 6 —
Informatica de sistemas algebraicos . . T
Los sistemas algebraicos computarizados m Investigue )lrl—r>r(l) sen x

(SAC) tienen comandos que calculan limites.
Afin de evitar los tipos de trampas

como las de los ejemplos 2, 4 y 5, no calculan
limites a partir de la experimentacién numérica.

SOLUCION Una vez mas la funcién f(x) = sen(7/x) no estd definida en 0. Evaluando la
funcién para algunos valores pequefios de x, obtenemos

En su lugar, utilizan técnicas mds sofisticadas 1) = _ 1y _ _

: ' =senwm =0 5)=sen2m =0
como el calculo de series infinitas. Si usted f( ) f( )
tiene acceso a un SAC, utilice los comandos 1 _ o 1y _ .
para limites a fin de estimar los limites de los f(3) sen3m =0 f(4) sendar =0
ejemplos de esta seccion y revisar sus - - - -
respuestas en los ejercicios de este capitulo. f(0.1) = sen 107 = 0 f(0.01) = sen 1007 = 0

Del mismo modo, f(0.001) = £(0.0001) = 0. Sobre la base de esta informacién
podriamos estar tentados a suponer que

) T
limsen— =0
x—0 X

[@) pero esta vez nuestra suposicién es errénea. Tenga en cuenta que, aunque f(1/n) =

sen n = 0 para cualquier entero n, también es cierto que f(x) = 1 para muchos valores
de x cercanos a 0. Esto puede verse en la gréfica de f que se muestra en la figura 7.

=

y = sen(7/x)

—

S
t
—_
=

FIGURA 7



5 cos 5x
* * 710000
1 1.000028
0.5 0.124920
0.1 0.001088
0.05 0.000222
0.01 0.000101
5 cos 5x
X X
10000
0.005 0.00010009
0.001 0.00010000
y
1
’
FIGURA 8

La funcion de Heaviside
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Las lineas punteadas, cerca del eje y indican que los valores del sen(7/x) oscilan
infinitamente entre 1 y —1 cuando x tiende a 0. (Véase el ejercicio 45.)
Ya que los valores de f(x) no se acercan a un nimero fijo cuando x tiende a 0,

. m .
limsen— no existe [ |
x—0 X

m Encuentre el lim | x* + €08 Sx.
x—0 10000 J°

SOLUCION Como antes, elaboramos una tabla de valores. De la primera tabla en el
margen parece que

lim [ x* + cosSx ) 0
x—0 10000

Pero si perseveramos con valores mds pequefios de x, la segunda tabla sugiere que

; 3 cos 5x
lim| x* + ———] = 0.000100 =

x>0 10000 10000

Mais adelante veremos que lim. ., cos 5x = 1; entonces deduciremos que el limite
es 0.0001. ||

Los ejemplos 4 y 5 ilustran algunos de los riesgos al intentar conjeturar el valor de un
limite. Es facil caer en el valor incorrecto si utilizamos valores inadecuados de x, pero es
dificil saber cuando dejar de calcular valores. Y, como muestra la discusién después del
ejemplo 2, a veces las calculadoras y las computadoras dan valores incorrectos. En la
siguiente seccion, sin embargo, vamos a desarrollar métodos infalibles para el célculo de
limites.

m 400N La funcion de Heaviside H se define por

H) — 0 sit<O0
1 sit=0

[Esta funcion lleva el nombre del ingeniero eléctrico Oliver Heaviside (1850-1925) y se
utiliza para describir una corriente eléctrica en un circuito en el tiempo ¢ = 0.] Su grafica
se muestra en la figura 8.

Cuando ¢ se aproxima a O por la izquierda, H(¢) se aproxima a 0. Conforme ¢ se
aproxima a 0 por la derecha, H(f) se aproxima a 1. No hay un tnico niimero al que

se aproxime H(¢) cuando ¢ se aproxima a 0. Por tanto, lim,_., H(f) no existe. [ |

I Limites laterales

Hemos notado en el ejemplo 6 que H(¢) tiende a 0 cuando ¢ se aproxima a O por la izquierda
y H(¢) tiende a 1 a medida ¢ se aproxima a O por la derecha. Esta situacién se indica sim-
bélicamente escribiendo

h’rgg H(t)=0 y tli% H@i) =1

El simbolo “r — 07" indica que se consideran sé6lo los valores de ¢ que son menores
que 0. De igual modo, “t — 0*” indica que se consideran s6lo los valores de ¢ que son
mayores que 0.



92 CAPITULO 2

FIGURA 9

y

il

3/ﬂ y=g)

14 /\

0 > 3 4 5+
FIGURA 10

LIMITES Y DERIVADAS

[ 2] Definicion Cuando escribimos
Ao =L

estamos diciendo que el limite izquierdo de f(x) cuando x se aproxima a a [o el
limite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda] es igual a L si podemos hacer
que los valores de f(x) se acerquen arbitrariamente a L, tanto como queramos, toman-
do x suficientemente cercanos a a, pero menores que a.

Observe que la definicion 2 difiere de la definicién 1 s6lo en el hecho de que x sea
necesariamente menor que a. Del mismo modo, si se requiere que x sea mayor que a,
se obtiene “el limite de f(x) cuando x tiende a a por la derecha es igual a L” y
escribimos

lim f(x) = L

Asf, el simbolo “x — a*” significa que se consideran s6lo x > a. Estas definiciones se
ilustran en la figura 9.

y y
—
f(x) L L f(x)
0 X — a X 0 a < x X
alim f)=L b)lim f(x)=L

x=a x=at

Al comparar la definicién 1 con las de los limites laterales, vemos que se cumple con
lo siguiente.

@ Iim f(x) =L siysolosi lim f(x)=L 'y lim flx) =1L

x—a x—a

m 2400 La grafica de una funcidén g se muestra en la figura 10. Utilicela para
establecer los valores (si existen) de lo siguiente:

a) h’rg g(x) b) ‘h’rg g(x) ) ll'rg g(x)
d) 11’13 g(x) e) ll’rgl+ g(x) f) lfng g(x)

SOLUCION En la grafica vemos que los valores de g(x) tienden a 3 conforme x tiende a 2
por la izquierda, pero se acercan a 1 a medida x tiende a 2 por la derecha. Por tanto,

a) 1fr¥ gx)=3 'y b 11’rr21+ glx) =1

¢) Dado que los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes, llegamos a la
conclusion de [3] que 1lim,—, g(x) no existe.

La grafica también muestra que

d) h’r?i gx)=2 'y e 11’r151+ glx) =2
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f) Esta vez los limites por la izquierda y por la derecha son los mismos, asi que, por ,
tenemos

lim g(x) = 2

x—5
A pesar de esto, observe que g(5) # 2 [

I Limites infinitos

1
22 HOES Encuentre liné — si existe.
x—0 X
SOLUCION Conforme x se acerca a 0, x> también se acerca a 0, y 1/x* se hace muy
grande. (Véase la tabla en el margen.) De hecho, se desprende de la grafica de la funcién
f(x) = 1/x*en la figura 11, que los valores de f(x) pueden ser arbitrariamente grandes,
tomando x lo suficientemente cercano a 0. Asi, los valores de f(x) no se aproximan

a un ndmero, por lo que lim, ., (1/x*) no existe. [ ]

Para indicar el tipo de comportamiento exhibido en el ejemplo 8, se usa la notacién

Esto no quiere decir que estemos considerando a % como un nimero. Tampoco significa

que el limite existe. Simplemente expresa la forma particular en que el limite no existe:

1/x* puede hacerse tan grande como queramos, tomando a x suficientemente cerca de 0.
En general, podemos escribir simbélicamente

lim f(x) = o

X—a

para indicar que los valores de f(x) tienden a ser mds y mds grandes (o “crecen sin
limite”) a medida que x se acerca mas y mas a a.

@ Definicion Sea funa funcién definida por ambos lados de a, excepto posiblemen-
te en la misma a. Entonces

lim f(x) = o

significa que los valores de f(x) pueden ser arbitrariamente grandes (tan grandes como
queramos), tomando x suficientemente cerca de a, pero no igual a a.

Otra notacién para lim,_., f(x) = % es
f(x) > cuando x—a
Una vez mds, el simbolo % no es un ndmero, pero la expresién lim,_., f(x) = o se lee a

menudo como

“el limite de f(x), cuando x tiende a a, es infinito”
o bien “f(x) tiende al infinito cuando x se aproxima a a”

o bien “f(x) crece sin cota cuando x se aproxima a a”.

Esta definicion se ilustra graficamente en la figura 12.
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Cuando decimos que un ndmero es “negativo
muy grande”, lo que queremos decir que es
negativo, pero su magnitud (valor absoluto)

Un tipo similar de limite, para las funciones que se convierten en negativos muy gran-
des conforme x se aproxima a a, se precisa en la definicién 5 y se ilustra en la figura 13.

es grande.
y . .
@ Definicion Sea f definida por ambos lados de a, excepto posiblemente en a
x=a misma. Entonces
/\ lim f(x) = —o
0 a X
y= ) significa que los valores de f(x) pueden ser negativos arbitrariamente grandes, toman-
do x suficientemente cerca de a, pero no igual a a.
FIGURA 13
lim f(x)=—c0 El simbolo lim,_., f(x) = —o puede leerse como “el limite de f(x), cuando x se aproxi-
e ma a a, es infinito negativo” o “f(x) decrece sin limite conforme x tiende a a”. Como
ejemplo tenemos
1
W
x—0 X
Definiciones similares pueden darse a los limites laterales infinitos
lim f(x) = o lim f(x) = o
x—a~ x—at
Iim f(x) = —° lim f(x) = —°
recordando que “x — a significa que se consideran sélo los valores de x que son menores
que a, y del mismo modo “x — a*” significa que se consideran s6lo x > a. En la figura 14,
se ilustran cuatro de estos casos.
y y y y
— |
0 \/ a X 0| a \x 0 a X 0| a X
a) lim_f(x)= oo b) lim_f(x)= o0 o) lim f(x)=—c d) lfm f(x)=—
FIGURA 14

|6 Definicion La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = f(x) si al
menos una de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

lim f(x) = o lim f(x) = lim f(x) =

lim f(x) = — lim f(x) = —o lim flx) = —
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El eje y es una asintota vertical
de la funcién logaritmo natural.
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Por ejemplo, el eje y es una asintota vertical de la curva y = 1/x* debido a que
lim, ¢ (1/x?) = . En la figura 14 la recta x = a es una asintota vertical en cada uno de
los cuatro casos que se muestran. En general, el conocimiento de asintotas verticales es muy
util para dibujar graficas.

. 2x , 2x
m Encuentre 1im y lim .
=3t x —3 T a=3mx—3
SOLUCION Si x tiende a 3 con valores mayores que 3, entonces el denominador x — 3
es un numero positivo muy pequefio y 2x estd muy cerca de 6, asi que el cociente
2x/(x — 3) es un ndmero positivo muy grande. Por tanto, intuitivamente, podemos
ver que
2x

lim = ®
=3t x — 3

Asimismo, si x es cercano a 3, pero con valores menores que 3, entonces x — 3
es un nimero negativo pequefio, pero 2x es atin un nimero positivo (cercano a 6). Asi,
2x/(x — 3) es un ndmero negativo muy grande. Por tanto,

3 2x
Iim = —w
x—=3" x — 3

La grifica de la curva y = 2x/(x — 3) se ilustra en la figura 15. La recta x = 3
es una asintota vertical. [

FFETI0ETE Encuentre las asintotas verticales de f(x) = tan x.

SOLUCION Ya que

hay posibles asintotas verticales donde cos x = 0. De hecho, puesto que cos x — a*
cuando x — (7/2)” y cosx — 0~ a medida que x — (7/2)", mientras sen x es
positivo cuando x esté cerca de /2, tenemos

lim tanx = y lim tanx = —»
x—(m/2)" x—(m/2)*"

Esto muestra que la recta x = 77/2 es una asintota vertical. Un razonamiento similar,
muestra que las rectas x = (2n + 1)7r/2, donde n es un niimero entero, son todas

asintotas verticales de f(x) = tan x. La grifica en la figura 16 confirma esto. |

Otro ejemplo de una funcién cuya grafica tiene una asintota vertical es la funcién
logaritmo natural y = In x. En la figura 17 vemos que

Iim Inx = —

x—0*

y asi, la recta x = 0 (el eje y) es una asintota vertical. De hecho, lo mismo es cierto
para y = log, x siempre que a > 1. (Véanse las figuras 11 y 12 en la seccién 1.6.)
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m Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras cudl es el significado de la d) h(=3) e) lim h(x) f) lim h(x)
ecuacion 0 0t
i 70 = 5 o limh(x) b hO) D lim h(x)
» hQ?2) k) lim A(x) 1) lim A(x)
(Es posible que se cumpla con esta proposicién y que ain o o
f(2) = 3 sea verdadero? Explique. y
2. Explique qué significa decir que Y
ll'rg flx) =3 y _11’1111 fl) =17 /\U
En esta situacién, ;es posible que lim,_; f(x) exista? Explique. /
3. Explique el significado de cada una de las siguientes -4 | 210 2 4 6
proposiciones. ‘ ‘ T ‘ ‘ ‘
a) 11’m2 f(x) = b) lim f(x) = —°
o S 1. Para la funcién g cuya grafica estd dada, establezca el valor de
4. Utilice la grafica de f para establecer el valor de cada cantidad cada una de las siguientes cantidades si existe. Si no, explique
si ésta existe. Si no existe, explique por qué. por qué.
a) lim f(x) b lim f(x) ¢ limf(x) a) lim ¢(7) b) lim g(z) ¢) lim g(?)
xX—> x— x—> t—0" t—> t—>
d) f(2) e) lim f(x) f) f4) d) lim g(1) e) lim g() f) 1im g(1
T g 9(2) h) 1im ¢(7)
-1

5. Para la funcién f cuya grafica estd dada, establezca el valor /
de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe,
explique por qué. y

a) lim f(x) b lim f() o lim f(x)
ot 3 A 8. Para la funcién R cuya grifica se muestra, establezca lo

d) lin} f(x) e) f(3) siguiente.
a) lin% R(x) b) ling R(x)
y X xX—
¢) lim R(x) d) 1lim R(x)
L 14 x— =37 x—-3%
[—

e) Las ecuaciones de las asintotas verticales.

6. Para la funcién & cuya grafica estd dada, establezca el valor N 3 0 b 5 =]
de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe, \ /
explique por qué. \ \ /
a) h’fg, h(x) b) IIIE+ h(x) © 11’1’1;1} h(x) \ \ /

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



9. Para la funcién f cuya gréfica se muestra, establezca lo
siguiente.

@) lim f(x)
d lim () e lim f(x)

f) Las ecuaciones de las asintotas verticales.

b) lim f(x) ¢ lim f(x)

10. Un paciente recibe una inyeccién de 150 mg de un
medicamento cada 4 horas. La grifica muestra la cantidad
f(#) del medicamento en el torrente sanguineo después de
t horas. Encuentre

lim f() y

t—127

Jim £ (1)

y explique el significado de estos limites laterales.

SR
\\\\

11-12 Trace la grafica de cada una de las siguientes funciones y
utilicela para determinar los valores de a para los cuales
lim, ., f(x) existe.

1+x six<-—1

1. f(x) =< x? si —lsx<1
2—x six=1

1 +senx six<O
12. f(x) = { cos x
sen x Si x>

si0s=x=m

¥4 13-14 Utilice la grifica de la funcién f para establecer el valor de

cada uno de los siguientes limites, si es que existen. Si no, explique

por qué.

W lim f(2) b) lim f(x o lim f(x)

x2+x

14. f(x) = 7m

1
B =
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15-18 Trace la gréfica de un ejemplo de una funcién f que cumpla
con todas las condiciones dadas.

15 lim f() = —1, lim f(x) =2, f(0)=1

16. Iim f(x) = 1, lim f(0) = -2, lim f(x) =2,
fO)=—-1, f3) =1

17 lim f(x) =4, lim f(x) =2, lim f(x) =2,
fB) =3, f(=2)=1

18. lim f(x) =2, lim f(x) =0, lim f(x) =3,
lim f(x) =0, f(0)=2, f4) =1

19-22 Conjeture el valor de cada uno de los siguientes limites (si
existen) evaluando la funcién dada en los niimeros propuestos (con
una precision de seis decimales).
. x> —2x
19. }vllgxzfxff
x=125,2.1,2.05,2.01,2.005,2.001,
1.9,1.95,1.99,1.995,1.999

. x*—2x
20, lim ————,
x—-1x°— x—2
x=0,-05,-0.9,-0.95,-0.99, —0.999,
-2,—1.5,—-1.1,—-1.01, —1.001

5t

1
21. lim < , t==05, 0.1, £0.01, £0.001, *0.0001

1—0 1
+ h)® —
2. lim 2 =32
h—0 h

h = =05, 0.1, £0.01, £0.001, *=0.0001

23-26 Utilice una tabla de valores para estimar el valor de cada uno
de los siguientes limites. Si dispone usted de una calculadora o
computadora, utilicela para confirmar graficamente su resultado.

Jx+4 -2 . tan3x

23. lim— 24, lim

x—0 X x—0 tan S5x

) xé _ l ) X X
25. 1im —; 26. lim

=1 x0 =1 x—0 X

2]. a) Por medio de la grafica de la funcién

f(x) = (cos 2x — cos x)/x? y un acercamiento al
punto donde la grafica interseca el eje y, estime
el valor de lim, ¢ f(x).
b) Verifique su respuesta del inciso a) mediante la evaluacién
de f(x) para valores de x que tiendan a 0.
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28. a) Estime el valor de 43. a) Evalde la funcién f(x) = x> — (2/1000) para x = 1, 0.8,
0.6, 0.4, 0.2, 0.1 y 0.05 e intuya el valor de

. senx
lim

x—0 Sen X 2%
lim | x> — ——
x—0 1000

graficando la funcién f(x) = (sen x)/(senmx). Exprese su
respuesta con una precision de dos decimales. b) Evalie f(x) para x = 0.04, 0.02, 0.01, 0.005, 0.003 y 0.001.
Intuya otra vez.

b) Verifique su respuesta del inciso a) evaluando f(x) para
1 d tiend 0.
valores de x que tiendan a 48, 2) Evalde h(x) = (tan x — x)/x’ parax = 1, 0.5, 0.1, 0.05,
0.01 y 0.005.
tan x — x

b) Intuya el valor de h’rr(l) —
x— X

29-37 Determine cada uno de los siguientes limites infinitos.

x+2 x+2
29. Iim 30. lim .
x—-3* x + 3 x—>-3" x + 3 ¢) Evalue h(x) para sucesivos valores pequefios de x hasta que
2 — o finalmente alcance un valor de O para /(x). {Audn confia
31. 112} ()6_71)2 32. }ER m usted en que su conjetura en el inciso b) es correcta?
' C Explique por qué finalmente obtuvo valores 0. (En la
33. 1im In(x> — 9) 34. 1im cotx seccion 4.4 se explicard un método para evaluar el limite.)
3t e d) Grafique la funcién & en un rectdngulo de vista [—1, 1] por
w2 — 2y [0, 1]. Después haga un acercamiento hacia el punto donde
35. IEQ— X cscx 36. xlir?— x4 la grafica interseca el eje y, para estimar el limite de /(x)
cuando x tienda a 0. Contintie el acercamiento hasta que
x2—=2x—8 observe distorsiones en la grafica de #. Compare con los

37. lim
AR T 5c 1 6

resultados del inciso c).

/19 45. Grafique la funcién f(x) = sen(/x) del ejemplo 4 en el
rectdngulo de vista [—1, 1] por [—1, 1]. Después haga
acercamientos al origen varias veces. Haga comentarios
relacionados con el comportamiento de esta funcién.

38. a) Encuentre las asintotas verticales de la funcion

(Piensa que la grafica es una buena representacién de f?
b) (Como conseguiria una grafica que represente mejor a f?

x*+1
Y= o 46. En la teoria de la relatividad, la masa de una particula con
X — 2x
velocidad v es
b) Verifique su respuesta al inciso a) graficando la funcién. m= Mo
. /1 — n2/52
39. Determine lim —; im — vie
x—1" X7 — x—1t X — l
a) evaluando f(x) = 1/(x* — 1) para valores de x que donde m, es la/masa de la partl’culaﬁen reposo y ¢ es la rapidez
tiendan a 1, por el lado izquierdo y por el lado derecho. de la luz. (Qué pasa cuando v —c¢?
- b) razongndo como en el ejemplo 9, y {19 41. Utilice una gréfica para estimar la ecuacion de todas las
an ¢) a partir de la grafica de f. asintotas verticales de la curva
i 40. a) Por medio c.ie la gréifica de la funcién f (x) = (tan 4x)/x.y v = tan(2 sen x) m=r=
un acercamiento al punto donde la gréfica interseca el eje y
estime el valor de lim o f(x). Después, encuentre las ecuaciones exactas de estas asintotas.
b) Verifique su respuesta del inciso a) para evaluar f(x) para
valores de x que tiendan a 0. 1 48. a) Utilice evidencias numéricas y graficas para intuir el valor
1 del limite
41. a) Estime el valor de lim, . (1 + x) /¥ con una precision de R
cinco decimales. ;Le parece conocido este nlimero? lim —— 1
b) Ilustre el inciso a) graficando la funcién y = (1 + x)'"~ =lyx =1
42. a) Grafique la funcién f(x) = e* + In|x — 4 [para 0 < x < 5. b) ¢(Qué tan cerca a 1 debe estar x para asegurar que la funcién

del inciso a) esta dentro de una distancia de 0.5 de este
limite?
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m Calculo de limites usando las leyes de los limites

Ley de la suma
Ley de la diferencia

Ley del mdltiplo constante

Ley del producto

Ley del cociente

y
f
K 1
74 0 1 X
9 ~
FIGURA 1

En la seccién 2.2 utilizamos calculadoras y graficas para intuir los valores de un limite,
pero observamos que tales métodos no siempre nos llevan a la respuesta correcta. En esta
seccién utilizaremos las siguientes propiedades de los limites, llamadas leyes de los limi-
tes, para calcularlos.

Leyes de los limites Suponga que ¢ es una constante y que los limites
lim f(x) y lim g(x)
existen. Entonces

1 1im [/() + g(0] = lim £() + lim g(x)
2 1im [ £(x) ~ (] = lfm /(x) ~ lim g(x)
3 lim [ef (9] = ¢ lim /()

4. lim [/(x)g(x)] = lim £(x) - lim g(x)

lim £(x)
TG = N T
e gl dmgy ©one?

Estas cinco leyes pueden expresarse verbalmente como sigue:

1. El limite de una suma es la suma de los Iimites.
2. El limite de una diferencia es la diferencia de los limites.

3. El limite de una constante por una funcién es la constante por el limite de la
funcién.

4. El limite de un producto es el producto de los limites.

5. El limite de un cociente es el cociente de los limites (siempre que el limite del
denominador no sea cero).

Es facil creer que estas propiedades son verdaderas. Por ejemplo, si f(x) estd cerca de
Ly g(x) esta cerca de M, es razonable concluir que f(x) + g(x) estd muy cercade L + M.
Esto nos da una base intuitiva para creer que la ley 1 es verdadera. En la seccién 2.4 dare-
mos una definicién precisa de la idea de limite y la utilizaremos para demostrar esta ley.
Las demostraciones del resto de las leyes estdn dadas en el apéndice F.

FAETI0EN Utilice las leyes de los limites y las grificas de fy g en la figura 1 para
evaluar los siguientes limites, si es que existen.

0 im0+ SW] 0 U)o i T

SOLUCION
a) De las gréficas de fy g vemos que

11’11712 fx) =1 y ll’n}2 g(x) = —1
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Ley de la potencia

Por tanto, tenemos

lim [/ + 59(09)]

11’m2 f(x) + 11’m2 [59(x)] (porlaley 1)
= h’r{lzf(x) +5 11’r{12 g(x) (por la ley 3)

=1 +5(-1)=—4

b) Vemos que lim,— f(x) = 2. Pero lim,_.; g(x) no existe porque los limites por la
izquierda y por la derecha son diferentes:

lim g(x) = =2 lim g(x) = —1
x—1- x—1+t

Asi que no podemos utilizar la ley 4 para el limite deseado, pero podemos utilizarla para
los limites laterales:

Jim [f(g] =2+ (=) = =4 lim [f(g(] =2 (=1) = =2

Los limites por la izquierda y por la derecha no son iguales, asi que lim.— [ f(x)g(x)] no
existe.
c) La gréfica muestra que

11’11% flx) =14 y lmg g(x) =0

Ya que el limite del denominador es 0, no podemos utilizar la ley 5. El limite dado no
existe porque el denominador tiende a 0, mientras que el numerador se acerca a un
ndmero no cero. [

Si utilizamos repetidamente la ley del producto con g(x) = f(x), obtenemos la
siguiente ley.

6. lrlftll [f)]" = [112; f (x)]" donde 7 es un niimero entero positivo

Para la aplicacion de estas seis leyes, necesitamos utilizar dos limites especiales:

1. limc=c¢ 8. limx=a

X—a X—a

Estos limites son obvios desde un punto de vista intuitivo (establézcalos en palabras o
dibuje las graficas de y = ¢ y y = x), pero en los ejercicios de la seccién 2.4 se requieren
las demostraciones basadas en la definicién precisa.

Si hacemos f(x) = x en la ley 6 y utilizamos la ley 8, obtenemos otra forma especial de
Iimite.

9. lim x" = a" donde n es un niimero entero positivo

xX—a

Un limite similar con el que se cumple para las raices es el siguiente. (Para la raiz cua-
drada, la demostracién se resume en el ejercicio 37 de la seccion 2.4.)

10. lim {/; = \"/E donde n es un nimero entero positivo

X—a

(Si n es par, suponemos que a > 0.)




Ley de la raiz

Newton y los limites

Isaac Newton naci¢ el dia de Navidad en 1642,
afio de la muerte de Galileo. Cuando entrd en la
Universidad de Cambridge en 1661, Newton no
sabia muchas mateméticas, pero aprendié
rapidamente mediante la lectura de Euclides y
Descartes, y asistiendo a las conferencias de
Isaac Barrow. Cambridge fue cerrada a causa
de la peste en 1665y 1666, y Newton regresé a
su casa a reflexionar sobre lo que habia apren-
dido. Esos dos afios fueron extraordinariamente
productivos porque hizo cuatro de sus descubri-
mientos mas importantes: 1) su representacion
de funciones como sumas de series infinitas,
incluyendo el teorema del binomio; 2) su
trabajo sobre el célculo diferencial e integral;
3) sus leyes del movimiento vy la ley de la
gravitacion universal y 4) sus experimentos

con el prisma relacionados con la naturaleza

de la luz y el color. Debido a un temor a la
controversia y la critica, se mostrd reacio a
publicar sus descubrimientos y no fue sino
hasta 1687, a instancias del astrénomo Halley,
que Newton publicé sus Principia Mathematica.
En este trabajo, el tratado cientifico mas grande
jamas escrito, Newton expone su version del
Célculo y su utilizacion en la investigacion de la
mecdnica, la dindmica de fluidos, y el
movimiento ondulatario, asi como en la
explicacién del movimiento de los planetas

y los cometas.

Los inicios del Calculo se encuentran en los
procedimientos para obtener &reas y volimenes
ideados por los antiguos sabios griegos Eudoxo
y Arquimedes. A pesar de que los aspectos de
la idea de limite estan implicitos en su “método
de agotamiento”, Eudoxo y Arquimedes nunca

formularon explicitamente el concepto de limite.

Tampoco mateméaticos como Cavalieri, Fermat
ni Barrow, antecesores inmediatos de Newton
en el desarrollo del Célculo, utilizaron los
limites. Isaac Newton fue el primero en hablar
explicitamente de limites. Explicé que la

idea principal detrés de los limites es que las
cantidades “se acercan mds que cualquier
diferencia dada”. Newton dijo que el limite
era el concepto basico en el Célculo, pero fue
el posterior trabajo de matematicos como
Cauchy y otros mas el que finalmente clarifico
las ideas relacionadas con los limites.
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Mis generalmente, tenemos la siguiente ley que hemos de demostrar en la seccién 2.5
como una consecuencia de la ley 10.

donde n es un nimero entero positivo

1. 1im Jf(x) = lim f(x)

[Si n es par, suponemos que 1im f(x) > 0.]

m Evalde los siguientes limites y justifique cada paso

S+ 2xr -1
a) lim (2x2 — 3x + 4) b) lim —— = —
x—5 x—>=2 5 — 3x
SOLUCION
a) Iim (2x2 — 3x + 4) = lim (2x?) — lim (3x) + lim 4 (por las leyes 2 y 1)
x—5 x—5 x—5 x—5

=21imx?> — 3limx + lim 4

x—5 x—5 x—5

(por laley 3)

= 2(52) —3(5) + 4 (por las leyes 9, 8 'y 7)

=39

b) Empezamos utilizando la ley 5, pero su uso estd completamente justificado s6lo en la
etapa final cuando vemos que los limites del numerador y el denominador existen y el
limite del denominador no es cero.

O — 1 lim (x* + 2x* — 1)
Iim = 122 (por la ley 5)
x—>=2 5 — 3x 11’I£12 (5 —3x)

lim x* 4+ 2 lim x* — lim 1
= X222 x=-2 12 (por las leyes 1, 2y 3)
lim 5 — 3 lim x '

x—>—2 x—>=2
=2 4+ 2(=2)* — 1
_ ( )5 — 3((_2?) (por las leyes 9, 8 y 7)
__1 —
11

NOTA Si hacemos f(x) = 2x*> — 3x + 4, entonces f(5) = 39. En otras palabras, ha-
briamos obtenido la respuesta correcta del ejemplo 2a) sustituyendo 5 por x. Del mismo
modo, la sustitucién directa aporta la respuesta correcta en el inciso b). Las funciones en
el ejemplo 2 son una funcién polinomial y una funcién racional, respectivamente, y el
mismo uso de las leyes de los limites demuestra que la sustitucién directa siempre sirve
para este tipo de funciones (Véanse los ejercicios 55 y 56). Este hecho se expresa de la
siguiente manera:

Propiedad de sustitucion directa  Si f'es una funcién polinomial o una funcién racional
y a estd en el dominio de f, entonces

lim £() = /(@)
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FIGURA 2

Las gréficas de las funciones f (del
ejemplo 3) y g (del ejemplo 4)

LIMITES Y DERIVADAS

Las funciones con la propiedad de sustitucion directa se llaman continuas en x = a'y
las estudiaremos en la seccidn 2.5. Sin embargo, no todos los limites pueden ser evaluados
por sustitucién directa, como se muestra en los siguientes ejemplos.

24 J0 S Encuentre h’rr}

x—1

SOLUCION Sea f(x) = (x> — 1)/(x — 1). No podemos encontrar el limite por sustitucién
directa de x = 1 porque f(1) no estd definida. Tampoco podemos aplicar la ley del
cociente porque el limite del denominador es 0. Ahora, necesitamos de un proceso
algebraico preliminar. Factorizando el numerador como una diferencia de cuadrados:

x2—1

x—Dkx+1
x—1

x—1

El numerador y el denominador tienen un factor comiin de x — 1. Cuando tomamos el
limite cuando x tiende a 1, tenemos que x # 1y, por tanto, x — 1 # 0. Asi, podemos
cancelar el factor comin y calcular el limite como sigue:

oxrP—1 o x—=Dx+1)

Iim = lim

x—1 X — x—1 x—l
=lfn}(x+1)
=14+1=2

El limite en este ejemplo surgio en la seccion 2.1 cuando intentamos hallar la recta
tangente a la parabola y = x? en el punto (1, 1). |

NOTA En el ejemplo 3 pudimos calcular el limite sustituyendo la funcién dada,
f(x) = (x> = 1)/(x — 1), por la funcién mds sencilla, g(x) = x + 1, que posee el mismo
limite. Esto es vélido porque f(x) = g(x), excepto cuando x = 1, y al calcular el limite
cuando x tiende 1, no se considera qué sucede cuando x es en realidad igual a 1. En general,
se tiene el siguiente hecho.

Si f(x) = g(x) cuando x # a, entonces lim f(x) = 1im g(x) siempre que el limite

exista.

FFETIOER Encuentre lim g(x) donde

x+1 six#1
glx) = o
T six=1

SOLUCION Aqui g estd definida en x = 1y g(1) = 7, pero el valor del limite cuando x
tiende a 1, no depende del valor de la funcién en 1. Ya que g(x) = x + 1 parax # 1,
tenemos

lim g(x) = lim (x + 1) =2 -

Note que los valores de las funciones en los ejemplos 3 y 4 son idénticos, excepto
cuando x = 1 (véase la figura 2) y tienen el mismo limite cuando x tiende a 1.
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0 BEEOE Evalie jim S =2

h—0 h
SOLUCION Si definimos

3+ h?>—9

F(h) = = ——,

entonces, como en el ejemplo 3, no podemos calcular 1im,, .o F(h) poniendo 7 = 0, ya que
F(0) es indefinida. Pero si simplificamos algebraicamente a F(/), encontramos que

O+ 6h+h’)—9 6h+h
h h

F(h) = =6+h

(Recuerde que consideramos sélo z # 0 cuando hacemos que 4 tienda a 0.) As{

3+h)?—9
lme=l'm(6+h)=6
h—0 h h—0 |

JiE+9 =3
m Encuentre hmt—

SOLUCION No podemos aplicar inmediatamente la ley del cociente, ya que el limite
del denominador es 0. Aqui, el dlgebra preliminar consiste en la racionalizacién del
numerador:

I Vi2+9 =3 i VEE+9 =3 12+ 9 +3
1m = 1um *
=0 r? =0 r* VE+9 +3
) #+9 -9
lim ——————
=0 (/12 + 9 + 3)

2

A7 9 1 3)

1
= /m—
=0 12+ 9 +3

1

fiim (> + 9) + 3
t—>

Este cdlculo confirma la conjetura que hicimos en el ejemplo 2 de la seccién 2.2.

Algunos limites se calculan mejor encontrando primero los limites por la izquierda y
por la derecha. El siguiente teorema es un recordatorio de lo que se descubri6 en la sec-
cién 2.2. Decimos que los limites por los dos lados existen si y s6lo si ambos limites
existen y son iguales.

[1] Teorema 1im f(x) = L siy s6lo si lim f(x) = L= lim /(%)

Cuando calculamos limites laterales, utilizamos el hecho de que las leyes de los limites
también se cumplen para limites de este tipo.
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FFETIOER Demuestre que lim |x| = 0.
>

SOLUCION Recuerde que

||_ X six=0
* —x six<O

El resultado del ejemplo 7 parece verosimil

viendo la figura 3. Dado que | x | = x para x > 0, tenemos
’ lim |x| = lim x =0
x—0+F x—0+F
y=lx
Para x < 0 tenemos | x | = —x asf que
lim |x| = lim (=x) =0
x—07 x—07"
0 X
Por tanto, por el teorema 1
FIGURA 3
lim x| =0
lim [ x|
o dx]
m AR Demuestre que hn’é —— No existe.
x— X
y
|x
=M . X X
YT ! SOLUCION lim A=l _ lim —= lim 1 =1
x—0t x x—0t x x—07t
0 X | |
X - X
-1 lim — = lim — = lim (—1) = —1
x—0" X x—0" X x—0"
FIGURA 4

Puesto que los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes, se sigue, del
teorema 1, que 1im,_, | x|/x no existe. La gréfica de la funcién f(x) = | x |/x se
muestra en la figura 4 y exhibe la coincidencia con los limites laterales que

encontro. [ |

R s

X
8§ —2x six<4

f(x)={‘/ —4 six>4

determine si Iim,_.4 f(x) existe.

Se muestra en el ejemplo 3 de la seccion 2.4 SOLUCION Ya que f(x) = v/x — 4 para x > 4, tenemos
que el lim, o v/x = 0.

lim f(x) = lim x —4 =4 -4 =0

Dado que f(x) = 8 — 2x para x < 4, tenemos

y lirilf(x)zlfrg(8—2x)=8—2-4=0

Los limites por la izquierda y por la derecha son iguales. Asi que el limite existe y

0 4 x ll/II} fx) =0

FIGURA 5 La grafica de f se muestra en la figura 5. |



Otras notaciones para [ix] son [x]y LxJ. En
ocasiones, la funcién entero mayor se llama
funcién piso.

FIGURA 6
Funcién entero mayor

N

P

FIGURA 7
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FZETI0ET] La funcién entero mayor estd definida por [x] = el mayor entero que
es menor que o igual a x. (Por ejemplo, [4] = 4, [4.8] = 4, [«] = 3, [[\/5]] =1,

[[—%]] = — 1.) Demuestre que lim,—; [x] no existe.

SOLUCION La grafica de la funcién entero mayor se ilustra en la figura 6. Dado que
[x] = 3 para 3 < x < 4, tenemos

lim [x] = lim 3 =3
Asi que [[x] = 2 para 2 < x < 3, tenemos
lim [x] = lim 2 =2

Ya que estos limites laterales no son iguales, lim,_; [x] no existe por el teorema 1.
[ ]

Los dos teoremas siguientes dan dos propiedades adicionales para los limites. Sus
demostraciones se encuentran en el apéndice F.

@ Teorema Si f(x) < g(x) cuando x tiende a a (excepto posiblemente en x = a) y
los limites de f'y g existen cuando x tiende a a, entonces

lim f(x) < lim g(x)

@ El teorema de la compresion  Si f(x) < g(x) < h(x) cuando x tiende a a (excepto
posiblemente en a) y

lim f(x) = lim h(x) = L
entonces

lim g(x) = L

El teorema de la compresion, llamado a veces teorema del sandwich o del apretdn, se
ilustra en la figura 7. Se dice que si g(x) se comprime entre f(x) y h(x) cercade a, y si fy
h tienen el mismo limite L en a, entonces g es forzada a tener el mismo limite L en a.

1
I EEETIEE Demuestre que 1im x? sen — = 0.
x—0 X

SOLUCION Primero note que no podemos utilizar

1
lim x?sen — = 1fm x? - 1im sen —
x—0 X x—0 x—0 X

ya que lim,— sen(1/x) no existe (véase el ejemplo 4 en la seccién 2.2).

En su lugar aplicamos el teorema de la compresion, asi que tenemos que encontrar
una funcién f menor que g(x) = x2 sen(1/x) y una funcién 7 mayor que g tal que f(x) y
h(x) tiendan a 0.
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FIGURA 8
y =x%sen(l/x)

m Ejercicios

Para hacer esto, utilizamos lo que sabemos de la funcién seno. Ya que el seno de cualquier
ndmero estd entre —1 y 1, podemos afirmar que

—1<sen—=1
[4]

Cualquier desigualdad permanece vélida cuando la multiplicamos por un niimero positivo.
Sabemos que x* = 0 para toda x, asi que multiplicando cada lado de la desigualdad en
por x?, obtenemos

1
—x? < x*sen— < x?
x
como se ilustra en la figura 8. Sabemos que
lin})x2 =0 y ll’m0 (—x) =0
Tomando f(x) = —x?%, g(x) = x?sen(1/x) y h(x) = x? del teorema de la compresién, ob-
tenemos
SN
Iim x“sen— = 0 [
x—0 X

1. Dado que
ll’II% flx) =4 h’ng glx) = =2

encuentre los limites que existen. Si el limite no existe,

explique por qué.

3-9 Evalde el limite y justifique cada paso indicando las leyes de
h’n% h(x) = 0 los limites apropiadas.

3. Im} (5x3>=3x2+x—6)

4, ll’ml (x* = 3x)(x> + 5x + 3)

@) lim [£(x) + 59(x)] b) lim [g(0)]’
3f(x) . -2 p

f { 5 lim ———— 6. 1 Y4+ 3u+6
9 DMy LSV Jm, et

-9 . g(x0)h(x) 2 2
e) lim f) lim ———— . 3 g2 3 . -2

0 h(x) = f(x) 1. 113;(1 + \/;)(2 6x* + x°) 8. 12121 <t3 "3 15

2. Las gréificas de f'y g estdn dadas. Utilicelas para evaluar cada
Iimite si es que existe. Si el limite no existe, explique por qué. 9 lim 2x* + 1
y 5 J x—2 3x—2
y=f(x) \ y=g(x)
Il
! ! 10. a) ;Cudl es el error en la siguiente ecuacion?
! i o1 i X4+ x—6
\ ——=x+3
x—2

{ ; b) Considerando el inciso a), explique por qué la ecuacion
@) 1im[£(x) + g(x)] b) lim [ £(x) + g(v)]

1 { M limm=h’mx+3
©) lim [f(x)g(x)] @ Mm-S lim = Tlmx 3
e) ler; [x*f(x)] f) 11’rr11 V3 + f(x) es correcta.

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



11-32 Evaltie cada uno de los siguientes limites si éstos existen.
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@ 36. Utilice el teorema de la compresion para demostrar que

o x*—6x+5 . x> — 4x
11. lln%is 12. llrliﬁ T
xS X — x—4 x°— 3x — : 3+ 42 LI
11_1)1(1) VX Xx? sen . 0
o x?—5x+6 , x* — 4x
13. lm———— 14. lim —/——— . . .
x5 x—5 —-1x”—3x — 4 evidencidndolo con las gréficas de las funciones f, g y & (en la
notacion del teorema de la compresion), en la misma pantalla.
5 1 =9 6. If 2x +3x + 1
- 2 2124+ 7t + 3 - x2=2x—-3 37. Sidx — 9 = f(x) < x* — 4x + 7 para x = 0, encuentre
lim £(x).
(=5 +h?-25 2+ h*-38 !
17. }E}) h 18. }113[1) h 38. Si2x < g(x) < x* — x* + 2 para toda x, evaltie h’n} g(x).
2
x+2 =1 39. Demuestre que 1im x*cos — = 0.
19. 1lim 20. lim x>0 X
—-2 x° + 8 =1 =1
40. Demuestre que ll’I})lJr Ve ™ =,
9+ h -3 A+ 1-3 !
21. i 22. lim - L. . .
h—0 h u—2 u—2 41-46 Encuentre cada uno de los siguientes limites si éstos existen.
Si el limite no existe, explique por qué.
1 1
— 4= 2x + 12
4 x X2+ 1 . 1lim (2x + |x — 3)) 82, lim ———=
23 i 24. 1i 7 x—=3 =6 |x + 6|
r—-4 4 + x x—=1 xt =1
2x — 1 2 — |x|
VIi+tt =1 -1t 1 1 fm —————— fm ———
25. lim 2. 1im ( — — — B e i s
t—0 t =0 \ -+t
4 - 34+n)"' -3
2]. lim 7\/;2 28. lim ( ) 45. lim R 46. lim 1.1
x—16 16x — x h—0 h =0 \ x |x‘ x—0t \ x |x|
) 1 1 o JxP+9 =5
29. lim | ——— — 30. I e . .
=0 \ £ /1 + ¢t t x——4 x+4 47. La funcion signo, denotada por sgn, estd definida por
I -1 six<0
+ h) —x* + h)? 2 = ix =
3. pim ST 2. |im ST sgn x 0 six=0
h—0 h h—0 h 1 six>0
a) Trace la gréfica de esta funcién
33. a) Estime el valor de b) Encuentre cada uno de los siguientes limites o explique por
. qué no existen.
lim —— ) 1f i) I
A T3 — 1 i) }L%L sgn x i) Xhﬁ%lf sgn x
graficando la funcién f(x) = x/(\/l + 3x — 1). iii) PL% sgn x iv) PL% |sgn x|
b) Haga una tabla de valores de f(x) para x cercana a 0 e intuya
el valor del limite. 48. Sea
¢) Utilice las leyes de los limites para probar que su conjetura
es correcta. P+l osix <1
- . D=V 2 six=1
34. a) Utilice la grafica de
BA+x -3 a) Encuentre lim, ;- f(x) y lim, .+ f(x).
S = X b) ¢Existe Ifm, ., f(x)?
c¢) Trace la gréfica de f.
para estimar el valor de lim,_, f(x) con dos decimales. ) & F
b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite PHr—6
con cuatro decimales. 49. Sea g(x) = ﬁ
c¢) Utilice las leyes de los limites para encontrar el valor exacto .
del limite. a) Encuentre
35. Utilice el teorema de la compresion para demostrar

que 1im,_ (x* cos 207rx) = 0. Ilustre las funciones

f(x) = —x% g(x) = x*cos 207mx y h(x) = x” graficando en la

misma pantalla.

i) 11’r£1+ g(x) i) ll’r?i g(x)

b) (Existe lim,_., g(x)?
¢) Trace la gréfica de g.
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50. Sea fx) —
) 57. Si lim = 10, encuentre Iim f(x).
X six <1 =l X = =l
) 3 six=1 . flx - L.
x) = { =
g 1y silex<2 58. Si kmo = 5, encuentre cada uno de los siguientes limites.
x—3 six>2
a) lim f£(x) by 1fm £
. S . . . x—0 x—=0 X
a) Evalie cada una de los siguientes limites si es que existen.
o s 1 59. Si
i) lim g(x) i) 1im g(x) i) g(1) . .
x—17 x—1 ) — x“ si xes racional
iv) lim g(x) v) lim g(x) vi) lim g(x) flo = 0 si xes irracional

b) Trace la gréfica de g. demuestre que lim, .o f(x) = 0

51. a) Si el simbolo [ ] denota la funcién entero mayor definida en
el ejemplo 10, evalde:

i) XE{%+ [x1 ii) Xlg{lz [x] iii) XLI[I%A [x]

60. Demuestre por medio de un ejemplo que lim,—., [ f(x) + g(x)]
puede existir, aunque no existan lim,—, f(x) ni lim,_., g(x).
61. Demuestre por medio de un ejemplo que 1im,—, [ f(x) g(x)]

b) Sin es un entero, evalie . . P o
puede existir, aunque no existan lim,—, f(x) ni lim,_, g(x).

i) lim [x] i) lim [x]
xX—n xX—n /6 — _ 2
¢) ¢Para qué valores de a lim,_., [x] existe? 62. Evalde lim ol

=2 ,/3 —x —1

52. Sea f(x) = [cos x], T < x < 7.
a) Trace la grifica de f. 63. ;Existe un nimero a tal que

b) Evalie cada uno de los siguientes limites si existen.

i . o 3x*+ax+a+3
i) lin}] f(x) i)  lim  f(x) Im ————F——

x—(m/2)” x—>—2 x2+x—2
i) Jg}lw [ iv) XEI;}Z [ exista? Si es asi, encuentre el valor de a y el valor del limite.
¢) (Para qué valores de a lim,_., f(x) existe? 64. La figura muestra una circunferencia C, con ecuacién
(x — 1)* + y* = 1 y una circunferencia C, que se contrae con
53. Si f(x) = [x] + [—x], muestre que lim__,, f(x) existe, pero no radio r y centro en el origen. P es el punto (0, r), Q es el punto
es igual a f(2). superior de interseccion de las dos circunferencias, y R es el

punto de interseccidn de la recta PQ y el eje de las x. ;Qué
pasa con R cuando C, se contrae, esto es, cuando r — 0*?

L= Lo/1 —v?/c? y

expresa la longitud L de un objeto como funcién de su
velocidad v respecto a un observador, donde L, es la longitud P 0
del objeto en reposo y ¢ es la rapidez de la luz. Encuentre
lim,_..- L e interprete el resultado. ;Por qué es necesario
el limite lateral por la izquierda?

54. En la teoria de la relatividad, la formula de Contraccion de
Lorentz

G

55. Si p es una funcién polinomial, demuestre que 0 R x
lim,,, p(x) = p(a). G

56. Si r es una funcidn racional, utilice el ejercicio 55 para demostrar
que lim__,, r(x) = r(a) para todo nimero a en el dominio de r.

x—a

La definicion precisa de limite

La definicién intuitiva de limite dada en la seccidén 2.2 es inadecuada para algunos propd-
sitos porque frases como “x es muy cercano a 2” y “f(x) se acerca mas y mds a L”” son muy
vagas. A fin de demostrar convincentemente que

5
Iim <x3 + 1CO°ST03> —0.0000 o Ifm2_

debemos precisar la definicion de limite.



En esta situacion es tradicional utilizar la letra
griega 6 (delta).
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Para motivar la definicidn precisa de limite, consideremos la siguiente funcién

2x—1 six#3
f(x)_{6 six=3

Intuitivamente, es claro que cuando x estd cerca de 3, pero x # 3, entonces f(x) estd cerca
de 5, asi que lim,—; f(x) = 5

Para obtener una informacién més detallada de cémo varia f(x) cuando x estd cerca de 3,
nos preguntamos:

(Qué tan cerca tiene que estar x de 3 para que f(x) difiera de 5 en menos de 0.1?

La distancia de x a 3 es | x — 3 |, y la distancia de f(x) a 5 es | f(x) — 5
problema es encontrar un nimero 6 tal que

, asi que nuestro

| f(x) = 5] <0.1 si |x —3] <& con x#3

Si | x — 3| > 0, entonces x # 3, asf que una formulacién equivalente de nuestro problema
es encontrar un nimero 6 tal que

|f(x) =5]<01 si 0<|x—3|<$
Note que si 0 < |x — 3| < (0.1)/2 = 0.05, entonces
|f(x) =5|=]@x— 1) = 5| =|2x — 6] = 2|x — 3| <2(0.05) = 0.1

esto es, |f(x) — 5| <01 si. 0<|x—3]<005

Asi, una respuesta al problema estd dada por 6 = 0.05; esto es, si x estd dentro de una
distancia de 0.05 de 3, entonces f(x) debera estar dentro de una distancia de 0.1 de 5.

Si cambiamos el nimero 0.1 en nuestro problema por el nimero menor 0.01, entonces,
utilizando el mismo método, encontramos que f(x) diferird de 5 por menos de 0.01 siempre
que x difiera de 3 por menos de (0.01)/2 = 0.005:

|f(x) =5/ <001 si 0<|x—3|<0.005

Del mismo modo,
\f(x)—5\<0.001 si 0<]x—3|<0.0005

Los nimeros 0.1, 0.01 y 0.001 que hemos considerado son las rolerancias de error que nos
podemos permitir. Para que 5 sea el limite exacto de f(x) cuando x tiende a 3, debemos no
s6lo poder hacer la diferencia entre f(x) y 5 por debajo de cada uno de estos tres nimeros;
también debemos ser capaces de estar por debajo de cualquier niimero positivo. Asi, por
el mismo razonamiento, jclaro que es posible! Si escribimos & (la letra griega épsilon) para
un nimero positivo arbitrario, entonces encontramos al igual que antes

[1] If) —5|<e i 0<|x—3|<8=§

Esta es una forma precisa de decir que f(x) estd cerca de 5 cuando x se acerca a 3 por-
que establece que podemos hacer que los valores de f(x) queden dentro de una dis-
tancia arbitraria & a partir de 5, tomando los valores de x dentro de una distancia &/2 de 3
(con x # 3).
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y
f(x) 5+e
estd { 5
aqui L 54
0 / 3 \ X
3—-6 34906
Cuando x estd aqui
(x#3)
FIGURA 1

FIGURA 2

Note que [1] puede reescribirse como sigue:

si 3—-06<x<3+35 (x#3) entonces 5—e<f(x)<5+e¢

y se ilustra en la figura 1. Tomando los valores de x ( # 3) en el intervalo (3 — 6, 3 + J),
podemos lograr que los valores de f(x) estén en el intervalo (5 — g, 5 + &).
Utilizando [ 1| como un modelo, damos una definicién precisa de limite.

[ 2| Definicion  Sea fla funcién definida sobre algtn intervalo abierto que contiene el
ndimero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces, decimos que el limite de f(x)
cuando x tiene a a es L, y lo expresamos como

lim f(x) = L
si para cada nimero &€ > 0 existe un niimero & > 0 tal que

si 0<|x—a|<& entonces |f(x)—L|<e

Puesto que | x — a | es la distanciade x aa y | f(x) — L | es la distancia de f(x) a L, y
como ¢ puede ser arbitrariamente pequefia, la definicién de limite puede expresarse en
palabras como sigue:

lim,—, f(x) = L significa que la distancia entre f(x) y L puede hacerse arbitrariamente pequeiia,
tomando la distancia de x a a suficientemente pequefia (pero no 0).

Alternamente,

lim,—, f(x) = L significa que los valores de f(x) pueden hacerse tan cercanos a L como quera-
mos, tomando x lo suficientemente cerca de a (pero no igual a a).

También podemos reformular la definicidn 2 en términos de intervalos, observando que la
desigualdad | x — a | < § es equivalente a —8 < x — a < §, que puede escribirse como
a—8<x<a+ 8. Ademids, 0 <|x — a|es verdadera si y sélo si x — a # 0; esto es,
x # a. Del mismo modo, la desigualdad | f(x) — L | < & es equivalente al par de desi-
gualdades L — & < f(x) < L + &. Por tanto, en términos de intervalos, la definicién 2 puede
establecerse como sigue:

lim,—, f(x) = L significa que para toda &€ > 0 (sin importar que tan pequefia sea &), podemos
encontrar una 8 > 0 tal que si x estd dentro del intervalo abierto (@ — 8, a + 6) y x # a, entonces
f(x) estd dentro del intervalo abierto (L — ¢, L + &).

Geométricamente, esta afirmacion se interpreta representando una funcién por un diagra-
ma de flechas, como en la figura 2, donde f hace corresponder un subconjunto de R con
otro subconjunto de R.

La definicién de limite sefala que si cualquier intervalo pequefio (L — &, L + €) estd
dado alrededor de L, entonces podemos encontrar un intervalo (¢ — 8, a + ) alrededor de
a tal que f'hace corresponder todos los puntos de (¢ — 8, a + &) (excepto posiblemente en
a) con los puntos del intervalo (L — &, L + ¢). (Véase la figura 3.)
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X F(x)
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a—8 4 a+3é L—-eg L L+e

Geométricamente, puede darse otra interpretacion de limite en términos de la grafica de
una funcién. Si € > 0 estd dada, entonces dibujamos las recta horizontales y = L + &,
y = L — ¢y la gréifica de f (véase la figura 4). Si lim,_.,f(x) = L, entonces podemos
encontrar un ndmero 6 > 0 tal que si restringimos a x en el intervalo (a — 6, a + 8) y
tomamos x # a, entonces la curvay = f(x) estd entre lasrectasy =L —eyy=L + ¢
(véase la figura 5). Puede usted ver que si se encuentra tal 6, entonces cualquier 6 mas
pequeiia también funcionara.

Es importante percatarse de que el proceso ilustrado en las figuras 4 y 5 debe funcionar
para todo nimero positivo &, sin importar qué tan pequefio se elija. En la figura 6 se ilustra
que si se elige un € mas pequeiio, entonces podria requerirse una 6 mas pequea.

Y y
;| y=L+e L+s
=L+
f(x) }s N\ y=L+e
estd | Li—————— et — — — — — S R W [
aqui }s / A y=L- /
-7 — L—e¢ Y €
y=L—¢
0 Joa N\ x 0 JaN x
a—2~0 a+to a—0 a+é
cuando x esta aqui
(x# a)
FIGURA 5 FIGURA 6

W Utilice una grafica para encontrar un nimero 6 tal que

si. |x—1|<8 entonces |(x’—5x+6)—2|<02
En otras palabras, encuentre un niimero 6 que corresponda a € = 0.2 en la definicién de

limite para la funcion f(x) = x> — 5x + 6cona =1y L = 2.

SOLUCION La grafica de f se muestra en la figura 7; estamos interesados en la region
cerca del punto (1, 2). Note que podemos reescribir la desigualdad

|(x> =5x +6) —2| <02

como 18<x*—5x+6<22

Asi que necesitamos determinar los valores de x para los cuales la curvay = x> — Sx + 6
estd entre las rectas horizontales y = 1.8 y y = 2.2. Por eso, graficamos las
curvas y = x> — 5x + 6,y = 1.8 y y = 2.2 cerca del punto (1, 2) en la figura 8.
Después utilizamos el cursor para estimar que la coordenada x del punto de
interseccion de la recta y = 2.2 y lacurvay = x* — 5x + 6 estd cerca de 0.911.

Del mismo modo, y = x> — 5x + 6 interseca la recta y = 1.8 cuando x = 1.124. Asi, al
redondear para estar seguro, podemos decir que

1.8 <x’—=5x+6<22

si 0.92 < x < 1.12, entonces
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En Module 2.4/2.6 puede explorar
la definicion precisa de limite, gréfica y
numéricamente.

y

T+e y=a—3
b/

T—e

FIGURA 9

Este intervalo (0.92, 1.12) no es simétrico respecto a x = 1. La distancia de x = 1 al
punto extremo izquierdo es 1 — 0.92 = 0.08, y la distancia al punto extremo derecho es
0.12. Es posible elegir 6 mas pequeiia que estos nimeros, esto es, 8 = 0.08. Entonces,
podemos reescribir nuestras desigualdades en términos de distancias como sigue:

si |x—1|<0.08 entonces, |(x*—5x+6)—2]<02

Esto dice justamente que manteniendo a x dentro del 0.08 de 1, mantendremos f(x)
dentro del 0.2 de 2.

Aunque seleccionamos 6 = 0.08, cualquier valor positivo mas pequefio de o habria
funcionado. [

El procedimiento grafico en el ejemplo 1 proporciona una ilustracién de la definicién
para ¢ = 0.2, pero no demuestra que el limite es igual a 2. Una demostracién tiene que
proporcionar una 6 para toda €.

Para pulir los enunciados de limite seria ttil pensar en la definicién de limite como
un desafio. Primero lo retan con un nimero &. Después, debe usted ser capaz de produ-
cir una 6 adecuada. Debe ser capaz de hacerlo para toda € > 0, no sélo para una € en
particular.

Imagine una contienda entre dos personas A y B, en la que usted es B. La persona A
estipula que debe aproximarse al nimero fijo L por medio de valores de f(x) dentro de un
grado de exactitud g, (digamos 0.01). Por tanto, la persona B (usted) responde determinan-
do un niimero & tal que si 0 < | x — a | < 8, entonces | f(x) — L | < &. Después, A podria
exigir ain mds y desafiarlo con un valor mas pequefio de ¢, (digamos 0.0001). Una vez
mds, usted tiene que responder encontrando una correspondiente 8. Usualmente, a medida
que el valor de & es mds pequefio, es menor el correspondiente valor de 8. Si usted siempre
gana, sin importar qué tan pequefio haga A a g, entonces lim, ., f(x) = L.

m 240 d0F) Pruebe que lim (4x — 5) = 7.
x—3

SOLUCION
1. Andlisis preliminar del problema (intuir un valor para 8). Sea € un niimero posi-
tivo dado. Queremos encontrar un nimero 6 tal que

si. 0<|x—3|<38, entonces |(4x—15)—-T7|<e

Pero|(4x — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4| x — 3| Por tanto, queremos
una 6 tal que

si. 0<|x—3| <38, entonces 4|x—3|<e
P>

esto es, si. 0<|x—3]<é, entonces |x—3|<4

Esto sugiere que debe elegir 6 = £/4.
2. Demostracion (demostrar que esta 8 funciona). Dado & > 0, elegir § = &/4.

Si0<|x— 3|< 4, entonces

@Gx—5)—7|=|dx— 12| =4/x—3|<46=4[Z)=¢
| 4

si. 0<|x—3|<38, entonces |[(4x—5)—-T7|<e

Por tanto, por la definicion de limite,
lin% (4x =35 =7

Este ejemplo se ilustra en la figura 9. |



Cauchy y los limites

Después de la invencién del Calculo en el siglo
xvil, siguié un periodo de fecundo desarrollo

de la materia en el siglo xvii. Matematicos
como las familias Bernoulli y Euler estaban
ansiosos por aprovechar el potencial del
Célculo, por lo que exploraron audazmente las
consecuencias de esta nueva y maravillosa
teorfa matematica, sin preocuparse demasiado
por si sus demostraciones eran completamente
correctas.

El siglo xix, por el contrario, fue la Edad del
Rigor en matematicas. Hubo un movimiento
para volver a los fundamentos del tema, para
proporcionar cuidadosas definiciones y
rigurosas demostraciones. A la vanguardia
de este movimiento estaba el matemético
francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857),
que comenzd como ingeniero militar antes de
convertirse en profesor de matematicas en

Parfs. Cauchy tomo la idea de Newton de limite,

que mantuvo viva el matematico francés Jean
d'Alembert, en el siglo xvii, haciéndola més
precisa. Su definicién de un limite reza asi:
“Cuando los valores sucesivos atribuidos a

una variable se aproximan indefinidamente a un
valor fijo para terminar diferendo por tan poco
€omo uno quiera, esto se llama el limite de los
otros”. Pero cuando Cauchy aplicaba esta
definicion en ejemplos y demostraciones,
utilizaba a menudo desigualdades delta-epsilon
similares a las de esta seccién. Una
demostracion tipica de Cauchy comienza con:
“designar por 8 y & dos nimeros muy
pequefios;..." Utilizaba e debido a la
correspondencia entre épsilon y la palabra
francesa erreur. Posteriormente, el matematico
aleman Karl Weierstrass (1815-1897) establecio
la definicién de limite exactamente como en
nuestra definicion 2.
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Note que en la solucién del ejemplo 2 hay dos etapas: intuir y verificar. Efectuamos un
andlisis preliminar que posibilité suponer un valor de 8. Pero luego, en la segunda etapa,
tuvimos que regresar y verificar en forma cuidadosa y légica que dimos una opinién
correcta. Este procedimiento es caracteristico de gran parte de las matemdticas. Algunas
veces necesita hacerse primero una conjetura inteligente respecto a la respuesta de un
problema y luego demostrar que la suposicidn es correcta.

Las definiciones intuitivas de limites laterales que se presentan en la seccion 2.2 pueden
reformularse como se sefiala a continuacién.

@ Definicion de limite por la izquierda

lim f(x) =L

si para todo € > 0 existe un nimero 6 > 0 tal que

si. a—8<x<a entonces |f(x)—L|<e
@ Definicion de limite por la derecha
1im+f(x) =L

si para todo nimero &€ > 0 existe un nimero 6 > 0 tal que

si. a<x<a-+ 94, entonces |f(x)—L|<e

Observe que la definicién 3 es la misma que la definicidn 2, excepto que x estd restrin-
gida a quedar en la mitad izquierda (a — 6, a) del intervalo (a — 8, a + ). En la definicién
4, x estd restringida a estar en la mitad derecha (a, a + &) del intervalo (a — 6, a + ).

I FZEIENE] Utilice la definicién 4 para demostrar que 11’r{)1+ JVx =0,

SOLUCION
1. Intuya un valor para 8. Sea & un nimero positivo dado. Aquia =0y L =0,
asi que queremos encontrar un nimero 6 tal que

si 0<x<3é, entonces |Jx —0|<e

es decir, si 0 <x < &, entonces \/x <eg

0, elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad \/; < g, obtenemos

si 0<x<3§, entonces x < &2

Esto sugiere que debemos elegir 6 = &%

2. Demuestre que este 6 funciona. Dado € > 0, sea 8 = &*. Si 0 < x < §, entonces
Vi< 8= =¢
IJx — 0| <e

De acuerdo con la definicion 4, esto demuestra que Iim, .o+ \/; =0.

Asi que,
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FEETIONE Demuestre que lim x2 = 9.
x—3

SOLUCION
1. Intuya un valor para 8. Sea € > 0 un valor dado. Tenemos que encontrar un
nimero & > 0 tal que

si. 0<|x—3|<38, entonces |[x*—9|<e

Para relacionar | x> — 9 | con | x — 3 | escribimos | x> — 9| = | (x + 3) (x — 3) |.
Entonces queremos que

si. 0<|x—3]<3d, entonces |x+3||x—3|<e

Note que si podemos encontrar un nimero constante positivo C tal que | x + 3 | < C,
entonces

|x +3]|x— 3| <Clx— 3]

y podemos hacer C| x — 3 | < e tomando | x — 3 | < &/C = 4.

Podemos encontrar tal nimero C si restringimos x a algtin intervalo centrado en 3.
De hecho, estamos interesados s6lo en valores de x cercanos a 3, asi que es razonable
suponer que x estd dentro de una distancia de 1 de 3, esto es, | x — 3 | < 1. Entonces
2 <x<4,asfque5 <x+ 3 <7.Asi, tenemos que | x + 3| < 7, y, por tanto, C = 7
es una eleccién adecuada para la constante.

Pero ahora hay dos restricciones sobre | x — 3

, haciendo

x—3I<1 x—3 <—8=—8
y
C 7

Para asegurarnos de que ambas desigualdades se satisfacen, tomamos 6 como el menor
de los dos nimeros 1y /7. La notacion para esto es 6 = min{1, /7}.
2. Demuestre que esta 8 funciona. Dado € > 0, sea 8 = min{1, &/7}. Si

0<|x—3|<$§,entonces |x =3[ <1 > 2<x<4 > |x+ 3| <7 (como
en el inciso 1). También tenemos | x — 3 | < &/7, asi que

|x2—9|=|x+3||x—3|<7-§=8

Esto demuestra que lim,.; x> = 9. [

Como se ilustra en el ejemplo 4, no siempre es facil demostrar que los enunciados de
limite son verdaderos utilizando la definicion &-6. De hecho, si tenemos una funciéon mas
complicada como f(x) = (6x> — 8x + 9)/(2x*> — 1), una demostracién requeriria una gran
cantidad de ingenio. Afortunadamente, esto es innecesario porque las leyes de los limites
establecidas en la seccién 2.3 pueden demostrarse utilizando la definicién 2, y luego los li-
mites de funciones complicadas pueden determinarse en forma rigurosa a partir de estas
leyes, sin recurrir directamente a la definicion.

Por ejemplo, para demostrar la ley de la suma: si lim,_.,f(x)=L y lim,.,g(x)=M
ambas existen, entonces

lim [f(x) + g(x)]=L+ M
Las leyes restantes se demuestran en los ejercicios y en el apéndice F.

DEMOSTRACION DE LA LEY DE LA SUMA  Sea & > 0. Debemos encontrar & > 0 tal que

si 0<|x—al<3¥, entonces |f(x)+gx)—(L+M)|<e



Desigualdad del triangulo:
la+b|<|al+[b]

(Véase el apéndice A.)
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Utilizando la desigualdad del tridngulo podemos escribir

[5] | f(x) + () = (L + M)| = |(f(x) = L) + (g(x) — M)
<|f(x) = L| + |g(x) — M|

Llevamos a cabo | f(x) + g(x) — (L + M) | menor que & haciendo cada uno de los
términos | f(x) — L |y | g(x) — M | menores que /2.
Dado que &/2 > 0 y lim,—, f(x) = L, existe un nimero §, > 0 tal que

&

si. 0<|x—al|l <3, entonces |f()c)—L\<2

Del mismo modo, puesto que lim,—., g(x) = M, existe un niimero &, > 0 tal que
. P>
si. 0<|x—a| <&, entonces \g(x)—M\<E

Sea 8 = min{d,, 6}, los mas pequefios de los nimeros 8, y 8,. Note que
sii 0<|x—a|<8$§, entonces 0<|x—a|<& y 0<|x—al<é

&€

Asique |f(x) —L|< 5

€
y o ) - M| <>
Por tanto, por [5],

| f(x) +g(x) = (L + M)| < |f(x) = L[ + |g(x) — M]|

&
<—+

£ _
2 2 ¢

Para resumir,
si. 0<|x—a|<$, entonces |f(x)+gx)—(L+M)|<e
Asi, por la definicién de limite,

lim [/(9) + g(0] = L + M

I Limites infinitos

Los limites infinitos también pueden definirse de manera precisa. La siguiente es una ver-
sion exacta de la definicion 4 de la seccion 2.2.

6] Definicion  Sea funa funcién definida sobre algiin intervalo abierto que contiene
al nimero a, excepto posiblemente en @ misma. Entonces

lim f(x) = o
significa que para todo nimero positivo M existe un nimero positivo 0 tal que

si. 0<|x—al<3d, entonces f(x)>M
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0 /a\ X

a—~6 a+ o

FIGURA 10
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FIGURA 11

Ejercicios

Esto dice que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente grandes (mds grandes
que cualquier nimero M dado), tomando x suficientemente cercano a a (dentro de una
distancia 8, donde & depende de M, pero con x # a). Una ilustracion geométrica se mues-
tra en la figura 10.

Dada cualquier recta horizontal y = M, podemos encontrar un nimero 6 > 0 tal que si
restringimos x al intervalo (¢ — 6, a + 8), pero x # a, entonces la curva y = f(x) estd por
debajo de la recta y = M. Usted puede ver que si se elige un valor muy grande de M,
entonces se puede requerir un 6 muy pequefio.

1
m 20T Utilice la definicion 6, para demostrar que lim — = o

=0 x

SOLUCION Sea M un nimero positivo dado. Queremos encontrar un ndmero & tal que

si. 0<|x| <8, entonces 1/x*>M

1 1
P —>M e < —
ero = = X [ = |x| i

Asi que si elegimos 8 = 1/y/M y 0 < |x| < 6= 1/y/M , entonces 1/x> > M. Esto
muestra que 1/x*> — % conforme x — 0. [

Del mismo modo, la siguiente es una versién precisa de la definicién 5 de la seccion 2.2.
Esto se ilustra en la figura 11.

Definicion  Sea f una funcién definida sobre algin intervalo abierto que contiene
el nimero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces

lim f(x) = —o°
xX—a
significa que para todo nimero negativo N existe un nimero positivo d tal que

si. 0<|x—a|<§, entonces f(x) <N

1. Utilice la grafica de f para encontrar un nimero 6 tal que 2. Utilice la grafica de f para encontrar un nimero 8 tal que
si |x—1]<38, entonces |f(x)—1]<02 si. 0<|x—3]|<4 entonces |f(x)—2]<0.5
y Y .
1.2 2.5
1+——— F— 5 R
0.8 i L5 |
| |
| |
| I
| |
0 07 1 X 0 263 3.8 x

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



3. Utilice la grifica dada de f(x) = Vx para encontrar un nimero

4, Utilice la gréfica dada de f(x) = x? para encontrar un nimero &

]
<]
(2}

]
1<
~J

]
<]
[--]

o tal que

si |x—4|<é, entonces |x —2]<04

y=+x

At ———

tal que
si |x — 1| <8, entonces |x>—1|<3
y
_ .2
L5 ey
1< __________
|
0.5 :
!
0 92 i 9 X

. Utilice una gréfica para encontrar un niimero 6 tal que

si < 8, entonces |tanx — 1] < 0.2

T
-
4

. Utilice una gréfica para encontrar un niimero 8 tal que

si. |x— 1/ <& entonces -04|<0.1

2x
x2+4

. Para el limite

ll'n}(x3—3x+4):6

ilustre la definicién 2 para encontrar valores de 6 que corres-
pondanae =0y e = 0.1.

. Para el limite

e™—1
Iim——=2
x—0 X
ilustre la definicién 2 para encontrar valores de § que corres-
pondanae =05y e =0.1.

. Dado que lim, > tan’x = o, ilustre la definicién 6 para

encontrar valores de 6 que correspondan a a) M = 1000 y
b) M = 10000.

. Utilice una gréfica para encontrar un niimero 8 tal que

si 5<x<5+ 68, entonces > 100

X
VJx =5

1.

12.

13.

14.
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Se requiere un tornero para fabricar un disco metalico
circular con 1000 cm? de area.
a) ¢Qué radio produce tal disco?
b) Si al tornero se le permite una tolerancia de error
de =5 cm? en el drea del disco, (qué tan cercano al
radio ideal del inciso a) debe el tornero mantener el radio?
¢) En términos de la definicién &-6 de lim,—., f(x) = L,
;Qué es x? ;Qué es f(x)? ;Qué es a? ;Qué es L?
(Qué valor de € se da? ;Cual es el valor correspondiente
de §?

Un horno de confeccién de cristales, se utiliza en la
investigacion para determinar la mejor manera de fabricar
cristales que se usaran en las partes electrénicas de

los transbordadores espaciales. Para que el crecimiento

de los cristales sea el idoneo, la temperatura se tiene que
controlar exactamente ajustando la potencia de entrada.
Suponga que la relacién se representa con

T(w) = 0.1w”> + 2.155w + 20

donde T es la temperatura en grados Celsius y w es la

potencia de entrada en watts.

a) ¢(Cudnta potencia se requiere para mantener la
temperatura a 200°C?

b) Si se permite una variacién de temperatura de
200°C *1°C, ;qué intervalo se potencia en watts se
permite para la potencia de entrada?

¢) De acuerdo con la definicién &-6 de lim,_., f(x) = L,
qué es x? ;Qué es f(x)? (Qué es a? ;Qué es L? ;Qué
valor de € se da? ;Cudl es el valor correspondiente
de 6?

a) Encuentre un nimero & tal que si | x — 2| <8,
entonces | 4x — 8 | < g, donde £ = 0.1.
b) Repita el inciso a) con € = 0.01.

Dado que lim,—>(5x — 7) = 3, ilustre la definicién 2
encontrando valores de 6 que corresponden a ¢ = 0.1,
e=0.05ye=0.0lI.

15-18 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones
utilizando la definicién e-6 de limite e ildstrelo con un
diagrama como el de la figura 9.

15.

17.

lin%(l +1ix)=2 16. lim (2x — 5) =3

1ir£1z (I —4x) =13 18. 11'11717 Bx +5)=-1

19-32 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones
utilizando la definicion e-8 de limite.

19.

21.

23.

25.

21.

29.

2+ 4

lim t_» 2. lim (3 - 4x) = -5

Phx—6 9 — 4x2
fm—— 2 _5 2 lim — =6
x—2 X — 2 x——15 3 + 2x
limx =a 24. lim c =c¢
lim x> = 26. limx*=0
x—0 x—0
lim |x| = 28 lim Y6 +x =0

lim (x* = 4x + 5) = | 30. lim (> + 2x = 7) = 1
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32. limx* =38

x—2

lfr‘£12 x*—=1=3

33.

34.

SAC| 35.

36.

37.

sigue. Suponga que el limite es L. Tome € = 3 en la definicién
de limite y trate de llegar a una contradiccidn. ]

39. Si la funcidn f estd definida por
Verifique que otra posible eleccion de 6 para mostrar que
lim,—; x> = 9 en el ejemplo 4 es § = min{2, &/8}. ) 0 si xes racional
flx) = , Lo

Verifique con argumentos geométricos que la mayor 1 si xes irracional
posible eleccién de & para demostrar que 1im, .3 x*> = 9 es
5=+9 + & — 3. Demuestre que lim, o f(x) no existe.
a) Para el limite 1fm,_,(x* + x + 1) = 3, utilice una grifica 40. Comparando las definiciones 2, 3 y 4, demuestre el teorema 1

para encontrar un valor de 8 que corresponda a ¢ = 0.4. de la seccion 2.3.
b) Utilizando un 51s.tf,:ma,alfgebralco computarizado para M. ;Qué tan cerca a —3 tiene que tomar x de manera que

resolver la ecuacién cibica x* + x + 1 = 3 + ¢, encuentre

el mayor valor posible de é que funciona para cualquier
c) Ponga ¢ = 0.4 en su repuesta del inciso b) y comparelo con .

su respuesta del inciso a). 3

| | 42. Demuestre, utilizando la definicién 6, que hII_I% m =

Demuestre que 1113 T 2 43. Demuestre que ll'rg Inx = —oo,
Demuestre que 1im Vx =a sia>0, 44. Suponga que lim,—., f(x) = « y lim,_., g(x) = ¢, donde c es un

N |[x — al
Sugerencia: utilice |f — \/E|: .
VX + \/E

. Si H es la funcién de Heaviside definida en el ejemplo 6 en la

seccion 2.2, demuestre, utilizando la definicién 2, que 1im,—o H(z)
no existe. [Sugerencia: utilice una demostracion indirecta como

m Continuidad

nimero real. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones.
) lim [£() + g()] ==
b) lim [ f(x)g(x)] = si ¢ >0

o) lim [ f(x)g(x)] = = sic<0

Como se ilustra en la figura 1, si f'es continua,
entonces los puntos (x, f(x)) en la grafica

de f tienden al punto (a, f(a)) sobre la gréafica.
Asf que no existe ninguna brecha en la curva.

’ y=flx)
) |
tiende a T f(a)
fla). T
an
0 . :1 . X
Cuando x tiende a a,

FIGURA 1

En la seccidén 2.3, hemos visto que el limite de una funcién cuando x tiende a a, con fre-
cuencia se obtiene simplemente calculando el valor de la funcién en a. Las funciones con
esta propiedad son llamadas continuas en x = a. Veremos que la definicién matemadtica de
continuidad coincide notoriamente con el sentido de continuidad que la palabra tiene en el
lenguaje cotidiano. (Un proceso continuo es uno que se lleva a cabo gradualmente, sin
interrupcién o cambio brusco.)

[1] Definicion Una funcién f es continua en un niimero x = a si

lim £() = f(@)

Note que la definicién 1 requiere implicitamente tres cosas. Si f es continua en a,
entonces:

1. f(a) esté definida (esto es, a estd en el dominio de f)
2. lim f(x) existe
3. lim f(x) = f(a)

La definicién indica que f es continua en a si f(x) tiende a f(a) cuando x tiende a a. Asi,
una funcién continua f tiene la propiedad de que un pequefio cambio en x produce s6lo un



FIGURA 2
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pequeiio cambio en f(x). De hecho, el cambio en f(x) puede mantenerse tan pequeflo como
se quiera manteniendo el cambio en x suficientemente pequefo.

Si festd definida cerca de a (en otras palabras, f'estd definida sobre un intervalo abierto
que contiene a a, excepto quizas en a), decimos que f es discontinua en a (o f tiene una
discontinuidad en «a) si f no es continua en a.

Los fenémenos fisicos son generalmente continuos. Por ejemplo, el desplazamiento o
la velocidad de un vehiculo varfan continuamente con el tiempo, como lo hace la estatura
de una persona. Pero hay otras situaciones, como la corriente eléctrica, donde ocurren
discontinuidades. [Véase el ejemplo 6 en el punto 2.2, donde la funcién de Heaviside
es discontinua en 0 porque lim,—o H(¢) no existe.]

Geométricamente, una funcién continua en cada nimero de un intervalo puede pensar-
se como una funcién cuya gréfica no tiene interrupciones. La grafica puede dibujarse sin
levantar la pluma del papel.

FEEINEN La figura 2 muestra la grafica de una funcién f. ;Para qué valores de x = a,
fes discontinua? ;Por qué?

SOLUCION Pareciera que hay una discontinuidad cuando @ = 1 porque la grafica tiene
una ruptura alli. La razén formal de que f es discontinua en 1 es que f(1) no esta
definida.

La grafica también tiene una ruptura cuando a = 3, pero la razén para la discontinuidad
es diferente. Aqui, f(3) esté definida, pero lim,_.; f(x) no existe (porque los limites por
la izquierda y por la derecha son diferentes), asi que f es discontinua en x = 3.

(Qué hay en relacién con a = 5? Aqui, f(5) estd definida y el 1im,—s f(x) existe
(porque los limites por la izquierda y por la derecha son iguales). Pero

Iim £(x) # f(5)

Asfi que fes discontinua en 5. [

Ahora veremos cémo detectar discontinuidades cuando una funcién estd definida por
una férmula.

m 24004 Doénde es discontinua cada una de las siguientes funciones?

1
. 1
Q) fl) = X2 by f) = 70
x—2 .
1 six=20
Foxo2oL
o) f) =4 x-2 d) £(x) = [x]
1 six =2

SOLUCION
a) Note que f(2) no estd definida, asi que f es discontinua en x = 2. Mds tarde veremos
por qué fes continua en todos los otros nimeros.

b) Aqui f(0) = 1 estd definida, pero
lim f(x) = 1i =
x1—>m0f X = x1~>m0 _x2

no existe. (Véase el ejemplo 8 de la seccion 2.2.) Asi que f es discontinua en x = 0.
¢) Aqui f(2) = 1 estd definida y

2-x—-2 - 2)(x + 1
mmFmLi_:m&J&J
x—2 x—2 _x—2 —

—limGx+1)=3
x—2 X 2 x—2
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existe. Pero

lim £(x) # £(2)
asf que fno es continua en x = 2.

d) La funcién entero mayor f(x) = [x] tiene discontinuidades en todos los enteros
porque lim,_., [x] no existe si n es un entero. (Véanse el ejemplo 10 y el ejercicio 51 en

la seccion 2.3). [

La figura 3 muestra las gréficas de las funciones del ejemplo 2. En cada caso la grafica
no puede ser dibujada sin levantar el 14piz del papel porque hay un agujero o ruptura o salto
en la gréfica. El tipo de discontinuidad ilustrada en los incisos a) y c) se llama removible
porque podemos remover la discontinuidad redefiniendo f s6lo en x = 2. [La funcién
g(x) = x + 1 es continua.] La discontinuidad en el inciso b) se llama discontinuidad
infinita. Las discontinuidades en el inciso d) se llaman discontinuidades de salto porque
la funcién “salta” de un valor a otro.

y y y y
1 1 1 . 1+ e—o
7
1 . X2=x—-2 .
2_x—=2 — si x#0 == #2
a) fly)="—"5" b) flr)=1 0 f=1 x-2 7 d) fx)=]x]
1 si x=0 1 si x =2
FIGURA 3

Gréficas de las funciones del ejemplo 2

@ Definicion Una funcién f es continua por la derecha de un niimero x = a si
lim f(x) = f(@

y f es continua por la izquierda de x = a si

lim f(x) = f(a)

FZETZNEN En cada entero n, la funcién f(x) = [x] [Véase la figura 3d)] es continua por
la derecha, pero discontinua por la izquierda porque

tim, f(x) = lim [x] = n = f()

pero lim f(x) = lim [x] =n — 1 # f(n) [ ]

3] Definicion Una funcién fes continua sobre un intervalo si es continua en cada
nimero en el intervalo. (Si f estd definida s6lo en un lado de un punto extremo del
intervalo, entendemos por continua en el punto extremo, como continua por la dere-
cha o continua por la izquierda.)
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m Demuestre que la funcién f(x) = 1 — /1 — x? es continua sobre el
intervalo [—1, 1].

SOLUCION Si —1 < a < 1, entonces utilizando las leyes de los limites, tenemos

Iim f(x) = lim (1 -1 -x2)

x—a

=1—1im /1 — x2 (por las leyes 2 'y 7)

xX—a

1 — , /lim (l - xz) (por laley 11)
Xx—a
1 —+1 —a? (por las leyes 2,7y 9)

= fla)
y Asi, por la definicién 1, fes continua en x = a si —1 < a < 1. Célculos similares
Fo)=1-1—x2 muestran que
1 -+ L z.
Jim f)=1=f=1) 'y  lim f(x) =1=f01)
; ; de manera que f es continua por la derecha en x = —1 y continua por la izquierda en
-1 0 1 x x = 1. Por eso, de acuerdo con la definicion 3, fes continua en [—1, 1].

La grafica de festd trazada en la figura 4 y es la mitad inferior de la circunferencia

FIGURA 4
X+ G-1)=1 ]

En lugar de aplicar siempre las definiciones 1, 2 y 3 para verificar la continuidad de una
funcién como lo hicimos en el ejemplo 4, a menudo es conveniente utilizar el siguiente
teorema, que muestra como construir funciones continuas complicadas a partir de otras
simples.

@ Teorema Sify g son continuas en x = g y x = ¢ es una constante, entonces las
siguientes funciones son también continuas en x = a:

1.f+yg 2 f—g 3 cf
4. fg 5.5 sigla) # 0

DEMOSTRACION  Cada uno de los cinco incisos de este teorema se sigue de las
correspondientes leyes de los limites de la seccién 2.3 Por ejemplo, damos
la demostracién del inciso 1. Ya que fy g son continuas en x = a, tenemos

lim f(x) = fl@) 'y  limg(x) = g(a)
Por tanto,
lim (f + g)(0) = lim [f(x) + g(x)]
= lim f(x) + limg(x) ~ (porlaley )
= fla) + g(a)
= (f+ 9

Esto demuestra que f + g es continua en x = a. [
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Del teorema 4 y la definicién 3 se deduce que si f'y g son continuas sobre un intervalo,
entonces también lo son las funciones f + g, f — ¢, cf. fg y f/g (si g no es cero). El
siguiente teorema se estableci6 en la seccion 2.3 como la propiedad de sustitucion directa.

@ Teorema

a) Cualquier funcién polinomial es continua en todo su dominio; es decir, es continua
sobre R = (—, ),

b) Cualquier funcién racional es continua siempre que esté definida; esto es, es con-
tinua en su dominio.

DEMOSTRACION
a) Una funcién polinomial es de la forma

P(x) =c,x" + comx" '+ - 4+ cix + ¢

donde ¢, ci, ..., ¢, son constantes. Sabemos que
Iim ¢y = ¢o (por laley 7)
xX—a
y lim x™ = a™ m=1,2,...,n (por la ley 9)

x—a

Esta ecuacion es precisamente la proposicion de que la funcién f(x) = x™ es una funcién
continua. Asf, por el inciso 3 del teorema 4, la funcién g(x) = cx” es continua. Como P
es una suma de funciones de esta forma y una funcién constante, se sigue del inciso 1 del
teorema 4 que P es continua.

b) Una funcién racional es una de la forma

donde Py Q son funciones polinomiales. El dominio de fes D = {x € R | Q(x) # 0}.
Sabemos del inciso a) que P y Q son continuas en todo su dominio. Asi, por el inciso 5
del teorema 4, f es continua en todo nimero en D. |

Como una ilustracion del teorema 5, observe que el volumen de una esfera varia conti-
nuamente con su radio porque la férmula V(r) = $rr® muestra que V es una funcién
polinomial de r. Del mismo modo, si una pelota se lanza verticalmente hacia arriba
con una velocidad de 50 pies/s, entonces la altura de la pelota en pies, t segundos después,
estd dada por la férmula & = 50t — 162 Otra vez, ésta es una funcién polinomial, asi que
la altura es una funcién continua del tiempo transcurrido.

Saber qué funciones son continuas nos permite evaluar muy rdpidamente algunos
limites como se ve en el siguiente ejemplo. Compdrelo con el ejemplo 2b) de la sec-
cion 2.3.

Coxt+2xr -1
m Encuentre el im ———.

x—>=2 5 — 3x
SOLUCION La funcién

x4+ 2xr -1

fo =57

es racional, asi que por el teorema 5 es continua en su dominio, que es {x | x # }.
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P(cos 6, sen 6)
R

0 (Lo  x

FIGURA 5

Otra manera de establecer los limites en [6] es
utilizar el teorema de la compresién con la
desigualdad sen 6 < 6 (para 6 > 0),

que se demostré en la seccién 3.3

<

—_
4

(98]
3
|
3
—_——— vyt -————=
o

FIGURA 6
y=tanx

En la seccion 1.6 se hace un repaso de las
funciones trigonométricas inversas.
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Por tanto,
X F2xt -1 i
Jim, = _3 Iim f(x) = f(=2)
N i
5—3(-2) 11 [ ]

Resulta que la mayor parte de las funciones conocidas son continuas en todo nimero
de su dominio. Por ejemplo, la ley 10 de los limites (pagina 100) es exactamente la propo-
sicién de que las funciones raiz son continuas.

Del aspecto de las graficas de las funciones seno y el coseno (figura 18 de la seccién
1.2), podriamos suponer con toda certeza que son continuas. De acuerdo con la defini-
cién de sen 6 y cos 6, las coordenadas del punto P de la figura 5 son (cos 6, sen 6).
Cuando 6 — 0, vemos que P tiende al punto (1, 0), asi que 6 — 1 y sen § — 0. Asi,

(6] lim cos 6 = 1 limsen6 = 0
0—0 0—0
Dado que cos 0 = 1y sen 0 = 0, las ecuaciones en [6] afirman que las funciones coseno y
seno son continuas en 0. Las férmulas de adicién para senos y cosenos pueden ser utilizadas
entonces para deducir que estas funciones son continuas para toda x (ejercicios 60 y 61).
Del inciso 5 del teorema 4, se deduce que

sen x

tanx =
COS X

es continua, excepto donde cos x = 0. Esto sucede cuando x es un nimero entero
impar miltiplo de /2, asi que y = tan x tiene infinitas discontinuidades cuando
x = *m/2, *37/2, £57/2,y asi sucesivamente (figura 6).

La funcién inversa de cualquier funcién continua uno a uno también es continua. (Este
hecho se comprueba en el apéndice F, pero la intuicién geométrica lo hace parecer
razonable: la grafica de /! se obtiene reflejando la grafica de frespecto a la recta y = x. Tam-
bién, si la grafica de f no tiene ruptura alguna, tampoco la tiene la grafica de f'.) De este
modo, las funciones trigonométricas inversas son continuas.

En la seccién 1.5 definimos la funcién exponencial y = a* de modo que se llenaran los
huecos en la grifica de esta funcién donde x es racional. En otras palabras, la simple defini-
cién de y = a* la hace una funcién continua en R. Por tanto, su funcién inversa y = log,x es
continua sobre (0, ®).

Teorema Los siguientes tipos de funciones son continuas en todo nimero de sus
dominios:

funciones polinomiales funciones racionales funciones raiz

funciones trigonométricas funciones trigonométricas inversas

funciones exponenciales funciones logaritmicas

Inx + tan"x?

FEETI0ER (En dénde es continua la funcién f(x) = p—
% —

SOLUCION Por el teorema 7 sabemos que la funcién y = In x es continua para x > 0
y y = tan"'x es continua sobre R. Asi, por el inciso 1 del teorema 4, y = In x + tan 'x es
continua sobre (0, ). El denominador, y = x*> — 1, es una funcién polinomial, de modo que
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Este teorema expresa que puede moverse un
simbolo de limite a través de un simbolo de
funcién si la funcién es continua y el limite
existe. En otras palabras, puede invertirse el
orden de estos dos simbolos.

es continua para toda x. Por tanto, por el inciso 5 del teorema 4, f es continua en todos
los nimeros positivos x, excepto donde x> — 1 = 0. Por ende, f es continua sobre los
intervalos (0, 1) y (1, *). [

m Evalde lim

i—m 2 4+ cosx

senx

SOLUCION El teorema 7 nos dice que y = sen x es continua. La funcién en el denomina-
dor, y =2 + cos x, es la suma de dos funciones continuas y en consecuencia es conti-
nua. Note que esta funcion jamds es cero porque cos x = —1 para toda x y también

2 + cos x > ( para toda x. Asi, el cociente

sen x

fl) =

2 + cosx

es continuo para toda x. Por tanto, mediante la definicién de funcién continua,

i sen x lim £(x) = £ () sen T 0 0 —
im————— = lim f(x) = f(m) = = =
=72 4+ cosx a—m 2+cosm 2-—1

Otra manera de combinar las funciones continuas fy g para obtener una nueva funcién
continua es formar la funcién compuesta f° g. Este hecho es una consecuencia del siguien-
te teorema.

Teorema Si fes continua en b, y lim g(x) = b, entonces lim f(g(x)) = f(b).

En otras palabras,

tim f(g(x) = £ (lim g(x))

Intuitivamente, el teorema 8 es razonable porque si x estd cerca de a, entonces g(x) esta
cerca de b, y como fes continua en b, si g(x) estd cerca de b, entonces f(g(x)) estd cerca de
f(b). En el apéndice F se proporciona una demostracion del teorema 8.

1 —x

FETENEN Evalie 1im arcsen <i>
x—1

SOLUCION Ya que arcsen es una funcién continua, aplicamos el teorema 8:

) 1 — Jx 1= Jx
Iim arcsen| —— | = arcsen| lim ————
a1 1 —x x—1 1 —x

- arcsen<1gr; = \};_) (ﬁ ﬁ))

1
- lim ————
arcsen<xlgll 1+ x )

T
= arcsen — = —
2 6 |

Aplicamos el teorema 8 en el caso especial donde f(x) = {/x, donde n es un entero
positivo. Entonces

f(9(x) = Ygx)



FIGURA 7
y=In(1 + cos x)
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y f (lgn g(x)) = /lim (x)

Si sustituimos estas expresiones en el teorema 8 obtenemos

lim g(x) = /1im g(x)

con lo que queda demostrada la ley 11 de los limites. (Suponiendo que las raices existen.)

@ Teorema Sig es continua en x = a y f es continua en g(a), entonces la fun-
cién compuesta f o g dada por (fo g)(x) = f(g(x)) es continua en x = a.

A menudo, este teorema se expresa de manera informal diciendo: “una funcién conti-
nua de una funcién continua es una funcién continua”.

DEMOSTRACION Como g es continua en x = a, tenemos

lim g(x) = g(a)

Puesto que f'es continua en b = g(a), podemos aplicar el teorema 8 para obtener

lim £(g(x)) = f(9(a))

que es precisamente la proposicion de que la funcién h(x) = f (g(x)) es continua en x = a;
es decir, fo g es continua en x = a. |

m =400 En donde son continuas las siguientes funciones?
a) h(x) = sen(x?) b) F(x) = In(1 + cosx)

SOLUCION
a) Tenemos h(x) = f(g(x)), donde

gl) =x* y  f(x) =senx

Ahora g es continua sobre R puesto que es una funcién polinomial, y f también es conti-
nua para toda x. Por consiguiente, 4 = f o g es continua sobre R por el teorema 9.

b) Con base en el teorema 7, sabemos que f(x) = In x es continua y g(x) = 1 + cos x es
continua (porque tanto y = 1 como y = cos x son continuas). Por tanto, del

teorema 9, F(x) = f(g(x)) es continua siempre que esté definida. Ahora bien,

In(1 + cos x) estd definida cuando 1 + cos x > 0. De este modo, no esta

definido cuando cos x = —1, y esto sucede cuando x = £, X3, ... Asi,
F tiene discontinuidades cuando x es un mdltiplo impar de 7 y es continua sobre
los intervalos entre estos valores (véase la figura 7). [ |

Una propiedad importante de las funciones continuas se expresa con el siguiente
teorema, cuya demostracion se encuentra en libros mas avanzados de calculo.

Teorema del valor intermedio  Suponga que f'es continua sobre el intervalo cerrado
[a, b] y sea N cualquier nimero entre f(a) y f(b), donde f(a) # f(b). Entonces existe
un nimero c en (a, b) tal que f(c) = N.
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El teorema del valor intermedio establece que una funcién continua toma todos los
valores intermedios entre los valores de la funcién f(a) y f(b). Este hecho se ilustra en la
figura 8. Observe que el valor N puede tomarse una vez [como en la parte a)] o mas de una
vez [como en la parte b)].

y y
fib) f(b)
N y=fx)
N
fla) y=f fla)
0 z; c b ¥ 0 a ¢ I ¢ b ¥
FIGURA 8 a) b)

Si piensa en una funcién continua como en una funcién cuya grafica no tiene huecos
o rupturas, es facil creer que el teorema del valor intermedio es verdadero. En térmi-
nos geométricos, sefiala que si se da cualquier recta horizontal y = N entre y = f(a) y
y = f(b), como en la figura 9, entonces la grafica de f no puede saltar la recta: debe inter-
secar y = N en alguna parte.

y
fla)
y=fx)
N y=N
f(b)
0 ;1 [; X
FIGURA 9

Es importante que la funcién f del teorema 10 sea continua. En general, el teorema del
valor intermedio no se cumple para las funciones discontinuas (véase el ejercicio 48).

Un uso del teorema del valor intermedio es en la busqueda de las raices de ecuaciones,
como en el ejemplo siguiente.

I BFETEINEL] Demuestre que existe una raiz de la ecuacién

4’ —6x* +3x —2=0
entre 1y 2.
SOLUCION Sea f(x) = 4x*> — 6x2 + 3x — 2. Buscamos una solucién de la ecuacién

dada; es decir, un niimero c entre 1y 2 tal que f(c) = 0. Por tanto, tomando a = 1,
b =2y N = 0en el teorema 10, tenemos

f)=4—-6+3-2=-1<0
y f2)=32-24+6-2=12>0

Asi, f(1) < 0 < f(2); es decir, N = 0 es un nimero entre f(1) y f(2). Ahora bien, fes
continua porque es polinomial, de modo que el teorema del valor intermedio afirma
que existe un nimero c entre 1 y 2 tal que f(c¢) = 0. En otras palabras, la ecuacién
4x3 — 6x* + 3x — 2 = 0 tiene por lo menos una raiz c en el intervalo (1, 2).

De hecho, podemos localizar con mayor precisién una raiz aplicando de nuevo el
teorema del valor intermedio. Puesto que

f(12)=-0.128<0 vy £(1.3) = 0548 > 0
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una raiz debe estar entre 1.2 y 1.3. Una calculadora da, por ensayo y error,

f(1.22) = —0.007008 < 0 y

f(1.23) = 0.056068 > 0

asi que la raiz esta en el intervalo (1.22, 1.23) [

Podemos utilizar una calculadora graficadora o computadora para ilustrar el uso del
teorema del valor intermedio en el ejemplo 10. La figura 10 muestra la grafica de f en
el rectdngulo de vista [—1, 3] por [—3, 3], y puede usted ver que la gréfica cruza el eje x
entre 1 y 2. La figura 11 muestra el resultado de un acercamiento en un rectingulo de vista

[1.2, 1.3] por [—0.2, 0.2].

3 0.2

-1 /_/ 3 1.2 1.3
-3 -0.2

FIGURA 10 FIGURA 11

De hecho, el teorema del valor intermedio desempefia un importante papel en el modo
en que funcionan estos dispositivos de graficaciéon. Una computadora calcula un niimero
finito de puntos de la grafica y activa los pixeles que contienen estos puntos calculados. Se
supone que la funcién es continua y toma todos los valores intermedios entre dos puntos
consecutivos. La computadora une los pixeles activando aquellos intermedios.

m Ejercicios

1. Escriba una ecuacion que exprese el hecho de que una funcién
fes continua en el nimero 4.

2. Si fes continua sobre (—%, ®), ;qué puede decir acerca de su
grafica?

3. a) A partir de la grafica de f, establezca el nimero en el cual
fes discontinua y explique por qué.
b) Para cada uno de los nimeros que se obtuvieron en el inciso
a), determine si fes continua por la derecha, por la izquierda
o por ninguno de los dos lados.

4';
.\I)
o
S
~
o)}
=

Se requiere calculadora graficadora o computadora

4. A partir de la grafica de g, establezca los intervalos sobre los
que g es continua.

/\f t

5-8 Dibuje la gréfica de una funcién f que es continua, a excepcién
de la discontinuidad sefialada.

y

5. Discontinua, pero continua por la derecha, en x = 2.

6. Discontinuidades en x = —1 y x = 4, pero continuas por la
izquierda en x = —1 y por la derecha en x = 4.

1. Discontinuidad removible en x = 3, discontinuidad de salto
enx =1>5.

8. Ni por la izquierda ni por la derecha es continua en x = —2,
continua sélo por la izquierda en x = 2.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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9. El peaje T que se cobra por conducir en un determinado tramo
de una carretera es de $5, excepto durante las horas pico (entre
las 7 y las 10 y entre las 16 y 19 horas) cuando el peaje
es de $7.

a) Esboce una grifica de T como una funcién del tiempo ¢,
medido en horas pasada la medianoche.

b) Analice las discontinuidades de esta funcion y su signifi-
cado para alguien que utiliza la carretera.

10. Explique por qué cada una de las siguientes funciones es conti-

nua o discontinua.

a) La temperatura en una localidad especifica como una
funcién del tiempo

b) La temperatura en un momento determinado como una
funcidn de la distancia al oeste de la ciudad de Nueva York

¢) La altitud sobre el nivel del mar como una funcién de la
distancia al oeste de la ciudad de Nueva York

d) El costo de transportarse en taxi como una funcién de la
distancia de traslado

e) La corriente en un circuito de iluminacién en una habitacién
como una funcién del tiempo

11. Sif'y g son funciones continuas tales que g(2) = 6y
lim, ., [3f(x) + f(x)g(x)] = 36, encuentre f(2).

12-14 Utilice la definicién de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es
continua en el nimero dado x = a.

12. f(x) = 3x* — 5x + x> + 4,

13. f(x) = (x + 2x°)*, a=—1

2t — 3¢?

14. h(r) = ﬁ’

a=1

15-16 Utilice la definicién de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es
continua sobre el intervalo dado.

570 = 20 0
6. g(x) =23 —x, (-%,3]

17-22 Explique por qué cada una de las siguientes funciones es dis-
continua en el nimero dado x = a. Dibuje la gréfica de la funcién.

1. f(x) =

six=1

COS X six<O0
six=20
l—x2 six>0

2. f(x) =

X +
2. f(x) = [xl stx 7l a=1

2x2—5x—3
x—3
6 six=3

2. f(x) = six#3

23-24 ;Cémo podria “remover la discontinuidad” en cada una de
las siguientes funciones? En otras palabras, ;cémo redefiniria f(2)
a fin de que sean continuas en x = 2?

xP—x—-2 x* =8

5 24'f(x):x2,4

23. f(x) =

25-32 Utilizando los teoremas 4, 5, 7 y 9, explique por qué cada
una de las siguientes funciones es continua en todo nimero de su
dominio. Determine el dominio.

2% Foy =2 =1 2. G(x) = L
e N

21. O(x) = % 28. R(1) = m

29. A(1) = arcsen(1 + 21) 30. B(x) = %

31. M(x) = H 32. N(r) =tan"'(1 + ")

{4 33-34 Identifique las discontinuidades de cada una de las siguientes

funciones e ildstrelas con una grafica.

33 y= 34. y = In(tan’x)

1+ e'”

35-38 Utilice la continuidad para evaluar cada uno de los siguientes
limites.

+
35. lim 54V

=4 /5 + x

36. lim sen(x + senx)

x—1

37, lime* 38. 1im arctan| —
. m 5 marctan| ——————
e 2 3% - 6

39-40 Demuestre que cada una de las siguientes funciones es
continua sobre (—o, ),

x* six<l1

B f = {\/; six=1

0. F() senx six < /4
. f(x) =
cosx six=mw/4

41-43 Encuentre los niimeros en los que fes discontinua. {En cua-
les de estos nimeros f es continua por la derecha, por la izquierda o
por ninguna de las dos? Trace la gréfica de f.

1+x> six<O0
2 —x si0<x<2
(x —2)? six>2

a. flx) =



x+ 1 six<1

42, f(x) =41/x sil<x<3
Vx—3 six=3
x+2 six<O0

43, f(x) =4 e sio=sx=<1

2—x six>1

44. La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa
unitaria a una distancia r del centro del planeta es

GMr .
3 sir<R
F(r) =
GM .
3 sir=R
’

donde M es la masa de la Tierra, R su radio y G la constante
gravitacional. jEs F una funcién continua de r?

45. ;Para qué valor de la constante c la funcion f'es continua sobre
(=0, )7

x>+ 2x six<?2
f(x)={

—cx six=2

46. Encuentre los valores de a y b que hacen a f continua para

toda x.
2
—4
al six<?2
() = x—2
Sl ax>—bx+3 si2=<x<3
2x —a+b six=3

47. ;Cuadl de las funciones f siguientes tiene discontinuidad remo-
vible en x = a? Si la discontinuidad es removible, determine
una funcién g que concuerde con f para x # a y sea continua en

X =da.
4 _

) f=""1 -
x—1
3 _ 2 _

b) f(x)=u, a=2

x—2

¢) f(x) =[senx], a=m

48. Suponga que una funcién f es continua sobre [0, 1], excepto en
0.25 y que f(0) = 1y f(1) = 3. Sea N = 2. Trace dos posibles
graficas de f, una en que se muestre que f podria no satisfa-
cer la conclusién del teorema del valor intermedio y la otra
que muestre que f todavia podria satisfacer ese teorema (aun
cuando no satisfaga la hipétesis).

49. Si f(x) = x> + 10 sen x, demuestre que existe un nimero c tal
que f(c) = 1000.

50. Suponga que f es continua sobre [1, 5] y las tnicas soluciones
de la ecuacién f(x) = 6 sonx = 1 y x = 4. Si f(2) = 8, expli-
que por qué f(3) > 6.

SECCION 2.5 CONTINUIDAD 129

51-54 Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
existe una raiz en cada una de las ecuaciones dadas en el intervalo
especificado.

52 Jx=1-x, (0,1

54. senx = x> —x, (1,2

5. x* +x—3=0, (1,2
53. ¢ =3 —2x, (0,1)

55-56 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones

tiene cuando menos una raiz real.

b) Utilice su calculadora para hallar un intervalo de longitud 0.01
que contenga una raiz.

55. cos x = x° 56. Inx =3 — 2x

[ 57-58 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones

tiene cuando menos una raiz real.
b) Utilice un dispositivo de graficacién para encontrar la raiz
correcta hasta tres cifras decimales.

57. 100e™'° = 0.01x> 58, arctanx = | — x

59. Demuestre que f'es continua en a si y s6lo si
lim f(a + h) = f(a)

60. Para demostrar que la funcién seno es continua necesita demos-
trar que lim,—, senx = sena para todo nimero real x = a.
Segtn el ejercicio 59, una proposicién equivalente es que

Ih’rr(l) sen(a + h) = sena

Aplique @ para demostrar que esto es cierto.
61. Demuestre que la funcién coseno es continua.
62. a) Demuestre el teorema 4, inciso 3.

b) Demuestre el teorema 4, inciso 5.

63. ;Para qué valores de x es f continua?

) 0 si xesracional
x) = . .
1 si xes irracional

64. ;Para qué valores de x es g continua?

0 si xesracional
glx) = . .
X si xes irracional

65. ;Existe un nimero que es exactamente 1 mas que su cubo?

66. Siay b son niimeros positivos, demuestre que la ecuacion

a b

+ —0
X+2x2—-1 x¥4+x-2

tiene por lo menos una solucién en el intervalo (—1, 1).
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67. Demuestre que la funcién ¢) (Lo inverso de la proposicion del inciso b) también es
verdadero? En otras palabras, si | f| es continua, ;se deduce
que f'es continua? De ser asi, demuéstrelo. En caso de no
ser asi, halle un contragjemplo.

x*sen(1/x) six#0

fl) = A
0 six=0
69. Un monje tibetano sale del monasterio a las 7:00 y emprende
su camino habitual hacia la cima de la montafia, adonde llega

es continua sobre (—oo, ©) - .. .. .
’ a las 19:00. La mafiana siguiente inicia el regreso desde la cima

68. a) Demuestre que la funcién valor absoluto F(x) = | x | es con- por la misma ruta a las 7:00 y llega al monasterio a las 19:00.
tinua para toda x. Mediante el teorema del valor intermedio demuestre que existe
b) Demuestre que si f'es una funcién continua sobre un un punto a lo largo de la ruta que el monje cruzara exactamente
intervalo, entonces también lo es | f|. a la misma hora en ambos dias.

m Limites al infinito, asintotas horizontales

En las secciones 2.2 y 2.4 se trataron los limites infinitos y las asintotas verticales. Ah{
aproximamos x a un nimero y vimos que los valores de y se vuelven arbitrariamente gran-

X ) des (ya sean positivos o negativos). En esta secciéon haremos x arbitrariamente grande en
0 9 magnitud y observaremos qué ocurre con y.
+1 0 Empecemos por investigar el comportamiento de la funcién f definida por
*2 0.600000 =1
+3 0.800000 fO =57
*4 0.882353
*5 0.923077 a medida que x se hace grande. La tabla al margen da valores de esta funcién con una
*10 0.980198 aproximacion de seis decimales, y en la figura 1 se ha trazado la gréfica de f por medio de
*50 0.999200 la computadora.
*100 0.999800
+1000 0.999998 y
y=1

FIGURA 1

Conforme x crece mas y mas, puede verse que los valores de f(x) se aproximan cada
vez mas a 1. De hecho, parece que puede acercar cuanto quiera los valores de f(x) a 1
eligiendo una x lo suficientemente grande. Esta situacién se expresa en forma simbdlica
escribiendo

x2—1
lim ——— =
x—e x4+ 1

1

En general, utilizamos la notacién
lim f(x) =L
X

para indicar que los valores de f(x) tienden a L conforme x se hace mds y mds grande.

E] Definicion  Sea f una funcién definida sobre algtin intervalo (a, ). Entonces

lim f(x) = L

significa que los valores de f(x) pueden aproximarse arbitrariamente a L tanto como
desee, eligiendo a x suficientemente grande.




FIGURA 2
Ejemplos que ilustran lim f(x)=L

y
y=fx)
y=L
0 X
y
y=rf)
y=L
0 X
FIGURA 3

Ejemplos que ilustran lim f(x) =L
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Otra notacién para lim, ... f(x) = L es
f(x)— L conforme x—

El simbolo o no representa un niimero. No obstante, la expresion 1im f(x) = L a menudo
oo
se lee como

“el limite de f(x) cuando x tiende al infinito, es L”
0 “el limite de f(x), cuando x se va al infinito, es L”
o bien “el limite de f(x), cuando x crece sin cota, es L”.

El significado de estas frases estd dado por la definicién 1. Al final de esta seccién, se
encuentra una definicién mds precisa, utilizando la definicién e-6 de la seccién 2.4.

En la figura 2 se muestran ilustraciones geométricas de la definicioén 1. Advierta que hay
muchas maneras de aproximar la grifica de f'a la recta y = L (la cual se llama asintota
horizontal) a medida que usted ve hacia el extremo derecho de cada grafica.

Si regresa a la figura 1, verd que para valores negativos de x grandes en magnitud, los
valores de f(x) estan cercanos a 1. Al decrecer x a través de valores negativos sin cota, puede
acercar cuando quiera f(x) a 1. Esto se expresa escribiendo

2
1
lim > -

=1
X—>—» x2 + 1

La definicién general es como sigue.

@ Definicion  Sea f una funcién definida sobre algin intervalo (—, a). Entonces
h’rzl flx) =1L

significa que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente cercanos a L haciendo
que x sea negativa y suficientemente grande en magnitud.

Es necesario subrayar que el simbolo — no representa un nimero, pero la expresion
lim f(x) = L se lee a menudo como
X— —x

“el limite de f(x), cuando x tiende al infinito negativo o a menos infinito, es L”.

La definicién 2 se ilustra en la figura 3. Observe que la gréfica tiende a larectay = L a
medida que vemos hacia el extremo izquierdo de cada gréfica.

@ Definicion La recta y = L se llama asintota horizontal de la curva y = f(x) si

Iim f(x) = L 0 lim f(x) =1L
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NS

wly

FIGURA 4
y=tan'x

FIGURA 5

Por ejemplo, la curva que se ilustra en la figura 1 tiene a la recta y = 1 como asintota
horizontal porque

2
xt =1
lim ———=1
x—w x° + 1
Un ejemplo de una curva con dos asintotas horizontales es y = tan™'x. (Véase la figura 4.)

En efecto,

. -1 m P -1 m
E lim tan"'x = —— lim tan” 'x = —
X—>—% 2 X—>% 2

de modo que las rectas y = —ar/2 y y = /2 son asintotas horizontales. (Esto se

sigue del hecho de que las rectas x = *47/2 son asintotas verticales de la gréfica de
y = tan x.)

m Encuentre los limites infinitos, los limites en el infinito y las asintotas para
la funcién f cuya grafica se muestra en la figura 5.

SOLUCION Vemos que los valores de f(x) se vuelven grandes cuando x — —1 por ambos
lados, asi que

11’r{1l f(x) =

Advierta que f(x) se hace negativo grande en magnitud cuando x tiende a 2 por la izquier-
da, pero grande positivo cuando x tiende a 2 por la derecha. De este modo,

lim f(x) = —= 'y lim f(x) = o
Del comportamiento de estos limites, las dos rectas x = —1 y x = 2 son asintotas

verticales.
Cuando x es muy grande, parece que f(x) tiende a 4. Pero, a medida que x decrece a
través de valores negativos, f(x) tiende a 2. Por tanto,

lim f(x) = 4 y lim flx) =2
Esto significa que tanto y = 4 como y = 2 son asintotas horizontales. |

1

1
220 PS Encuentre Iim — y lim —.

x—o X x—>-—w X

SOLUCION Observe que cuando x es grande, 1/x es pequefio. Por ejemplo,

1
L = 0.01 = 0.0001 ———— = 0.000001
100 10000 1000000

De hecho, si elige una x suficientemente grande, puede aproximar 1/x a 0 cuanto quiera.
Por tanto, segtin la definicién 1, tenemos

1
Iim—=20
xow X
Un razonamiento similar hace ver que cuando x es negativo grande en magnitud, 1/x es
pequefio negativo; de este modo, también se tiene que
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Se infiere que la recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la curva y = 1/x (que
es una hipérbola equildtera; véase figura 6). |

La mayor parte de las leyes de los limites que se dieron en la seccién 2.3 también se
cumplen para los limites en el infinito. Puede demostrarse que las leyes de los limites, cuya
lista se da en la seccion 2.3 (con la excepcion de las leyes 9 y 10), también son vdlidas si

0 Y “x—a” se reemplaza con “x — *” 0 con “x — —”. En particular, si combinamos las
leyes 6 y 11 con los resultados del ejemplo 2, obtenemos la siguiente importante regla para
el calculo de limites.

FIGURA 6 . . :
1 1 5] Teorema Sir > 0 es un nimero racional, entonces
Iim—==0, lim —=0
x—o X x——0o X 1
Iim—=20
x—x X

Si r > 0 es un nimero racional tal que x” estd definida para toda x, entonces

W EEETE Evalde

o 3xrT—x—2
lim ————
x—e 5x° + 4x + 1

e indique cudles propiedades de los limites se utilizaron en cada paso.

SOLUCION Cuando x es muy grande, tanto numerador como denominador son muy
grandes, asi que no es obvio qué pasa con su cociente. Necesitamos hacer algo de
dlgebra preliminar.

Para evaluar el limite en el infinito de cualquier funcién racional, primero dividimos
el numerador y el denominador por la potencia mayor de x que hay en el denominador.
(Suponemos que x # 0, ya que estamos interesados solo en valores muy grandes de x).
En este caso, la potencia mayor del denominador es x2, asi que tenemos

3 —x—2 - 12
o 3xrT—x—2 ) x? ) x  x’
lim —————= lim——5——— = lim
x—o S5x° + 4x + 1 x—e 5x° + 4x + 1 x> 4 1
2 St—+—
X X X
) 1 2
Iim(3 - ——-—
x—o X X
= (por la ley de los limites 5)
; 4 1
lim|5+ —+ —
x> X X
; . o1
lim 3 — lim — — 2 lim —
x—0 x—© X x—w X

= 1 1 (por las leyes 1, 2y 3)
lim 5 + 4 lim — + lim —

x— x—% X x—% X
3-0-0 ( laley 7 1 5)
B —— or la 1e 7 el teorema 2
5+0+0 pori e
3
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y Un célculo semejante muestra que el limite cuando x — —oc también es 2. En la figura 7
y=0.6 se ilustran los resultados de estos calculos mostrando cémo la grafica de la funcién
\ 0 . > racional dada se aproxima a la asintota horizontal y = g |

24 {0EE Encuentre la asintotas horizontales y verticales de la grafica de la funcién

V2x2+ 1
3x —

flx) = 5

SOLUCION Al dividir entre x tanto el numerador como el denominador y aplicar las pro-
piedades de los limites, tenemos

FIGURA 7
y= 3x"—x—2
S 5P+ 4x+1
Swtdx EVCTEE -
Iim—————= lim——— (ya que y/x? = x parax > 0)
x—o 3x — 5§ x—® B 5
X
Ii ! lim 2 + 1i !
im — im im—
_xo 2 x> X—> x2 - \/m o \/5
) ) 1 3—-5-0 3
Iim - = lim 3 — 5 lim —
oS X jouren x>
Por tanto, la recta y = \/E /3 es una asintota horizontal de la grafica de f.
En el célculo del limite conforme x — —, debemos recordar que para x < 0, tene-
mos v/x2 = | x| = —x. Asf que cuando dividimos el numerador entre x, para x < 0
obtenemos
1 —— 1 — 1
—J2xP+ 1l=——=2x>+ 1= —{ |2 +—
~J =V J K
Por tanto,
2 + 1 1
im —
o2+ 1 i x? V2
s 3
x—>—® X — x——®
- — 3—5 lim —
X X X
y s .-, , .
Asi que la recta y = —+/2 /3 también es una asintota horizontal.
Es probable que haya una asintota vertical cuando el denominador, 3x — 5, es 0; esto
5 : 5 5 . 2
es, cuando x = 3. Si x esta cerca de 5y x > 3, entonces el denominador estd cerca de 0 y
y= % 3x — 5 es positivo. El numerador +/2x2 + 1 es siempre positivo, asi que f(x) es positivo.
Por tanto,
x ) V2x2+ 1
2 Iim —f/————=x
y=-3 =63t 3x — 5
s Si x esta cerca de %, pero x < %, entonces 3x — 5 < 0, asf que f(x) es negativo grande. Asi,
3

. V2x2+ 1

Iim ——— = —»
FIGURA 8 - 3x—5

x—(5/3)
V2x2+1

YT T3x-5 La asintota vertical es x = 3. Las tres asintotas se muestran en la figura 8. [



Puede considerar que la funcién dada tiene un
denominador igual a 1.

y
y=vx*+1—x
1¥
] x

FIGURA 9

FIGURA 10
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EEGTHE Calcule lim (V¥ 1 — ).

SOLUCION Ya que tanto 4/x2 + 1 como x son muy grandes cuando x es grande, es dificil
ver qué pasa con su diferencia, asi que utilizamos el dlgebra para reescribir la funcién.
Primero multiplicamos el numerador y el denominador por el radical conjugado:

/2
lim (VX2 + 1 — x) = lim (Vx> + 1 — x)\/xz—i—iix
x—® x—>® X X

(x2+ 1) — x?

=lim —F——
X—%® \/)C2 +1+x

.

1
Iim ——
x— \/.Xf2 +1+x

Observe que el denominador de esta tltima expresion ( x*+1+ x) resulta muy grande
cuando x — % (mds grande que x). Asi que

. ) 1 _
fin (V3T =) =M s =

La figura 9 ilustra este resultado. [

1
m Evalte el lim arctan( )
x—2* x—2

SOLUCION Si hacemos t = 1/(x — 2), sabemos que ¢t — « cuando x — 2*. Por tanto, por
la segunda ecuacién en , tenemos

x—2 1—o0

x—2+

T
lim arctan( ) = lim arctan ¢t = ? [ |

La gréfica de la funcién exponencial natural y = e* tiene a la recta y = 0 (el eje x)
como una asintota horizontal. (Lo mismo es verdadero para cualquier funcién exponen-
cial con base @ > 1). De hecho, de la grafica en la figura 10 y la correspondiente tabla de
valores, vemos que

(6] Ifim e* =0

xX—>—w

Note que los valores de e* se aproximan a 0 muy rapidamente.

y X e*
y=e' 0 1.00000
~1 036788
) 0.13534
1 -3 0.04979
/ -5 0.00674
" . -8 0.00034
o 1 v ~10 0.00005




136 CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

[ilZ La estrategia para resolver los problemas
6y 7 es introducir algo extra (véase la pagina
75). Aqui, el algo extra, el elemento auxiliar, es
la nueva variable 7.

FIGURA 11
limx*=oc0, lim x*=—c0

x—o

x——00

100 1

FIGURA 12
e es mucho mds grande que
x3 cuando x es muy grande.

M BEENE Evalde lim e,

SOLUCION Si hacemos ¢ = 1/x, sabemos que t — — cuando x — 0~. Por tanto, por IE,

lim ¢'* = lim ¢' =0

x—0" t——®

(Véase el ejercicio 75.) [ |

24 J0EH Evalie 1im sen x.

x>
SOLUCION Conforme x crece, los valores de sen x oscilan infinitamente entre 1 y —1, asi
que no se aproximan a ningin ntmero definido, por lo que Iim, ... sen x no existe. .

I Limites infinitos en el infinito

La notacién
lim f(x) = o

se utiliza para indicar que los valores de f(x) se hacen mds grandes cuando x se hace muy
grande. Un significado similar estd asociado con los siguientes simbolos:

lim f(x) = oo lim f(x) = —o0 Iim f(x) = —o0

FFETIOER Encuentre 1im x* y lim x°.
e P

SOLUCION Cuando x se hace m4s grande, x* también se hace grande. Por ejemplo,

10* = 1000 100* = 1000000 1000* = 1000000000

De hecho, podemos hacer x* tan grande como queramos tomando x suficientemente
grande. Por esta razén, podemos escribir

lim x* = «

xX—>0

Del mismo modo, cuando x es muy grande negativo, también lo es x*. Asi que

lim x* = —o

Estos limites establecidos también pueden verse en la grifica de y = x* en la figura 11.

|
En la figura 10 vemos que

lim e* = o

e
pero, como se observa en la figura 12, y = e* se hace mds grande cuando x — %, con
mucha mayor rapidez que y = x°.

FEETIOETN Encuentre lim (x> — x).

x—w

SOLUCION Serfa un error escribir

lim (x> — x) = lim x> — limx = o — =

x> X oo
Las leyes de los limites no pueden aplicarse a limites infinitos porque % no es un nimero
(%0 — % no puede definirse). Sin embargo, podemos escribir

lim (x> — x) = limx(x — 1) =

x—®

debido a que tanto x como x — 1 se hacen arbitrariamente grandes y, por tanto, también
su producto. |



FIGURA 13
y=(x—2*x +1*x—1)
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x4 x

m Encuentre lim 3 .

x—® — X

SOLUCION Como en el ejemplo 3, dividimos el numerador y el denominador entre la
mayor potencia de x en el denominador, que es justamente x:

Cox*+x . x+1
Iim = lim = —x
x—0 S—x _}[%303
=1
X
yaquex + 1 —>oy3/x — 1 — —1 conforme x — o, [

El siguiente ejemplo muestra que utilizando limites infinitos al infinito, ademds de las
intersecciones, podemos tener una idea general de la grafica de una funcién polinomial
sin tener que disponer de un gran nimero de puntos.

W RFETEEEH Trace la grifica de y = (x — 2)*(x + 1)*(x — 1) encontrando las inter-
secciones y sus limites cuando x — % y cuando x — —oe.

SOLUCION La interseccién con el eje y es f(0) = (—2)*(1)’(—1) = —16y las intersecciones
con el eje x, x = 2, —1, 1 se encuentran haciendo y = 0. Note que puesto que (x — 2)*
es positivo, la funcién no cambia de signo en 2; asi que la grafica no cruza el eje x en 2.
La gréfica interseca el eje xen —1 y 1.

Cuando x es un nimero positivo muy grande, todos los factores son muy grandes,
asi que

Iim x=—2*x+ 1)Px—1) ==

Cuando x es un nimero negativo muy grande, el primero de los factores es un niimero
positivo muy grande y los factores segundo y tercero son negativos muy grandes, asi que

Iim (x — 2)*(x + 1)’(x — 1) =
Combinando esta informacién, obtenemos el esbozo de la grafica de la figura 13.  m—m

I Definicion precisa

La definicién 1 puede establecerse de manera precisa como sigue.

Definicion  Sea f'una funcién definida sobre algiin intervalo (a, ). Entonces
lim f(x) = L
significa que para toda € > 0 existe un correspondiente nimero N tal que

si. x>N, entonces |f(x)—L|<e

En palabras, esto indica que los valores de f(x) pueden acercarse arbitrariamente a L
(dentro de una distancia e, donde € es cualquier niimero positivo) tomando x suficiente-
mente grande (mds grande que N, donde N depende de ¢). Graficamente, esto nos dice
que eligiendo x suficientemente grande (mds grande que algin nimero N) podemos
hacer que la gréfica de f esté atrapada entre las rectas horizontales dadasy = L — ey
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y = L + & como se ve en la figura 14. Esto debe ser verdadero sin importar qué tan
pequeiio elijamos €. La figura 15 muestra que si elegimos un valor de € muy pequefio,
entonces puede necesitarse un valor de N muy grande.

y
=Jx
y—L+e y=f(x
3 Te } f(x)esta
te aqui
y=L—¢
0
N X
FIGURA 14
}LH; fx)=L cuando x estd aquf
y
y=fx)
y=L+e
L
y=L—¢
FIGURA 15 0 N X
lim f(x)=L
Del mismo modo, una version precisa de la definicion 2 estd dada por la definicion 8,
que se ilustra en la figura 16.
Definicion Sea f una funcién definida sobre algtin intervalo (—, a). Entonces
lim f(x) =L
P
significa que para todo £ > 0 existe un correspondiente niimero N tal que
si. x<N, entonces |fx) —L|<e
y
y=1fw)
y=L+e
L
FIGURA 16 N 0 X
lim f(x)=L

En el ejemplo 3 obtuvimos que

o 3xrP—x—2 3
lim ———— = —
x—» S5x° + 4x + 1 5

En el siguiente ejemplo utilizamos una calculadora o computadora para relacionar esta
ey iz 3
proposicién con la definicién 7, con L = 5y ¢ = 0.1.



SECCION 2.6  LIMITES AL INFINITO, ASINTOTAS HORIZONTALES 139

En Module 2.4/2.6 puede explorar la m Utilice una grafica para encontrar un nimero N tal que

definicion precisa de limite de manera gréfica o

L 3xP —x—2
numérica. si x> N, entonces xz—x —0.6| <0.1
Sx*+4x + 1

SOLUCION Reescribimos la desigualdad dada como

2 —x—2

0.5<2—
Sx®+4dx + 1

< 0.7

Necesitamos determinar las valores de x para los cuales la curva dada esta entre las
y=07 rectas horizontales y = 0.5 y y = 0.7. Las graficas de la curva y de estas rectas se muestran
en la figura 17. Entonces utilizamos el cursor para estimar que la curva cruza la recta

y = 0.5 cuando x = 6.7. A la derecha de este niimero parece que la curva estd entre las

y=0.5

 al—x—2 rectas y = 0.5 y y = 0.7. Redondeando, podemos decir que
YT a1
0 15 ) 3x2—x—2
si x> 7, entonces m - 0.6 <0.1
FIGURA 17 v

En otras palabras, para € = 0.1 podemos elegir N = 7 (o cualquier otro niimero mayor)
en la definicién 7. [ ]

1
m Utilice la definicién 7 para demostrar que 1im — = 0.

x—®© X

SOLUCION Dado & > 0, queremos encontrar N tal que

1
—-0
X

si x > N, entonces <e

Al calcular el limite podemos suponer que x > 0. Entonces 1/x < & <> x > 1/e.
Elegimos N = 1/e. Asi que

1
=—<e¢
X

. 1 1
si x> N=—, entonces |—— 0
e X

Por tanto, de la definicién 7

La figura 18 ilustra la demostracién mostrando algunos valores de € y los correspondien-
tes valores de N.

=02 £=0.1

FIGURA 18 .
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y Finalmente notamos que un limite infinito al infinito puede definirse como sigue. En la
" / figura 19 se muestra una ilustracién geométrica.
y=
M
[9] Definicion ~ Sea f una funcién definida sobre algtin intervalo (a, «). Entonces
0 N X )}f_r}}o f (x) =®
FIGURA 19 significa que para todo nimero positivo M existe un correspondiente nimero positivo
lim f(x)= N tal que
si x> N, entonces f)y>M

Definiciones similares se aplican cuando el simbolo % se reemplaza por —. (Véase el
ejercicio 74.)

m Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras el significado de cada uno de
los siguientes limites

a) lim f(x) =5 b) lim f(x) =3 ¥ |

e) lim g(x) f) Las ecuaciones de las asintotas
x—2

2. a) ;Puede la grifica de y = f(x) intersecar una asintota \
vertical? ;Puede intersecar una asintota horizontal? 1 7
Tlustre trazando gréficas. M\

b) (Cudntas asintotas horizontales puede tener la grafica \ / ! \
de y = f(x)? Trace gréificas que muestren las posibilidades.

Lt
—

3. Para la funcién f cuya gréfica esta dada, establezca lo siguiente:

a) lim f(x) b) lim f (x)
', . 5-10 Trace la grafica de un ejemplo de una funcién f que satisfaga
©) Plrll S d) 1112 f) todas las condiciones dadas

e) Las ecuaciones de las asintotas 3 3 3
5. hmof(x) = —, lim f(x) =5, lim f(x) = -5

Sl 6. Iim f(x) = oo, lim_f(x) =, lim f(x) = =,

x—2

lim f(x) =0, lim f(x) =0, f(0)=0

7 1im f(x) =~ lim f(x) =%, lim f(x) =0,

— lim f(x) =, lim f(x) = —
\ ~_l x—0" x—07"
\l// 8 lim f(x) =3, lim f(x) =2, lim f(x) = —=, fes impar
9. f(0) =3, 11'13)1 fx) =4, 11'1(1)1 fx) =2,
4. Para la funcién g cuya gréfica estd dada, establezca lo xlirflw f) = —e, Xlir?— Sl ===, Xlirg flo) =,
siguiente. lim f(x) = 3
a) lim g(x) b) lim g(x) o
o T 10. lin% f(x) = —oo, lim f(x) =2, f(0)=0, fespar
¢) lim g(x) d) lim g(x) o H

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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1]

11. Conjeture el valor del limite

evaluando la funcion f(x) = x?/2* parax =0, 1,2, 3,4, 5, 6,
7, 8,9, 10, 20, 50 y 100. Después, utilice una grafica de f para
respaldar su conjetura.

12. a) Utilice la grafica de

1) = (1 - 2)"
X

para estimar el valor de lim, .. f(x) con una aproximacién
de dos cifras decimales.

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite
con una aproximacion de cuatro cifras decimales.

13-14 Evalte el limite y justifique cada paso indicando las
propiedades adecuadas de los limites.
3xt—x+4 \/12x3—5x+2

13, lim ———— 18, lim o |12 —x+2
xﬂ2x2+5x*8 2BV + 422 + 30

15-38 Encuentre el limite o demuestre que no existe.

o 3x -2 ) 1 — x?

15. Iim 16. lim ————
x—e 2x + 1 x—e x7 — x + 1
oox—2 o4+ ext—2

17, lim ——— 18, lim ——————
x—— x° + 1 x—-» 2x° —dx + 5

t + 1 t— t\t

19, 1im YL 20, tim -V

1= 2t — t == 213 4+ 3t — 5
2x% + 1)° 2
2. fim— 2 D 22, lim ———

e (x = 1P + ) N
LA/ —x L A/x0 —x
23 lim ——— 24 lim ———

woe o xt ] wm—e xP 41

25, Iim (vOx2 + x — 3x) 26. lim (x + /x> + 2x)

x—% x—>—®

27. lim (Vx2 + ax — /x> + bx ) 28. lim /x2 + 1

x—>% x—%

x*=3xr+x

29. }l;n;lc m 30. xh;n; (e7 + 2 cos 3x)
1+ x°
M. lim (x* + x°) 2. lim ———
x—— x—-w xT + 1
e3x _ e*3x
33. lim arctan(e®) 34. lim — =
x—® row @ 4 o7
R . sen’x
35 lim —— 36. lim —;
x—e ]+ 2e" x—e x° + 1
37. lim (e > cos x) 38. 11’1})1+ tan"'(In x)
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39. a) Estime el valor de

lim (Vx> +x+ 1 +x)

x——%

dibujando la grafica de la funcién

fx)=Vx2+x+1+x

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para conjeturar el valor
del limite.
¢) Pruebe que su conjetura es correcta.

40. a) Utilice la gréfica de

F(x) =332+ 8x + 6 — /3x2 + 3x + 1

para estimar el valor de lim, .. f(x) con una aproximacién
de una cifra decimal.

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite
con una aproximacién de cuatro cifras decimales.

c) Halle el valor exacto del limite.

41-46 Encuentre las asintotas horizontal y vertical de cada curva. Si
tiene un dispositivo graficador, verifique su trabajo graficando la
curva y estimando las asintotas.

1 _ 2x+1 1y — x2+1

YT Y2 YT T -2
3 _2x2+x—l 1 _l-i-x4

Y x>+x—-2 Y 2 — x*
PO . 4. y = —%

Y x2—6x+5 -y -5

I 41. Estime la asintota horizontal de la funcién

3x? + 500x°
x* + 500x + 100x + 2000

fl) =

mediante la grafica de fpara —10 < x =< 10. Después obtenga
la ecuacién de la asintota evaluando el limite. ;Cémo explica la
discrepancia?

48. a) Grafique la funcién

00 V2x%+ 1
X)=——"—
3x—5

(Cudntas asintotas horizontales y verticales observa?
Utilice la grafica para estimar el valor de los Iimites

1 1
m———— P —

im
x—e 3x — 5 x——e 3x — 5

b) Calcule algunos valores de f(x) y proporcione estimaciones
numéricas de los limites del inciso a).

c) Calcule los valores exactos de los limites en el inciso a).
(Obtiene el mismo valor o valores diferentes de esos dos
limites? [En relacion con su respuesta al inciso a), tendra
que verificar su célculo para el segundo limite.]
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49.

50.

51.

CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

Encuentre una férmula para una funcién f que satisfaga las
condiciones siguientes:

lim f(x) =0, limf(x) = = f(2) =0,
lim f(x) =, lim f(x) = —=

Proponga una férmula para una funcién que tiene asintotas
verticales x = 1 y x = 3 y asintota horizontal y = 1.

Una funcién f'es un cociente de funciones cuadréticas y tiene
una asintota vertical x = 4 y una interseccién de x en x = 1.

Se sabe que f tiene una discontinuidad removible en x = —1y
lim, ., f(x) = 2. Evalie
W) b) lim /()

52-56 Determine los limites cuando x — %y cuando x — —ce.
Utilice esta informacidn junto con las intersecciones para esbozar
la grafica como en el ejemplo 12.

52.
54.
55.
56.

y=2x>—x* 53. y = x* — x°
y=x(x+2)*x—1)
y=03-x01 +x*1 — x*

y=x*x*—1D*x +2)

59.

60.

ey sz z. S
. a) Utilice el teorema de la compresion para evaluar 1im
o

en x

X

b) Grafique f(x) = (sen x)/x. ;Cudntas veces cruza la gréfica la 64.

asintota?

. Por el comportamiento al final de una funcién entenderemos

una descripcién de lo que sucede con sus valores cuando

x — » y amedida que x — —®

a) Describa y compare el comportamiento al final de las
funciones

P(x) = 3x° — 5x° + 2x 0(x) = 3x°

graficando las dos funciones en los rectingulos de vista
[-2, 2] por [-2, 2] y [ 10, 10] por [—10000, 10000].

b) Se dice que dos funciones tienen el mismo comportamiento
al final si su cociente tiende a 1 cuando x — %. Demuestre
que Py Q tienen el mismo comportamiento al final.

Sean Py Q dos polinomios. Encuentre
. P()
Iim
== 0(x)
si el grado de P es a) menor que el grado de Q y b) mayor que
el grado de Q.

Haga un esbozo aproximado de la grifica de la curva y = x"
(n un entero) para los cinco casos siguientes:

Hn=20 ii) n > 0, n impar
iii) n > 0, n par iv) n <0, n impar

v) n <0, n par

Después utilice estos esbozos para encontrar los limites
siguientes:

a) lim x” b) lim x"
x—0* x—0"
¢) lim x" d) lim x"

x>0 x—>—%

61.

62.

63.

A

65.

9 61.

[ 68.

Determine lim, ... f(x) si, para toda x > 1,

5Vx

<f(x) < ———

i1

10e* — 21
2e*

a) Un depésito contiene 5000 L de agua pura. Se bombea
salmuera que contiene 30 g de sal por litro de agua al
depésito con una proporcion de 25 L/min. Demuestre
que la concentracién de sal ¢ minutos después (en gramos
por litro) es

301
D) ==
=20+

b) (Qué sucede con la concentracién cuando x — %?

En el capitulo 9 se demostrard que, segun ciertas hipdtesis,
la velocidad »(¢) de una gota de lluvia que cae, en el
instante 7, es

o) = v*(1 — e 9")

donde g es la aceleracién debida a la gravedad y v* es la

velocidad final de la gota de lluvia.

a) Encuentre lim, ... v(2).

b) Trace la grafica de v(r) si v* = Im/sy g = 9.8m/s%
(Cudnto tiempo transcurre para que la velocidad de la gota
de agua alcance 99% de su velocidad final?

a) Mediante el trazo de y = ¢ /! y y = 0.1 en una pantalla
comun, descubra cudnto tiene que aumentar x de modo que
e 10 < 0.1.

b) (Puede resolver el inciso a) sin un dispositivo de
graficacion?

Mediante una gréfica determine un nimero N tal que

3xr+ 1

si x> N, —
2%+ x + 1

entonces - 1.5/ <0.05

. En el caso del limite

CoA4Ax?+ 1
lim————=2
X—>% X + 1

ilustre la definicién 7 mediante la determinacion de valores
de N que correspondana e = 0.5y e = 0.1.

Iustre la definicion 8 para el limite

o WAxr+
Iim —— =
x—-e o x + 1

-2
determinando valores de N que correspondan a ¢ = 0.5

ye=0.1.

Tlustre la definicién 9 para el limite

. 2x+ 1
lim ——=®

=]

calculando valores de N que correspondan a M = 100.



69. a) ;Qué tan grande tenemos que hacer x para que
1/x* < 0.0001?
b) Al hacer r = 2 en el teorema 5, tenemos la proposicién

Iim — =0
2

Demuéstrela directamente aplicando la definicién 7.

70. a) ;Qué tan grande debemos tomar a x de
manera que 1/4/x < 0.0001?
b) Tomando r = % en el teorema 5, tenemos la proposicién

1
lim—— =20
X— ,\/;
Demuéstrela directamente aplicando la definicién 7.

1
1. Demuestre, mediante la definicién 8, que lim — = 0.
Paseurigiy

m Derivadas y razones de cambio

12,

13.
4.

15.

SECCION 2.7 DERIVADAS Y RAZONES DE CAMBIO

Demuestre, mediante la definicién 9, que lim x* = oo,
oy

Utilice la definicién 9 para demostrar que }g}c et = oo,
Formule una definicion precisa de
lim f(x) = —o

Después utilice su definicién para demostrar que

lim (1 + x?) = —o
Demuestre que

lim f(x) = lim f(1/1)

x—® 1—07t
y lim f(x) = lim f(1/0)

20 =0~

si estos limites existen.
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El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar la
velocidad de un objeto involucran encontrar el mismo tipo de limite, como vimos en la sec-
cion 2.1. Este tipo especial de limite se denomina derivada y en las ciencias e ingenieria
puede ser interpretada como una razén de cambio.

I Tangentes

Si una curva C tiene la ecuacién y = f(x) y quiere usted hallar la recta tangente a C en el

f(x) ~ fla)

X —da

PO

punto P(a, f(a)), entonces considere un punto cercano Q(x, f(x)), donde x # a, y calcule
la pendiente de la recta secante PQ:

Después, acerque Q a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si mp, tiende
un nimero m, entonces definimos la tangente t como la recta que pasa por P con pendien-
> te m. (Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicion limite de la recta secante
PQ cuando Q tiene a P. (Véase la figura 1.)

E] Definicion La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta
que pasa por P con pendiente

o 0~ @
m = 11im

xea X —a

siempre que este limite exista.

0 / X

En nuestro primer ejemplo, se confirma la suposicién que hicimos en el ejemplo 1

FIGURA 1 de la seccién 2.1.
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Forma punto-pendiente para una recta que
pasa por el punto (x;, y;) con pendiente m:

y =y =mx—x)

Visual 2.7 muestra una animacion de la
figura 2.

0

m 240NN Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la pardbola y = x? en el
punto P(1,1).

SOLUCION En este caso, a = 1y f(x) = x%, de modo que la pendiente es

S X1
m=lim—————=1m—
=l x — 1 =l x — 1
o x=Dkx+1
=lim——
x—1 x—l

=limx+1)=1+1=2
x—1
Con la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, se encuentra que la ecuacién de
la recta tangente en (1, 1) es

y—1=2x—1) obien y =2x — 1 [

A veces se hace referencia a la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
como la pendiente de la curva en el punto. La idea es que si se acerca lo suficiente al
punto, la curva parece una linea recta. En la figura 2 se ilustra este procedimiento para la
curva y = x? del ejemplo 1. Cuanto mds se acerque, tanto mas la pardbola se parece a una
recta. En otras palabras, la curva casi se vuelve indistinguible de su recta tangente.

L.5 1.1

1.1

2 0.5 " ‘ ‘ ‘ — L5 0.9

FIGURA 2 Acercamiento hacia el punto (1, 1) sobre la pardbola y = x>

Qa+h, fla+h)

0

FIGURA 3

Existe otra expresion para la pendiente de la recta tangente que a veces es mas
facil de usar. Si h = x — a, en este caso x = a + h, entonces la pendiente de la recta
secante PQ es

_ fla+h) -~ fla)

mPQ h

(Véase la figura 3, donde se ilustra el caso 2 > 0y Q estd a la derecha de P. Sin embargo,
si h < 0, Q estaria a la izquierda de P.)

Note que conforme x se aproxima a a, h se acerca a 0 (puesto que 7 = x — a) y, por
ende, la expresién de la pendiente de la recta tangente, en la definicién 1 se convierte en

7 e St D)~ f@

h—0 h

m Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la hipérbola y = 3/x, en el
punto (3, 1).



y
x+3y—6=0
\0 X

FIGURA 4

posicién en el
instante t = a

posicién en el
instante t=a + h

Se

7 Ky
fla+h) = fla)
[«—— fla) —
| fla+h ——]
FIGURA 5
s
Ola+h, fla+h))
P(a, f(a))
h
0 a ath t
_ flath—fla
Mpo = h
= velocidad promedio
FIGURA 6

Recuerde que en la seccién 2.1 vimos que la
distancia (en metros) que recorre la pelota que
cae una vez que transcurre ¢ segundos es 4.97%.
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SOLUCION Sea f(x) = 3/x. Entonces, la pendiente de la tangente en (3, 1) es

3 _ 3—3+h)
. fB+h) —f0B3) . 3+h ) 3+h
m=lim——— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
—h 1 1

-

=lim————=1lim————=
=0 h(3 +h) h—0 3+ h 3
En consecuencia, la ecuacion de la tangente en el punto (3, 1) es
y—1=—(x—-3)

la cual se simplifica a x+3y—-6=0

En la figura 4 se muestra la hipérbola y su tangente.

I Velocidades

En la seccién 2.1 investigamos el movimiento de una pelota que se dejé caer desde la Torre
CN, y se defini6 su velocidad como el limite del valor de las velocidades promedio sobre
periodos de tiempo cada vez mds cortos.

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una linea recta, de acuerdo
con una ecuacién del movimiento s = f(¢), donde s es el desplazamiento (distancia dirigi-
da) del objeto respecto al origen, en el tiempo z. La funcién f que describe el movimiento
se conoce como funcién posicion del objeto. En el intervalo de tiempo ¢ = a hasta
t = a + h, el cambio en la posicién es f(a + h) — f(a). (Véase la figura 5.) La velocidad
promedio en este intervalo de tiempo es

desplazamiento  f(a + h) — f(a)
tiempo h

velocidad promedio =

que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 6.

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo [a, a + h]
mdas y mds cortos. En otras palabras, haga que h tienda a 0. Como en el ejemplo de
la pelota que cae, se defini¢ la velocidad (o velocidad instantanea) v(a) en el instante
t = a como el limite de estas velocidades promedio:

3]

) = iy L0 1) =110

Esto significa que la velocidad en el instante r = a es igual a la pendiente de la recta tan-
gente en P. (Compare las ecuaciones 2 y 3.)
Ahora que sabe calcular limites, vuelva a considerar el problema de la pelota que cae.

m SU40H0%]  Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de
observacion de la Torre CN, a 450 m sobre el nivel del suelo.

a) (Cual es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?
b) (Con qué rapidez cae cuando choca contra el suelo?

SOLUCION Necesita usted hallar la velocidad cuando t = 5 y cuando la pelota golpea
el suelo, de tal manera que es conveniente iniciar la bisqueda de la velocidad en
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f'(a) se lee “f prima de a”.

un tiempo general + = a. Empleando la ecuacién de movimiento s = f(¢) = 4.9t2,
se tiene

o fla+h) —fla) . 49(a + h)* — 494
v(a) = lim ————— = lim
7—0 h h—0 h

. 49(a® + 2ah + h* — a?) _ 49Qah + h?)
= lim =lim——
h—0 h h—0 h

= %111(1) 49Q2a + h) = 9.8a

a) La velocidad después de 5s es v(5) = (9.8)(5) = 49m/s.
b) Puesto que la plataforma de observacion estd a 450 m sobre el nivel del suelo, la
pelota chocara contra el suelo en el instante #,, cuando s(#,) = 450; es decir,

4917 = 450
Esto da
, 450

t t 450 9.6
= = — = Y9.08S
7% ¥ 0 49

Por tanto, la velocidad de la pelota cuando choca contra el suelo es

450
v(t) = 9.8, = 9.8y |—— = 94 m/s
4.9 -

I Derivadas

Hemos visto que en la bisqueda de la pendiente de una recta tangente (ecuacién 2) o la
velocidad de un objeto (ecuacion 3) surge la misma clase de limite. De hecho, limites en
la forma

o S+ W)~ f@

im -———

h—0 h

surgen cuando calculamos una razén de cambio en cualquiera de las ciencias o en ingenie-
ria, tal como la velocidad de reaccidn en quimica o un costo marginal en economia. Ya que
esta clase de limite aparece muy a menudo, se da un nombre y notacién especial.

[4] Definicion La derivada de una funcién f en un nimero x = a, denotada por

f'(@), es

fla +h) — fla)

[f'(a) = lim P

si este Iimite existe.

Si se escribe x = a + h, entonces h = x — a 'y h tiende a 0 si y sélo si x tiende a a. En
consecuencia, una manera equivalente de expresar la definiciéon de la derivada, como
vimos en la bisqueda de rectas tangentes, es

0 e = i L@

x—a X—a

m 220 Encuentre la derivada de la funcidn f(x) = x> — 8x + 9 en el nimero
X =a.
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SOLUCION De la definicidn 4 se tiene

fla +h) — f(a)

f'(a) = 1im h

@+ h?*—=8a+h) +9]—[a*— 8a + 9]
= lim

h—0 h

a’*+2ah+h*—8a—8h+9—a>+8z—9

= lim
h—0 h
2ah + h* — 8h
— 1m0 i Qa + h - 8)
h—0 h h—0
=2a — 8

147

Definimos la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) como la recta que
pasa por Py tiene pendiente m, dada por la ecuacion 1 o 2. Ya que, por la definicion 4, ésta

es la misma que la derivada f’(a), podemos decir lo siguiente.

diente es igual a f'(a), la derivada de fen x = a.

La recta tangente a y = f(x) en (a, f(a)) es la recta que pasa por (a, f(a)) cuya pen-

Si utilizamos la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, podemos escribir la

ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)):

Y y — fla) = f'(a)(x — a)

y=x>—8x+9

en el punto (3, —6).

I FEEENE  Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la pardbola y = x> — 8x + 9

0 X
SOLUCION Del ejemplo 4 sabemos que la derivada de f(x) = x> — 8x + 9 en el nimero
(3,-6) x =aesf'(a) = 2a — 8. En consecuencia, la pendiente de la recta tangente en (3, —6)
es f'(3) = 2(3) — 8 = —2. En estos términos, la ecuacion de la recta tangente que se
y=-2x muestra en la figura 7, es
y—(—6)=(—2)(x —3) obien y= —2x [ |
FIGURA 7

I Razones de cambio

Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Asf, y es una funcién de x
y lo expresamos como y = f(x). Si x cambia de x; a x,, entonces el cambio en x (también

conocido como incremento de x) es

Ax = x, — x
y el cambio correspondiente en y es

Ay = f(x2) — f(x1)

El cociente de diferencias

Ay flx) = fx)

Ax X2 — Xi
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O(x,, f(xz))

0 X X, X

razén de cambio promedio = mpg

raz6n de cambio instantdnea =
pendiente de la recta tangente en P

FIGURA 8

/ x

FIGURA 9

Los valores de y cambian rdpidamente
en Py lentamente en Q.

se llama razéon de cambio promedio de y respecto a x sobre el intervalo [x;, x,], y puede
interpretarse como la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8.

Por analogia con la velocidad, considere la razén de cambio promedio en intervalos
cada vez mds pequenos haciendo que x, tienda a x; y, por tanto, hacer que Ax tienda a 0.
El limite de estas razones de cambio promedio se 1lama razén de cambio (instantanea)
de y respecto a x en x = x;, lo cual se interpreta como la pendiente de la recta tan-
gente a la curva y = f(x) en P(x, f(x1)):

. A x) — f(x
(6] Razén de cambio instantdnea = lfim —> = Hm S0e) = flx)
Ax—0 A)C X2 X X2 — X1

Reconocemos este limite como la derivada f’(x,).
Sabemos que una interpretacién de la derivada f'(a) es como la pendiente de la recta
tangente a la curva y = f(x) cuando x = a. Ahora tenemos una segunda interpretacion:

La derivada f'(a) es la razén de cambio instantdnea de y = f(x) respecto a x cuando
X =a.

El vinculo con la primera interpretacion es que si dibuja la curva y = f(x), entonces la
razén de cambio instantdnea es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto
donde x = a. Esto significa que cuando la derivada es grande (y, en consecuencia, la curva
es escarpada, como en el punto P de la figura 9), los valores de y cambian rdpidamente.
Cuando la derivada es pequefia, la curva es relativamente plana (como en el punto Q), y el
valor de y cambia lentamente.

En particular, si s = f(#) es la funcién posicién de una particula que se mueve a lo largo
de una linea recta, entonces f'(«a) es la razén de cambio del desplazamiento s respecto al
tiempo ¢. En otras palabras, f'(a) es la velocidad de la particula en el tiempo t = a.
La rapidez de la particula es el valor absoluto de la velocidad, es decir, | f'(a) |.

En el siguiente ejemplo se analiza el significado de la derivada de una funcién que esta
definida verbalmente.

m Un fabricante produce un rollo de un tejido con ancho fijo. El costo de
producir x yardas de este tejido es de C = f(x) délares.

a) ;Cudl es el significado de la derivada f'(x)? {Cuéles son sus unidades?

b) En términos pricticos, ;qué significa decir que f'(1000) = 9?

¢) ¢Cudl piensa que es mds grande f'(50) o f'(500)? ;Qué hay respecto a f'(5000)?

SOLUCION
a) La derivada f'(x) es la razén de cambio instantdnea de C respecto a x, es decir, f'(x)
significa la razén de cambio del costo de produccion respecto al nimero de yardas
producidas. (Los economistas llaman a esta rapidez de cambio costo marginal. Esta idea
se analiza en mds detalle en las secciones 3.7 y 4.7.)

Ya que

, _AC
f'lx) = Jim. Ay

las unidades para f’(x) son las mismas que las unidades para el cociente de diferencias
AC/Ax. Puesto que AC se mide en dblares y Ax en yardas, las unidades para f”(x) son
ddlares por cada yarda.



En este caso suponga que la funcién costo se
comporta hien; en otras palabras, C(x) no oscila
rapidamente cerca de x = 1000.

t D(1)
1980 930.2
1985 19459
1990 3233.3
1995 4974.0
2000 5674.2
2005 7932.7

Una nota sobre unidades

Las unidades de la razén de cambio promedio
AD/At son las unidades para AD divididas
entre las unidades de At, o sea, miles de
millones de délares por cada afio. La razén

de cambio instantanea es el limite de la

razén de cambio promedio, de este modo, se
mide en las mismas unidades: miles de millones
de ddlares por cada afio.
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b) El enunciado de que f'(1000) = 9 significa que, después de fabricar 1000 yardas de
tejido, la cantidad a la cual se incrementa el costo de produccion es de 9 dblares/yarda.
(Cuando x = 1000, C se incrementa 9 veces tan rdpido como x.)

Dado que Ax = 1 es pequefio si se le compara con x = 1000, podria usarse la aproximacién

AC_AC

A
Ax 1 ¢

£(1000) =~

y decimos que el costo de fabricacion de las 1000 yardas (o de la 1001) es de casi 9 dolares.

¢) Larazén a la cual se incrementa el costo de produccion (por cada yarda)
probablemente es inferior cuando x = 500 que cuando x = 50 (el costo de fabricacién
de la yarda 500 es menor que el costo de la yarda 50) debido a la escala econdmica. (El
fabricante hace mads eficiente el uso de los costos de produccion fijos.) De manera que

1'(50) > f'(500)

Pero, conforme se expande la produccidn, el resultado de la operacién a gran escala
serd ineficiente y con eso los costos de horas extra de trabajo. En estos términos, es
posible que la razén de incremento de costos empezaran con el tiempo a subir. De este
modo, es posible que suceda que

f'(5000) > £'(500) [ ]

En el ejemplo siguiente estimaremos la razén de cambio de la deuda nacional respecto
al tiempo. En este caso, la funcién no se define mediante una férmula sino mediante una
tabla de valores.

u Sea D(t) la deuda nacional de EU en el tiempo . La tabla en el margen
proporciona valores aproximados de esta funcién siempre que se estime a fin de afio,

en miles de millones de délares, desde 1980 hasta 2005. Interprete y estime el valor

de D'(1990).

SOLUCION La derivada D'(1990) significa la razén de cambio de D respecto a ¢ cuando
t = 1990, es decir, la razon de incremento de la deuda nacional en 1990.
De acuerdo con la ecuacion 5,

D(1) — D(1990)
D'(1990) = lim ——————~
(1990) = lim, t — 1990

Asi que calculamos y tabulamos los valores del cociente de diferencias (la razén de
cambio promedio) como sigue.

. D(r) — D(1990)
t — 1990
1980 230.31
1985 257.48
1995 348.14
2000 244.09
2005 313.29

A partir de esta tabla vemos que D'(1990) se localiza en alguna parte entre 257.48 y
348.14 miles de millones de délares por cada afio. [En este caso, estd haciendo la
suposicion razonable de que la deuda no fluctuard de manera errética entre 1980 y el
2000.] Se estima que la razén de incremento de la deuda nacional de EU en 1990 fue
el promedio de estos nimeros, especificamente

D’'(1990) = 303 miles de millones de ddlares por cada afio.

Otro método serfa una gréfica de la funcién deuda y estimar la pendiente de la recta
tangente cuando ¢ = 1990. [
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En los ejemplos 3, 6 y 7 aparecen tres casos especificos de razones de cambio: la
velocidad de un objeto es la razén de cambio del desplazamiento respecto al tiempo; el costo
marginal es la razén de cambio del costo de produccién respecto al nimero de articulos
producidos; la razén de cambio de la deuda respecto al tiempo es de interés en economia.
Existen otras razones de cambio: en fisica, la razén de cambio de trabajo respecto al tiem-
po se le denomina potencia. Los quimicos que estudian una reaccidén quimica estdn inte-
resados en la razén de cambio de la concentracién de un reactivo respecto al tiempo
(denominada velocidad de reaccion). Un bidlogo se interesa en la relacion de cambio de
la poblacién de una colonia de bacterias respecto al tiempo. De hecho, el cdlculo de razo-
nes de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la ingenieria e, incluso, en
las ciencias sociales. En la seccion 3.7 se dardn mds ejemplos.

Todas estas razones de cambio son derivadas y pueden interpretarse como pendientes
de rectas tangentes. Esto le confiere un significado adicional a la solucién del problema de
la tangente. Siempre que resuelve usted problemas en que intervienen rectas tangentes,
no sélo resuelve un problema de geometria, también resuelve implicitamente gran
variedad de problemas de las ciencias y la ingenieria, en que intervienen razones de

cambio.

m Ejercicios

1. Una curva tiene la ecuacion y = f(x).
a) Escriba una expresion para la pendiente de la recta secante
que pasa por los puntos P(3, f(3)) y O(x, f(x)).
b) Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente
en P.

2. Dibuje la curva y = ¢* en los rectdangulos de vista [—1, 1]
por [0, 2], [—0.5, 0.5] por [0.5, 1.5] y [—0.1, 0.1] por
[0.9, 1.1]. {Qué advierte acerca de la curva conforme hace
un acercamiento hacia el punto (0, 1)?

3. a) Halle la pendiente de la recta tangente a la pardbola
y = 4x — x*en el punto (1, 3)
1) usando la definicion 1 i1) usando la ecuacion 2
b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente del inciso a).
c) Dibuje la pardbola y la recta tangente. Como verificacién de
su trabajo, haga un acercamiento hacia el punto (1, 3) hasta
que la pardbola y la recta tangente sean indistinguibles.

4. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva
y=2x — x*en el punto (1, 0)
1) usando la definicién 1 ii) usando la ecuacion 2
b) Halle la ecuacidn de la recta tangente del inciso a).
c) Dibuje la curva y la recta tangente en rectdngulos de vista
cada vez mds pequefios centrados en (1, 0) hasta que
parezcan coincidir la curva y la recta.

5-8 Encuentre la ecuacidn de la recta tangente a cada una de las
siguientes curvas en el punto dado.

5.y =4x — 3% (2, —4) . y=x'-3x+1 (23
2x + 1

1.y=+x, (1,1 8. y="——" (1)
x+2

9. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva
y =3 + 4x* — 2x? en el punto donde x = a.

b) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en los
puntos (1, 5) y (2, 3).

c) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma
pantalla.

[l
<]

10. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva
y = 1/4/x en el punto donde x = a.
b) Plantee las ecuaciones de las rectas tangentes en los puntos
(1. 1)y (4.3).
23 ¢) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma
pantalla.

11. a) Una particula empieza moviéndose a la derecha a lo largo
de una recta horizontal; la grafica de su funcién posicién se
muestra enseguida. ;Cudndo se mueve la particula a la derecha?
(Cudndo a la izquierda? ;Cudndo permanece inmévil?
b) Dibuje una gréfica de la funcién velocidad.

s (metros)
4

0 2 4 6 1 (segundos)

12. Se muestran las gréficas de las funciones posicién de dos
competidoras, A y B, quienes compiten en los 100 m y
terminan en empate.

s (metros)
80 A
40
B
—
0 4 8 12 t (segundos)

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



a) Describa y compare cémo desarrollaron la carrera las
competidoras.

b) (En qué momento hay la mayor distancia entre las
competidoras?

¢) (En qué momento tienen la misma velocidad?

. Si una pelota se lanza al aire verticalmente hacia arriba,

con una velocidad de 40pies/s, su altura (en pies) una vez que
transcurren ¢ segundos, estd dada por y = 40t — 16¢%.
Encuentre la velocidad cuando ¢ = 2.

. Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba en el planeta
Marte con una velocidad de 10m/s, su altura (en metros)
después de ¢ segundos esta dada por H = 10r — 1.86¢>.

a) Halle la velocidad de la roca después de un segundo.

b) Halle la velocidad de la roca cuando ¢t = a.

¢) (Cudndo caerd la roca a la superficie?

d) (Con qué velocidad la roca chocard contra la superficie?

. El desplazamiento (en metros) de una particula que se
mueve en linea recta estd dado por la ecuacion de
movimiento s = 1/¢2, donde ¢ se mide en segundos. Halle
la velocidad de la particula en los instantes t = a, t = 1,
t=2yt=23.

. El desplazamiento (en metros) de una particula que se mueve
en linea recta esta dado por s = t* — 8¢ + 18, donde ¢ se
mide en segundos.

a) Encuentre la velocidad promedio en cada intervalo de

tiempo:
i) [3, 4] i) [3.5, 4]
iii) [4, 5] iv) [4,4.5]

b) Halle la velocidad instantdnea cuando ¢ = 4.

¢) Dibuje la grafica de s como funcién de ¢ y trace las rectas
secantes cuyas pendientes son las velocidades promedio
en el inciso a) y la recta tangente cuya pendiente es la
velocidad instantanea en el inciso b).

. Para la funcién g cuya gréfica estd dada, reordene los nimeros
siguientes en orden creciente y explique su razonamiento.

0 g'(—2) g'(0) q'(2) g'4)
y
y=gx)

. Halle una ecuacioén de la recta tangente a la gréfica de
y=gx)enx=15sig(5) = -3yg'(5 =4

. Si la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto donde a = 2 es y = 4x — 5, encuentre f(2) y f'(2).

. Si la recta tangente a y = f(x) en (4, 3) pasa a través del punto
(0, 2), halle f(4) y f'(4).

. Dibuje la grifica de una funcién f para la cual f(0) = 0,
fO)=371=0yf@2=-L

Y
<]

Y
<]
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22. Dibuje la grafica de una funcién g para la cual

g(0) = g(2) = g(4) = 0,¢'(1) = g'3) = 0,4'(0) = g'4) = 1,
g'(2) = —1,lim,.g(x) = y lim,, .. g(x) = —co.

23. Si f(x) = 3x* — x%, encuentre f'(1) y utilicela para encontrar
la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3x* — x* en el
punto (1, 2).

24. Sig(x) = x* — 2 encuentre ¢'(1) y utilicela para encontrar la
ecuacién de la recta tangente a la curva y = x* — 2 en el punto
(1, = 1.
25. a) Si F(x) = 5x/(1 + x?), encuentre F’(2) y utilicela para
encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = 5x/(1 + x?) en el punto (2, 2).
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla.
26. a) Si G(x) = 4x* — x*, encuentre G'(a) y utilicela para
encontrar las rectas tangentes a la curva y = 4x*> — x?
en los puntos (2, 8) y (3, 9).
b) Iustre el inciso a) graficando la curva y las rectas tangentes
en la misma pantalla.

27-32 Encuentre f'a) en cada una de las siguientes funciones.

21. f(x) = 3x* —4x + 1
2t + 1
t+3

3. f(x) =1 — 2x

28. f(1)=2t3+1t

29. f(r) = 30. f(x) =x?

4

32. f(x) = ﬁ

33-38 Cada uno de los siguientes limites representa la derivada de
alguna funcién fen algin nimero x = a. Establezca una fy una a
en cada caso.

1+ hm0—1 J16 +h — 2
3. 1m0 L 3, 1 V0T =2
h—0 h h—0 h
L 27=32 . tanx — 1
35, lim———— 36. lim ———
-5 x— 5 x—m/d X — 7T/4
o cos(m+ h) + 1 ottt -2
3. lm————— 3. lim————
h—0 h —1 tr—1

39-40 Una particula se desplaza a lo largo de una linea recta con
ecuacién de movimiento s = f(z), donde s se mide en metros y 7 en
segundos. Halle la velocidad y la rapidez cuando ¢t = 5.

39. 7() = 100 + 50t — 4.9
4. fF()=1t"—1t

41. Una lata de gaseosa tibia se pone a enfriar en un refrigerador.
Grafique la temperatura de la gaseosa como funcién del
tiempo. ;La razén de cambio inicial de la temperatura es mayor
o menor que la relacién de cambio después de una hora?

42. Se saca un pavo asado del horno cuando su temperatura ha
alcanzado 185°F y se coloca sobre la mesa de un cuarto donde



152

43.

44,

45,
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la temperatura es de 75°F. En la grdfica se muestra cémo
disminuye la temperatura del pavo y, finalmente, tiende

a la temperatura del cuarto. Por medio de la medicién de la
pendiente de la recta tangente, estime la razén de cambio
de la temperatura después de una hora.

T (°F)
200
\.P\
100 1
0 30 60 90 120 150 ¢ (min)

La tabla muestra el nimero N de usuarios de telefonia celular
en EU. (Se proporcionan estimaciones semestrales.)

t 1996 1998 2000 2002 2004 2006

N 44 69 109 141 182 233

a) Halle la razén de crecimiento promedio de celulares
i) de 2002 a 2006 ii) de 2002 a 2004
iii) de 2000 a 2002
En cada caso, incluya las unidades.

b) Estime la razén de crecimiento instantdneo en 2002
tomando dos razones de cambio promedio. ;Cudles son sus
unidades?

¢) Estime la razén de crecimiento instantaneo en 2002
midiendo la pendiente de una recta tangente.

En la tabla se proporciona el numero N de establecimientos
de una popular cadena de cafeterias. (Se dan los nimeros de
establecimientos al 1 de octubre.)

Afo 2004 2005 2006 2007 2008

N 8569 | 10241 12440 | 15011 | 16680

a) Determine la tasa promedio de crecimiento
i) desde 2006 hasta 2008 ii) desde 2006 hasta 2007
iii) de 2005 hasta 2006
En cada caso incluya las unidades.

b) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2006
considerando dos razones de cambio promedio. ;Cudles
son sus unidades?

c) Estime la razén de crecimiento instantaneo en 2006
midiendo la pendiente de una recta tangente.

d) Estime la razén de crecimiento instantineo en 2007 y
compdrela con la razén de crecimiento en 2006. ; Qué concluye?

El costo (en ddlares) de producir x unidades de cierto articulo
es C(x) = 5000 + 10x + 0.05x2.
a) Encuentre la razén de cambio promedio de C respecto a x,
cuando cambia el nivel de produccién:
i) dex=100ax =105
ii) dex =100 ax = 101

46.

41.

48.

49.

50.

51.

b) Halle la razén de cambio instantdneo de C respecto a x,
cuando x = 100. (Esto se conoce como costo marginal. En
la seccidon 3.7 se explica su significado.)

Si un tanque cilindrico contiene 100000 galones de agua que
se pueden drenar por el fondo del depdsito en 1h, entonces la
ley de Torricelli da el volumen V del agua que queda después
de ¢ minutos como

V(1) = 100000(1 — &1)> 0 <1< 60

Encuentre la rapidez con que fluye el agua hacia afuera

del tanque (la razén de cambio instantdneo de V respecto

a f) como funcién de 7. ;Cudles son sus unidades? Para los
instantes r = 0, 10, 20, 30, 40, 50 y 60 min, encuentre el
gasto y la cantidad de agua que queda en el tanque. Resuma
sus hallazgos en una frase o dos. {En qué instante el gasto es
maximo? ;Cudndo es minimo?

El costo de producir x onzas de oro a partir de una reciente

mina de oro es C = f(x) d6lares.

a) (Cual es el significado de la derivada f'(x)? ;Cudles son sus
unidades?

b) (Que significa establecer f'(800) = 17?

¢) Qué piensa usted: ;los valores de f’(x) se incrementardn
o disminuirdn en corto plazo? ;Y a largo plazo?
Explique.

El nimero de bacterias después de ¢ horas en un experimento

controlado de laboratorio es n = f(z).

a) (Cudl es el significado de la derivada f'(5)? ;Cudles son sus
unidades?

b) Considere que existe una cantidad de espacio y nutrientes
para la bacteria. Qué cree usted: ;Es mayor f'(5) o f'(10)?
Si se limita el suministro de nutrientes, ;afectaria su
conclusién? Explique.

Sea T(t) la temperatura (en °F) en Phoenix ¢ horas después de
la medianoche del 10 de septiembre de 2008. La tabla muestra
los valores de esta funcién registrada cada dos horas. ;Cudl es
el significado de 7'(8)? Estime su valor.

La cantidad (en libras) de un café que es vendido por una

compaiifa en un precio de p ddlares por cada libra es Q = f(p).

a) (Cudl es el significado de la derivada f'(8)? ;Cudles son sus
unidades?

b) .f'(8) es positiva o negativa? Explique.

La cantidad de oxigeno que puede disolverse en agua depende
de la temperatura de ésta. (De esa manera la polucién térmica
induce el contenido de oxigeno en el agua.) La grafica muestra
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cémo varia la solubilidad S de oxigeno como una funcién de la b) Estime los valores de S'(15) y S'(25) e interprételos.

temperatura del agua 7.

a) (Cudl es el significado de la derivada S'(7)? ;Cudles son /S
(cm/s)

sus unidades?
b) Estime e interprete el valor de S'(16). /—\
20t

S -+
(mg/L)
167 : : : : : X
0 10 20 T(°0)
12+
53-54 Determine si f'(0) existe en cada una de las siguientes fun-
44 ciones.
0 ' ' ' ' ' ) 1 .
8 16 24 32 40 T(°C) rsen—  six#£0
. B 5. f(x) = x
Adaptada de Environmental Science: Living Within the System .
of Nature, 2a. ed.; por Charles E. Kupchella, © 1989. Reimpreso 0 six=0
con autorizacion de Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, N.J.
. . 1 .
52. La grafica muestra la influencia de la temperatura 7 en la xsen— six#0
rapidez maxima sostenible de nado del salmén Coho. 54. f(x) =
a) (Cudl es el significado de la derivada S'(T)? ;Cudles son 0 six=0

sus unidades?

- ——0—n00———n——nn0——0n0n0v00n0n—n—nmnmn0n0n0n0n0n0n0m0m00—00000n0n0n09090909090909090909000
REDACCION DE PROYECTO PRIMEROS METODOS PARA ENCONTRAR TANGENTES

La primera persona en formular explicitamente las ideas de limites y derivadas fue Isaac Newton
en la década de 1660. Pero Newton reconoci6: “Si he visto mds lejos que otros hombres, es porque
he estado parado sobre los hombros de gigantes”. Dos de esos gigantes fueron Pierre Fermat
(1601-1665) y el maestro de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). Newton estaba
familiarizado con los métodos que estos hombres habian aplicado para hallar rectas tangentes, y los
métodos de ambos tuvieron que ver con la formulacién final del célculo a la que llegd Newton.

Las siguientes referencias contienen explicaciones de estos métodos. Lea una o varias de estas
referencias y escriba un informe en que compare los métodos de Fermat o de Barrow con los méto-
dos modernos. En particular, aplique el método de la seccién 2.7 para hallar la ecuacion de la recta
tangente a la curva y = x* + 2x en el punto (1, 3) y muestre cémo habrian resuelto Fermat o Barrow
el mismo problema. Aunque usted usé derivadas y ellos no, sefiale las semejanzas entre los dos
métodos.

1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics (Nueva York: Wiley, 1989), pp. 389,
432.

2. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus (Nueva York: Springer-Verlag,
1979), pp. 124, 132.

3. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, 6a. ed. (Nueva York: Saunders,
1990), pp. 391, 395.

4. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford Uni-
versity Press, 1972), pp. 344, 346.
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m La derivada como una funcion

En la seccién anterior consideramos la derivada de una funcién f en un niimero fijo x = a:

m f'(a)=%llr(l) f(a_l—]/;l)_f(a)

Ahora cambiaremos el punto de vista y haremos que el nimero x = a varie. Si en la ecua-
ci6én 1 reemplaza a con una variable x, obtenemos

S+ h) — f(x)

2] o) =l S

Dado cualquier numero x para el cual este limite exista, asignamos a x el nimero f(x). De
modo que consideramos a f' como una nueva funcién, llamada derivada de f'y definida
por medio de la ecuacién 2. Sabemos que el valor de f' en x, f'(x) puede interpretarse
geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x, f(x)).

La funcién f’ se conoce como derivada de f porque se ha “derivado” de f por medio de
la operacion de hallar el limite en la ecuacién 2. El dominio de f” es el conjunto {x | f'(x)
existe} y puede ser menor que el dominio de f.

m S2J0EE  En la figura 1 se muestra la gréfica de una funcién f. Utilicela para
dibujar la grafica de la derivada f'.

FIGURA 1

SOLUCION Puede estimar el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando la
tangente en el punto (x, f(x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, para x = 5, trace
la recta tangente en P de la figura 2a) y estime su pendiente alrededor de 3 por tanto,
f'(5) = 1.5. Esto nos permite situar el punto P'(5, 1.5) en la grifica de f" directamente
debajo de P. Si repite este procedimiento en varios puntos, se obtiene la grifica que
se muestra en la figura 2b). Advierta que las tangentes en A, B 'y C son horizontales, de
modo que la derivada es 0 alli, y la gréfica de f' cruza el eje x en los puntos A’, B" y C’,
directamente debajo de A, B'y C. Entre A y B las tangentes tienen pendiente positiva,
por lo que f'(x) es positiva alli. Pero entre B y C las tangentes tienen pendiente
negativa, de modo que f’(x) alli es negativa.
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a)
Visual 2.8 muestra una animacién de la Y
figura 2 para diferentes funciones. P'(5,1.5)
14 y=f'x)
A/ i B/ i C/ i i
0 1 5 X
FIGURA 2 b) |

a) Sif(x) = x* — x, encuentre una férmula para f”'(x).
b) Ildstrela comparando las gréficas de f'y f'.

SOLUCION

a) Cuando se usa la ecuacion 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la
variable es & y que x se considera temporalmente como una constante durante el calculo
del limite.

flx+h) — flx) iy [(x +h)’ = (x+ h)] - [x = x]
h —n h

f'(x) = lim

X3+ 3k R —x—h—x+x
= lim
h—0 h
3x%h + 3xh> + h® — h

= lim =1Iim 3x> + 3xh + h* — 1) = 3x* — 1
h—0 h h—0
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b) Use un dispositivo de graficacion para trazar las graficas de fy f' de la figura 3.
Note que f'(x) = 0 cuando f tiene tangentes horizontales y que f’(x) es positiva cuando
las tangentes tienen pendientes positivas. De modo que estas graficas sirven como
comprobacién de nuestra solucién del inciso a).

2 2
f '
-2 2 -2 \/ 2
FIGURA 3 -2 -2 [ |

EFEEEN sif(x) = /x, encuentre la derivada de f. Establezca el dominio de f”.
SOLUCION

= lim
h—0

oy g S+ ) = f() V= x
f'(x) = lim
h—0 h h
Aqui, racionalice el numerador = lim ( Vax — \/; . X+ h+ \/;>
h VJx+ h + \/;
y ) (x+h) —x
= lim
h—0 h(\/x +h + \/;)

N 1 1

RN

h—0

1
I
hLmva—Fh +\/;

Observe que f'(x) existe si x > 0, de modo que el dominio de f” es (0, ) y es menor
a) f(x)=x que el dominio de f, [0, ). [ ]

Compruebe que el resultado del ejemplo 3 es razonable observando las graficas de f'y

f" enla figura 4. Cuando x esta cerca de 0, \/37 estd cerca de 0, por tanto, f'(x) = 1/ (2 \/; )

14 es muy grande, y esto corresponde a rectas tangentes muy empinadas cerca de (0, 0) de la

figura 4a), y a valores grandes de f'(x) justo a la derecha de O en la figura 4b). Cuando x

]’ > es grande, f'(x) es muy pequefla, y esto corresponde a rectas tangentes mds aplanadas en
la extrema derecha de la grafica de f'y a la asintota horizontal de la grafica de f'.

1
b) f'lx)=— 1 —
2\x 30 J0FE Encuentre ' si f(x) = al

SOLUCION

2+ x
FIGURA 4

1—(x+hn 1-x
f,(x)z,liil})f(XJr};l)_f(X)22@32+(x+};l) 2 +x

C 0=x—-nN2+x—-—0-x2+x+h
= lim

lé
b d ad — bc 1
e T bd e h=0 h(2 +x+ h)(2 + x)

R =x—-2h—x>*—xh)— Q2 —x+h—x*>—xh)
= lim
h—0 h2 + x+ h)2 + x)
lim —3h lim -3 3
— =i _ _
=0 h(2 +x+hQ2+x) 1—02+x+h2+x) 2 + x)?




Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz nacié en Leipzig, en
1646, y estudio leyes, teologia, filosofia y
matematicas en la universidad de alli. Obtuvo
el grado de bachiller a los 17 afios. Después de
lograr su doctorado en leyes a la edad de 20,
ingresé al servicio diplomatico y pas6 la mayor
parte de su vida viajando por las capitales de
Europa, en misiones diplométicas. En particular,
trabajé para conjurar una amenaza militar
francesa contra Alemania e intentd reconciliar
las Iglesias catélica y protestante.

Su estudio formal de las matematicas no se
inici6 sino hasta 1672, cuando se encontraba
en una mision diplomatica en Parfs. Allf construyé
una méquina para realizar calculos y se encon-
tré con cientificos, como Huygens, quienes diri-
gieron su atencién hacia los desarrollos méas
recientes en las mateméticas y las ciencias.
Leibniz se empefié en desarrollar una légica
simbélica y un sistema de notacién que
simplificara el razonamiento l6gico. En su
version del Célculo, que publicé en 1684,
establecid la notacion y las reglas para hallar
derivadas que atn se usan en la actualidad.

Por desgracia, en la década de 1690 surgia
una terrible disputa entre los seguidores de
Newton y los de Leibniz acerca de quién habia
inventado el Calculo. Leibniz incluso fue
acusado de plagio por los miembros de la Real
Academia de Inglaterra. La verdad es que cada
uno lo invent6 por separado. Newton llegd
primero a su version del Calculo; pero, debido a
su temor a la controversia, no la publicé de
inmediato. Por tanto, el informe de Leibniz del
Calculo en 1684 fue el primero en publicarse.
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I Otras notaciones

Si usamos la notacién tradicional y = f(x) para indicar que la variable independiente es x
y la dependiente es y, entonces algunas otras notaciones comunes para la derivada son:

70 =y =L =L ) = () = D)

Los simbolos D y d/dx se llaman operadores de derivaciéon porque indican la operacién
de derivacion, que es el proceso de calcular una derivada.

El simbolo dy/dx, introducido por Leibniz, no debe considerarse como una razén (por
ahora); es sencillamente un sinénimo de f”(x). No obstante, es una notacién ttil y sugeren-
te, en especial cuando se usa en la notacién de incrementos. Con base en la ecuacién 2.7.6,
puede volver a escribir la definicién de derivada en la notacién de Leibniz en la forma

Y _ o A
dx  A—0 Ax

Si desea indicar el valor de una derivada dy/dx en la notacién de Leibniz en un ndimero
especifico x = a, use la notacién

dy
dx | =a

d
o bien _y]
d-x x=a

que es un sinénimo para f'(a).

@ Definicion Una funcién f es derivable en x = a si f'(a) existe. Es derivable
sobre un intervalo abierto (a, b) [0 (a, =) 0 (—, a) o (—, )] si es derivable en
todo nimero del intervalo.

I EEEIINE (Donde es derivable la funcién f(x) = | x |?

SOLUCION Six > 0, entonces | x | = x y podemos elegir / lo suficientemente pequefio de
modo que x + & > 0, de aqui que | x + & | = x + h. Por tanto, para x > 0 tenemos

+ h| — +h) —
£(x) = 1fm eth = el g et = x
h—0 h h—0 h
=lim—=1liml =1
h—0 h h—0
y, por consiguiente, f'es derivable para cualquier x > 0.

De manera andloga, para x < 0 se tiene que | x | = —x y se puede elegir &
lo suficientemente pequefia para que x + h < 0y, asi, | x + h | = —(x + h). Por tanto,
parax <0,

+ h| — —(x+h —(—
P N T E ) el BV 2 ) el )
h—0 h h—0 h

. —h
= lim—— = lim (—1) = —1
h—0 h h—0

asi que f'es derivable para cualquier x < 0.
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a) y=f(x)=|x]|

—[,1
b) y=f'(x)

FIGURA 5

Un aspecto importante de la solucion de
problemas es intentar encontrar una conexion
entre lo dado y lo desconocido. Consulte el
paso 2 (Piense en un plan) en Principios para
la resolucién de problemas, en la pagina 75.

Para x = 0 debemos investigar

[0+ h) — f(0)

£O = lin 2

0O+ h|—|0
o J0+al =]

(si existe).
h—0 h

Calcule por separado los limites por la izquierda y por la derecha:

[0+ r|—[0] _ 7]

Iim ——— = 1lim—=1lim —=1lim 1 =1
h—0+ h h—o+t h h—0+ h h—0+
0O+ h|—10 —
y h’mu=l’ | |=11' — = 1lim (-1) = —1
h—0~ h h—0- h h—0~ h—0~

Puesto que estos limites son diferentes, f'(0) no existe. Asi, f es derivable en toda x,
excepto en x = 0.
La férmula para f' estd dada por

f/(x):{l_l six>0

six <O

y su grafica aparece en la figura 5b). La inexistencia de f'(0) se refleja geométricamente
en el hecho de que la curva y = | x | no tiene una recta tangente en (0, 0). [Véase la
figura 5a).] [ |

Tanto la continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una funcion.
El teorema siguiente muestra como se relacionan estas propiedades.

@ Teorema Si f'es derivable en x = a, entonces f es continua en x = a.

DEMOSTRACION Para demostrar que f es continua en x = a, debemos demostrar que
lim,—, f(x) = f(a). Para esto empezamos por probar que la diferencia f(x) — f(a) tien-
de a0.

La informacién dada es que f es derivable en x = a; es decir,

f(x) ~ fla)
X

—da

f(@) = lim

x—a

existe (véase la ecuacién 2.7.5). Para relacionar lo dado con lo desconocido, divida y
multiplique f(x) — f(a) por x — a (lo cual es posible cuando x # a):

) — flay = L2 =S@ ()
X a

De este modo, si usamos la ley del producto y la ecuacién (2.7.5), podemos escribir

tim [ — @] = tim L =L
=lme°lim (x — a)
x—a X — d x—a

=fa)-0=0



recta tangente
vertical

~

FIGURA 6

FIGURA 7

Tres maneras para que f no
sea derivable en x = a
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Para utilizar lo que acabamos de demostrar, comenzamos con f(x) y sumamos y res-
tamos f(a):

lim flx) = lim [f(a) + (f(x) — f(a)]
= }fgif(a) + lim [f(x) — f(a)]
=f(a) + 0= f(a)

En consecuencia, f es continua en x = a. [ |

NOTA El inverso del teorema 4 es falso; es decir, hay funciones que son continuas, pero
que no son derivables. Por ejemplo, la funcién f(x) = | x | es continua en x = 0 porque

lir%f(x) = Hrr(l) |x| =0=f(0)

(Véase el ejemplo 7 de la seccidon 2.3.) Pero en el ejemplo 5 demostramos que f no es
derivable en x = 0.

I ;Como deja de ser derivable una funcién?

En el ejemplo 5 vimos que la funcién y = | x | no es derivable en x = 0 y en la figura 5a)
se muestra que su grafica cambia de direccidn repentinamente cuando x = 0. En general,
si la grafica de una funcion f tiene “esquinas” o “picos”, la gréfica de f no tiene recta tan-
gente en esos puntos y f no es derivable alli. [Al intentar calcular f'(a), encontramos que
los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes. ]

El teorema 4 sefiala otra forma en que una funcién no tiene derivada. En €l se afirma
que si f no es continua en a, entonces f no es derivable en x = a. Por ende, en cualquier
discontinuidad (p. e€j., una discontinuidad de salto), f no es derivable.

Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando
Xx = a; es decir, fes continuaenx =ay

lim | f'(x)| = o

Esto significa que las rectas tangentes se vuelven mds y mds empinadas cuando x — a. En
la figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7c) ilustra otra. Las
tres posibilidades recién analizadas se ilustran en la figura 7.

y y y
0 a X 0 a X 0 a X
a) Una esquina o pico b) Una discontinuidad ¢) Una tangente vertical

Una calculadora graficadora o una computadora ofrecen otra manera de ver la derivabili-
dad. Si fes derivable en x = a, entonces, con un acercamiento al punto (a, f(a)), la grifica
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FIGURA 10

En Module 2.8 puede usted ver cémo
cambian los coeficientes de un polinomio f
y como afectan el aspecto de la gréafica de

Ly

se alinea y adquiere mds y mds la apariencia de un recta. (Véase la figura 8. Un ejemplo
especifico es la figura 2 de la seccién 2.7.) Pero no importa cudnto se acerque a puntos
como los de las figuras 6 y 7a): no puede eliminar el punto agudo o esquina. (Véase la
figura 9.)

y

0 ; X 0 ;1 X
FIGURA 8 FIGURA 9
f es derivable en x = a. f no es derivable en x = a.

B Derivadas superiores

Si f es una funcion derivable, entonces su derivada f’ también es una funcidn, asi que f’
puede tener una derivada de si misma, sefialada por (f')" = f". Esta nueva funcién f” se
denomina segunda derivada de f porque es la derivada de la derivada de f. Utilizando la
notacién de Leibniz, la segunda derivada de y = f(x) se escribe como

A (dy) _dy
dx \ dx dx’
FEEIIOER Sif(x) = x° — x, halle e interprete f(x).

SOLUCION En el ejemplo 2 encontramos que la primera derivada es f”(x) = 3x> — 1. Asi
que la segunda derivada es

[+ h) —f'(x)
h

100 = (1) () = lim

[3(x + h)*> — 1] — [3x* — 1]

= lim

h—0 h

o 3x*+ 6xh+ 3k —1—3x>+ 1
= lim

h—0 h

= }111m0 (6x + 3h) = 6x

Las gréficas de f, f" y f” se exhiben en la figura 10.

Puede interpretarse f”(x) como la pendiente de la curva y = f'(x) en el punto
(x, f'(x)). En otras palabras, es la razon de cambio de la pendiente de la curva original
y = f(x).

Observe de la figura 10 que f”(x) es negativa cuando y = f’(x) tiene pendiente
negativa y es positiva cuando y = f”(x) tiene pendiente positiva. De esta manera, las
gréficas sirven como una comprobacién de sus célculos. [

En general, puede interpretarse una se